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und  wenn  also 

eine  Wnnel  unserer  Gleich unpf  sein  soll,  so  miissen  die  Grössen 
P9  Vi  Piy  9\  ^^  bestimmt  werden,  dass  den  beiden  Gleichungen 

d.  i.,  wie  man  nach  leichter  Bntwickelung  findet,  den  beiden  Glei- 
chungen 

.      P*+P,'-^P9*-^Px9t*  {_.. 

« 

also^  den  vier  Gleichungen 

IPPi  —  99t  =^if>  P9i+9Pi=0^ 
P'-i-Pt'  —  ^P9*-^Pi9,'=6, 
9*  +  9,*-Zp*f-dp,'f,=0 


genügt  wird. 
Richten  wi 


(. 


wir  nun  aber  unser  Augenmerk  zunächst  und  vorzüg- 
lich auf  die  Auffindung  einer  reellen  Wurzel  unserer  gegebenen 
Gleichung,  ohne  uns  nir's  Erste  darum  zu  bekümmern«  ob'  es  auch 
eine  reelle  Wurzel  in  allen  Fällen  wirklich  giebt,  so  kommt  zu 
den  vier  obigen  Bedingungsgleichungen  noch  die  Gleichung 

and  wir  müssen  also  die  vier  Grössen  p^  ViPn  ^i  so  zu  bestimmen 
suchen,  dass  den  fünf  Gleichungen 

]P*  +  Pi'  —  ^P9^  —  ^Pi9i''=6y 

9*  +  9i'—  ^P*9  —  3/^1  Vi  =0 

genügt  wird,  wobei  nun  aber  die  zwei  folgenden  Fälle  von  einan- 
der unterschieden  werden  müssen. 

L  Wenn  man  der  ersten  der  fUnf  vorhergehenden  Gleichungen 
zufolffe  9^  =  —  9  setzt,  zugleich  aber  annimmt,  dass  die  Grössen 
9  und  9i    beide  verschwinden,  so  sind  offenbar  die  fiinf  GlfMchun- 

Sen  4)  vollständig  erfüllt,  wenn  man  die  Grössen  p^Pi  so  bestimmt, 
ass  den  zwei  Gleichungen 

pp,z=zia,p*+p^^=» 
genügt  wird. 


ft 


Setzt  man  p*  =iH  f^i' =^<^i,  Äo  irrerdeii  diese  Cleicliinigen 
«sd  weift  n«i 
ist^  80  hat  man  zur  Bestimmung  von  u,  «i,  die  beiden  Gleichungen 

aus  denen  sich 


^=feV^>— ^» 


also 


I  • 


,V»'  3:  Ä» 


ergiebt.    Wenn  daher 

ist,  80  ist    1  '  -  < 

eine  reelle  Wurzel  unserer  Gleiciiung,  und  folglich 

Zieht  man  dies  von  _  " 

jff*  —  aap  —  If 

'  ,     "' 

ab,  so  erhält  man 

oder,  wie  man  leicht  findet: 

und  die  beiden  anderen  Wurzeln  der  GleichÜDg 

4?* — Ä^  — Ä  =  0  oder  ^*  =:«^4-Ä  ^ 
ergeben  sich  daher  durch  Auflösung  der  quadratischen  Gleachung 

•♦■  0» +>i )«  H- 0»  H- ;»0' — »  ^  », 


wodurch  man  nach  dem  bekanaten  Verfieihreii 

6)    a:  =  -i{p-hp^)d-\/a^i{p+p,y 

erhält.    Hier  fragt  sich  aun,  oh  diese  beiden  Wurzeln  reell  oder 
imaginär  sind ,  welche  Frage  auf  folgende  Art  beantwortet  werden 

kann. 

Wenn  j\a*  =  d*  ist,  so  ist 


(p^p,)*  =  {i, 


also 


P*+Pi*=^PPi^ 
und  folglich  , 

{P't-Piy='¥Pi* 
d.  1*  wegen  der  Gleichung  ppi  z=z\a: 

{p+Piy=i» 


oder 


also 


a-Hp  +  Piy  =  '0, 


und  die  Wurzeln  6)  sind  also  in  diesem  Falle  beide  reell  und  ein- 
ander gleich. 

Wenn  ^V«*  <  ^*  ■»*>  s®  ^»^ 

,   (p-p^y>^. 

also  f 

P*+Pi*>^PP,,  ^ 
und  folglich 

.     ,        (p-i-P^y^^PPi^ 

d.  i.  wegen  der  Gleichung  pp^  =4^a: 

(P  +  Piy^h' 


oder 


also 


^-i{p+Piy<o, 


und  die  Wurzeln  6)  sind  also  in  diesem  Falle  beide  imagiaär. 

Die  gegebene  Gleichung  hat  also  drei  reelle  oder  eine  reelle 
und  zwei  imaginäre  Wurzeln,  jenachdem  ^V  =  d*  oder  -^^a*  -^h^ 
ist;  im  ersten  Falle  sind  zwiei  der  drei  reellen  Wurzeln  einander 
gleicb. 

II.  Wenn  man  der  ersten  der  fünf  Gleichungen  4)  zufolge 
7,  =  —  q  setzt,  zugleich  aber  annimmt,  das«  die  Grössen  g  and^j 


nicht  verschwiDden ,  so  folgt  aas  der  dritten  der  fünf  genannten 
Gleicbnngen,  nänUch  aus  der  Gleichung 

auf  der  Stelle  Pi  =/',  und  die  fünfte  Gleichung,  nämlich  die  Glei- 
chung 

ist  nun  identisch  gleich  Null.  Die  «wette  und  vierte  Gleichung, 
nämlich  die  Gleichungen 

werden  aber 

'\ 

fi» -h  y»  =Ä |tf, /i»  —  3;>y»  =  i^; 

und  die  Grössen  p  und  ^  sind  also  jetzt  so  zu  bestimmen,  dass 
diesen  beiden  Gleichungen  g^nOgt  wird. 

Hierbei  sind  wir  nach  I.  ofTenbar  berechtigt  anzunehmen,  dass 

also  auch  a  nothwendig  positiv  ist '  Demzufoiffe  können  wir  die 
erste  der  beiden  zu  erßillenifen  Gleichungen  auf  die  Form 

C,|/i)-+(4/i)-=. 

bringen,  und  sind  also  offenbar  berechtigt, 

/^j/—  =  sin  gp,  ^\  =  cos  SP 
d.  i, 

;i  =  sin  yl/-!",  y  =  cos  5p|/-|- 

zu  setzen.  Führen  wir  diese  Ausdrücke  von  p  und  g  in  die  zweite 
der  beiden  zu  erfüllenden  Gleichungen  ein,  so  wird  dieselbe  nach 
einigen  leichten  Reductionen 

sin  SP'  —  3sin  gp  cos  gp»  =  ~^-  =i  ^— j- 

Weil  nnb  aber  nach  einer  bekannten  gonio metrischen  Relation 

sin  dsp  =  3sin  sp  cos  9'  —  sin  gp* 
ist,  so  ist  '  , 

•in3y=^J/_. 


09  Docb  der  Vor^ufseUung 

ist,  so  kaiiD  aas  der  yorhergehenden  GleichuQg  Sjp  immer  bestimmt 
werdeo.  Bezeichnen  wir  nun  den  seinem  absoluten  Wertbe  nacb 
^7f  nicht  fibersteigenden,  der  Gleichung 

aus  39:9  — 

genügenden  Wertb  von  Z^  durch  —  o),  so  sind,  weil 

sin(ci)  — ;f)&s:sin(-"ia),  «iB(ca  +  3v)$=B|n(— o») 

ist,  aucb  CO  — ^  und  0»  +  ^  Werthe  von  Zg>y  und  für  g>  erbäU  ma» 
also  die  drei  Wertbe  —  i«,  |(ci>  — tt),  4(cü  +  7r);  folglich  für 
p  =  Pi  die' drei  folgenden  reellei^  Weitiie:     . 

—  sin  i^j/y ,  sin  |(iü  ^  Jr)J/y-,  sin  i(w  +•  jr)j/|-- 

Da  nun  p  +  p^=z2p  eine  Wurzel  unserer  Gleichung  ist,  so  bat 
dieselbe  im  vorliegenden  Falle  jederzeit  die  drei  folgenden  reellen 
Wurzeln : 

-«sinicöj/y  . 

— ^2sin|ci>l/Y 
8)    Ar= /— 2sid*(3r.-^co)j/y 

2sini(;j-Hca)^|-. 

Auch  erbellet  leicht,  dass  die  zwei  ersten  dieser  drei  reellen  Wur- 
zeln immer  nefi^ativ  sind,  die  dritte  Wurzel  dagegen  stets  positiv 
ist  Dass  die  drei  Wurzelf  im  vorfiegenden  Falle  jederzeit  sämmt- 
lieh  unter  einander  ungleich  sind,  fällt  eben  so  leicht  in  die  Augen. 
Aus  der.  vojrhergjab^nden  Entwickelung.  ersieht,  siel)  a|so  üibf^ir^ 
baupt  Folgendes. 

1.  Wenn  ^^»«=3:^*  oder  4«' «=5.27^*  i«t»  S0  hat  die  gegebene 
Gleichung  drei  reelle  Wurzeln,  von  denen  zwei  einander  gleich 
sind. 

2.  Wenn  ^j-a*  •<^'  pder  4a'  <!27^^  ist,  so  hat  die  gegebene 
Gleichung  eine  reelle  und  zwei  imaginäre' Wurzeln. 


o4(Br 


3.^  Wenn  ^yii'^^'  ist,  so  hat  die  gegebene  Gleichung  drei 
sSmmHich  nnter  einander  ungleiclie  reelle  Wurzeln ,  zwei  negaHve 
und  eine  podtive. 

4.  Die  gegebene  Gleichung  bat  also  hiernach  auch  immer  min- 
desteos  eine  reelle  Wurzel. 

Sind  anch  die  im  Vorhergehenden  gefundenen  Resultate  nicht 
Den,  so  scheint  mir  doch  die  obige  Darstelluiig  eine  bessere  Ein- 
sicht als  die  gewöhnlichis  in  die  eigentliche  Natur  des  GegenstaUf 
des  zu  gewähren,  und  deshalb  beim  Elementarunterrichte  vielleicht 
einiger  Berücksichtigung  nicht  ganz  unwerth  zi^  sein. 


II. 

lieber  die  geometrischen  Oerter  der  Mittel 
piinkLte  einiger  Begränzungscurven  des 

Schattens. 

r 

Von 
Herrn  L.  Mossbrugger, 

Lehrer  der  Mathematik  an  der  Kantonsschule  zu  Aarau. 


Bestimmung  der  Oerter,  auf  welchen  die  Mittelpuokte  der  Be- 
gränzungscurven der  Schatten  liegen,  die  eine  Fläche  zweiten  Gra- 
des auf  eine  gegebene  Ebene  wirft,  wenn  sich: 

A)  der  leuchtende  Punkt  auf  einer  ausserhalb  der  Fläche  ge- 
gebenen Linie  zweiten  Grades  bewegt  und  die  Ebene,,  aufweiche 
die  Schatten  geworfen  werden,  fest  bleibt. 

B)  Wenn  der  leuchtende  Punkt  fest  bleibt,  der  Mittelpunkt  der 
Fläche  zweiteu  ISrades  aber  (oder  wenn,  diese  keinen  Mittelpunkt 
hat,  ihr  Scheitel)  sammt  der  Fläche  sich  so  auf  einer  Linie  zweiten 
Grades  bewegt,  dass  eine  ihrer  Hauptehenen  jnit  der  Ebene  jener. 
LtBie  zweiten  Grades  zusammenfällt  und  ihre  Ach^n  sich  immer 
parallel  bleiben.  Auch  in  diesem  Fall  sollen  die  fraglichen  Mitteln 
punktsdrter  besttmint  werden,  wenn  die  Ebene,  worauf  die  Schatten 
geivorfen  werden,  fest  bleibt. 

Wir  schicken  zum  bessern  Ver^tändniss  des  Folgenden  einige 
wenige  Erklärungen  und  Sätze  Voraus. 

1)  Denken  wir  uns  irgend  eine  Flache  F.  a^eiten  Grades  und 
ausserhalb  derselben,  aber  auf  entgegen&resetzten  Seiten  der  Flüche 
^}  zwei  parallele  Ebenen  E  und  E  (z.  v.  die  crstere  oberhalb  und 
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die  andere  unterhalb,  der  Fläche  JT).  In  der  erstem  hefinde  sich 
ein  Punkt  jP;  wird  aus  diesem  eine  stetige  Folge'  von  geraden  Be- 
führenden  an  die  Fläche  ß^  gezogen,  so  liegen  diese  bekanntlich 
auf  der  Oberfläche  eines  Kegels  K  zweiten  Grades,  welcher  die 
zweite  Ebene  E^  in  einer  Linie  Lf  zweiten  Grades  schneiden,  die 
Fläche  jF  aber  in  einer  andern  Linie  £*'  desselben  Grades  berühren 
wird.  • 

2^  Der  Funkt  P  heisst  der  Pol  der  Ebene,  in  welcher  sich 
die  Linie  U  befindet,  so  wie  diese  Ebene  die  Polarebene  d^s 
Punktes  P  genannt  wird. 

3)  Bewegt  sich  der  Punkt  P  in  einer  Ebene,'  so  dreht  sich  die 
Ebene  der  Berührungscurve  um  einen  Punkt;  bewegt  er  sich  aber 
auf  einer  Geraden,  so  dreht  sich  letztere  Ebene  ebenfalls  um  eine 
Gerade. 

4)  Ist  der  Punkt  P  leuchtend,  und  die  Fläche  JF  dunkel,  so  ist 
ebenfalls  bekannt,  dass  die  Linie  Lf  die  Beffränzungscurve  des 
Schattens  ist,  welchen  die  Fläche  F  auf  die  Ebene  ^  wirft;  fer- 
ner ist  die  Berührungscurve  Z/  des  Kegels  IC  und  der  Fläche  F  die 
Trennungscurve  des  beleuchteten  und  dunkein  Theiles  der  letztern. 

Nach  diesen  vorausgeschickten  Erklärungen  gehen  wir  zur  Lö- 
sung der  folgenden  speciellen  Aufgaben  über: 

L-  Es  ist  ^in  EUipsoid  der  Lage  und  Grösse  nach  ^e|;eben; 
ausserhalb,  und  zWar  oberhalb  der  Ebene,  in  welcher  die  beiden 
Hauptachsen  2Jl  und  2B  des  Ellipsoids  liefen,  in  der  Entfernung 
A  von  dieser  und  parallel  mit  ihr  befinde  sich  eine  Ebene  E,  und 
ebenfalls  ausserhalb,  aber  auf  entgegengesetzter  Seite  in  Beziehung 
auf  die  Ebene  der  Hauptachsen  2A  und  2B^  befinde  sich  in  der 
Entfernung  ( — ä^)  von  dieser  eine  zweite  parallele  Ebene  E'.  In 
der  ersteren  Ebene  E  bewege  sich  ein  leuchtender  Punkt  P  so, 
dass  er: 

a)  eine  Ellipse,  b)  eine  Hyperbel,  c)  eine  Parabel,  d)  eine  Ge- 
rade beschreibt.  Die  Mittelpunkte  der  beiden  erstem  ulid  der  Schei- 
tel der  dritten  dieser  Curven  befinden  sich  im  Durchschnittspunkte 
der  verlängerten  dritten  Hauptachse  2C  dei  Ellipsoids  mit  der  Ebene 
J^;  und  die  beiden  ersten  Achsen  2a  der  beiden  erstem,  so  wie  der 
Hauptdurchmesser  der  dritten  jener  Leitcurven  seien  mit  der  Achse 
2jf  des  Ellipsoids  parallel.  Man  soll  die  in  der  Ceberschrift  ver- 
langten Stücke  der  Aufgabe  bestimmen. 

Wir  nehmen  den  Mittelpunkt  des  Ellipsoids  zum  Coordinaten- 
änfaog  und  seine  Achsen  zu  Coordinatenachsen ;  alsdann  ist  dessen 
Gleichung: 

Bezeichnen  wir  mit  o:',  f/  die  veränderlichen  Coordinaten  eines 
Punktes  P  in  der  Ebene  E^  deren  Gleichung  «  =  ^  ist,  so  ist. 
wenn  dieser  Punkt  eine  Ellipse  beschreibt,  deren  Achsen  2a,  2jf 
respective  mit  den  Achsen  2^  und  2iff  parallel  sind,  und  deren 
Mittelpunkt  im  Durchschnitt  der  verlängerten  Achse  2C  mit  der 
Ebene  E  ist, 

die  Gleichung  jener  Ellipse. 
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Ferner  ist  die  Gleichunnf  desjenifireo  Kegels,  dessen  Scheitel 
sich  in  irgend  einem  Punkte  (jc^^f/yn)  dieser  Ellipse  befindet,  und 
der  das  Ellipsoid  (1)  berührt,  folgende: 


=  0....    (3) 


a/)(%^h) 


Setzen  wir  in  dieser  Gleichung  «  =  -*-  A',  so  erhalten  wir  die  Glei- 
chung der  Curve,  in  welcher  die  Kegelfläche  (3)  die  Ebene  ß 
durchdringt,  oder  der  Curve,  welche  den  Schatten  begränst,  den 
das  Ellipsoid  (1)  auf  die  Ebene  ß  wirft,  wenn  sich  der  leuchtende 
Punkt  in  einem  Punkte  P  der  Ellipse  (2)  befindet,  dessen  Coordina- 
ten  a/y  ^,  h  sind. 

Diese  Gleichung  ist: 


=  0....    (4) 


Aus  dieser  Gleichung  erhalten  wir  leicht: 


5i  I 


6  «'S 


=  i5-s 
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eilwlteii. '  Dadnrcb  wird  über  ancb :  ' 

Sabtrabiren  wir  die  Gleicbuog  (6)  von  der  Gleicbnng  (5)  und  di- 
vidiren  den  Rest  mit  p* — p^f^  so  erbalten  wir: 


alio 


Addiren  wir  die  Gleicbungen  (7),  so  erbalten  wir 

Bezeicbnen  wir  jetzt  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  der  Begp'än* 
zungscurre  POuQDA  des  Schattens  mit  t  und  «r,  so  ist  bekannt- 
lieb 

Aus  diesen  Gleicbungen  und  ans  (8)  linä  (9)  erbalten  wir: 

Ist  jedocb  der  leucbtende  Punkt  P  nicbt  fest,  sondern  bewegt  er 
sich  auf  der  Ellipse  (2),  so  wird  auch  die  Curve  (3)  in  jedem  Augen- 
blick eine  andere  Lage  und  Gestalt  annehmen^  mitbin  auch  ihr 
Mittelpunkt  stetig  seinen  Platz  ändern,  also  eine  Curve  beschrei- 
ben. Die  Gleichung  dieser  Curve  werden  wir  aber  erhalten,  wenn 
wir  aus-  den  Gleichungen  (2)  und  (10)  die  Grössen  o/  und  y  eli- 
minireta.    Dadurch  erhalten  wir 


{0  —  h^)t  j» 


als  die  Gleichung .  des  Orts  der  Mittelpunkte  der  Hegrännungscttr« 
ven  des  Schattens,  wenn  der  leuchtende  Punkt  die  Ellipse  beschreibt» 
welche  durch  die  Gleichung  (2)  dargestellt  ist  Die  Gleichung  (11) 
drückt  aber  ebenfalls  eine  Ellipse  aus,  und  zwar  verbalt«a  aicb 
ihre  beiden  Achsen  wie  a :  ß.\  mithin  ist  sie  derjenigei^  Ellipse 
ähniicb,  auf  w^leher  sich  der  leuchtende  Ptinkt  P  hcwegl. 

Bs  ist  bei  d^  C«inre  (11)  zu  bemerken^  dass'  dieselbe  för  jedM 
positiven  oder  negativen  Werth  von  h!  reell  bleibt;  was'  begctiiMi 
allen  Vorstellungen  und  Begriflfen  von  Schatten  widerspricht,  indem 
offenbar  HiMf^  visu  B^grUnzangscurven  des  Schattens,  noeb"  vra 
ihren  Mittelpunkts-Oertern  die  Rede  sein  kann,  wenn  z.  B.  die  Ebene 
E  sich  in  solchen  Lagen  befindet,  die  entweder  zwischen  dem  El- 
lipsoid  und  dem  leucbteBden  .Punkt,  .oder  ^ar  oberhalb  von  beiden 
liegen.    In  diesen  Fpen  musa-  di^.  61^cb|ing  (|)  nii^bii  betrachtet 


\ 
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werden,  als  drücke  sie  die  Begr^nzunprcurve  des  STebattelit  aas, 
sondern  sie  stellt  alsdann  offenbar  nur  die  Durcbschnittscurve  des 
llmhiillunffskegels  (3)  mit  der  Ebene  Ej  vor,  welche  für  alle  posi* 
tiven  und  negativen  Werthe  von  K  reell  sein  wird.  Bei  dieser 
Betrachtung  kann  man  mit  jenen  üntersucbungen  die  If'rage  verbin- 
den: „Auf  welcher  Flache  liegen  die  sämmtlicbeo  Mittelpunktscur- 
ven,  wenn  sich  die  Ebene  E  parallel  mit  sich  selbst  bewegt?'' 

Wir  werden  die  Gleichung  dieser  Fläche  sogleich  erhalten, 
wenn  wir  die  Grösse  h!  als  veränderlich  betrachten  und  statt  dieser 
in  der  Gleichung  (11)  eine  neue  Veränderliche  (db&)  einftihreD, 
wodurch  wir  als  Gleichung  der  gesuchten  Flache 'erhalten : 


-  r^   =i=2 


hv 


=  1....  (12) 


Diese  Gleichung  drückt  offenbar,  ein  eintheiliges  Hyperboloid  aus, 
dessen  Achsenrichtungen  mit  jenen  des  Ellipsoids  (1)  dieselben  sind, 
dessen  Mittelpunkt  zwar  auf  der  AchsQ  der  x,  jedoch  nicht  auf  dem 
des  Ellipsoids  liegt. 

Eben  so  finden  wir,  -wenn  sidi  der  leuchtende  Punkt  P  in  der 
Ebene  E  auf  einer  Hyperbel,  Parabel  oder  einer  Geraden  bewegt» 
deren  Gleichungen 


a 


ß 


=  1  . . . .       (13) 

y'^z=zpa^ ....    (14) 
y    =:=iB»+j»^'****(15) 


\  • 


. . .  (16) 
••    (17) 


sind,  das»  respective 

die  Gleichungen  der  Mittelpunkts. Oerter  derjBegränzungBcurven  der 
Schatten  sind.  Auch  sehen  wir  aus  diesen  Gleichungen,  dass  die 
erstere  eine  Hyperbel  ist,  welche  derjenigen  ähnlicn  ist,  welche 
durch  die  Gleichubg  (13)  dargestellt  ist;  die  zweite  aber  ist  eine 
Parabel,  die  mit  der  in  No.  14.  ausgedrückten  ähnlich  ist;  die 
dritte  endlich  ist  eine  mit  der  Geraden  (15)  parallele  Linie. 

Beilegt  sich  die  Ebene  E  wieder  so,  dass  sie  immer  in  paral- 
leler Lage  bleibt,  so  erhalten  wir,  wie  vorhin,  fdr  die  Gleichungen 
der  Flächen,  auf  welchen  sich  die  bezüglichen  Mittelpnnktscurven 
befinden,  folgende: 


V 


=  a^ß^C*  .... 
«Äff— (C»— *»)iH-iwP*+.«iC*=0....    (21) 


(W) 


n 

Die  erste  drückt  ein  sweitheiligies  Hyperboloid  ans,  die  sweite  ein 
Paraboloid  und  die  dritte  eine  Ebene. 

.  Um-  den  zweiten  Tbeii  der  allgemeinen  Aufgabe  auf  den  spe- 
ciellen  Fall,  ivenn  die  Fläcbe  F  ein  Elüptoid  ist,  anznwendeni 
nehmen  wir  an: 

11.  In  der  Ebene  E  befinde  sich  ein  leuchtender^  jedoch  fester 
Putikt  P,  dessen  Coordinaten  a,,d,  c  sein  ^sollen;  Ferner  sei  ein 
EUipsoid  gegeben,  das  sieb  so  bewegt,  doss  sein  Mittelpunkt  in  der 
Ebene  seiner  beiden  Achsen  2^  und  %B,  welche  sich  während  des« 
sen  Bewegung  immer  parallel  bleiben  sollen,  a)  eine  Ellipse,  b)  eine 
Hyperbel,  c)  eine  Parabel,  d)  eine  Gerade  beschreibt  Welche«  ist 
der  Ort  der  Mittelpunkte^  der  Begränzungscurven  der  Schalten, 
welche  jenes  Ellipsoid  in  seinen  verschiedenen  Lagen  auf  eine  mit 
der  Ebene  der  Achsen  ^A  und  2i?  parallele  Ebene  E!  wirft,  wenn 
diese  von  ^ner  den  Abstand  h'  hat? 

Siiid  Xj  Yy  Z  die  veränderKches  Coordinaten  eines  Punktes 
des  Ellipsoids  in  irgend  einer  seiner  in  a)  angegebenen  Lagen; 
ii,  ^  jene  seines  beweglichen  Mittelpunkts  und 


j4i'-Hifr=i....(») 


Jie  Gleichung  der  Ellipse,  auf  der  sieh  jener  Mittelpunkt  b^Bwegt, 
lo  ist  die  Gleichung  des  Ellipsoids:    ,      .       , 


4-1    =1.,..   (23) 


=  0  ...    (24) 


und  die  der  umhüllenden  KegelflMche,  deren  Scheitel  sich  im  Putikt 
(a,  bf  c)  befindet: 

-I*.  j>c»  +  c*(«— ^)»— ^»c*.!(y— ^)» 

-f-  j^»(*  — «)»-f-ir»(a  — ^)»— ^»Ä»j(Z  — c)» 

—  2C*(<?  — /)(Ä  — »)(X-«)(F-.Ä) 

—  2il»c(«  — r)(X— «)(Z  — c) 

—  2^M*— »)(r— )5)(z— c) 

- 

Setzen  wir  in  dieser  Gleichung  Z= — A',  so  erhalten  wir  die  Glei* 
chung  der  Curve,  in  welcher  die  Kegelfläche  (23)  die  Ebene  E^ 
schneidet,  d.  h.  die  Gleichung  der  Curve,  welche  den  Schatten  be- 
grenzt, den  das  EUipsoid  (^)  in  irgend  einer  seiner  Lagen  auf 
die  Ebene  E  wirft.    Diese  ist  daher: 
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Diese  Gleicfaang  drückt  «ber  eifif  mit  4e^  d^cfh'tfi^CIleielite'g  (22) 
dargestelltent Ellipse  ähnlidhe  Ellipse  ai{8.     . 

Nehmen  wir  statt  der  Leitcurve  (22)  des  MittelpuDkts  vom  Et- 
lipsoid  eine  Hyperbel,  eine  Parttbef,  oder  'eiiie  Chirade,  deren  Glei- 
chuDgen 

u*z=zpt.,.,  (29) 

uiszm^m....     (30) 

sind,  so  erhalten  ivir  auf  gleiche  Weise,  wie  obesr,  Mt  die  €!lei«- 
cbuDgen  der  Ortscurven  der  fraglichen  Mittelpunkte  respective  fol- 
gende :  .  »     :- 

^»(C*  -.  «•)»  T»  —  a»(C*  —  <?•)»  17* 
+  2a*^(C* -I- <?;!')  (O  —  c»)i7 

^— ä»/?*€?»(c-|-A')» 

-^  iS-ff^*^"  +  ^>  -  «»(C»  r»-  *^Ä')  I  ==0 .. .,  (3«) 
^^^C«H-cV)(^-^)-.(c+V)ig^^y   ^      (38) 

Die  erste  dieser  Gleichungen  druckt  eine  Hyperbel  aus,  die  nrit  der 
Leitcurve  (28)  ähnlich  ist;  die  xweite  eine  Parabel,  weldie  eben- 
falls mit  der  entsprechenden  Leitpatabel  (29)  ähnlich  ist;  die  dritte 
endlich  eine  mit  der  Geraden  (30)  parallele  Gerade« 

.111.  Wir  können  auf  gleiche  Art  die  nämlichen  Aufgaben  in 
Beziehung  auf  andere  Flächen  des  zweiten  Grades  lösen.  -  Um  j«^ 
doch  Wiederholungen  zu  vermeiden,  v^erden  wir  nur  noch  bei  einer 
derselben  die  Resultate*  angeben. 

Ist  nämlich 

die  Gleichung  eines  etntheiligen  Hyperboloids,  so  finden  wir  in  Be- 
ziehung auf  die  in  Aufgabe  1.  gestellte  Fordemnff  fllr  die  Glei- 
chung der  Begiänzungscurve  des  Schattens»  welchen  das  Hyperbo- 
loid auf  eine  Ebene  j^,  deren  Gleichung  «  =  —  R  ist,  wirft,  wenn 
(^>  y,  h)  die  Gpordinaten  des  leuchtenden  Ptanktes  sind: 
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Die  Coordinaten  t^  u  des  Mittelpunkts  dieser  Cnrve  sind: 


=0....  (35) 


(36) 


Beschreibt  der  lenebtende  I^onkt  [ac^y  ^,  K)  a)  in  der  Ebene  %z=zh 
eine  Ellipse,  b)  eine  Hyperbel»'  c)  eine  Parabel,  d)  eine  Gerade,  de* 
ren  GleichmigeB  respeäive 


i-r+ 


ir='.ifi'-i?r=' 


•  •  •  • 


(37) 


sind,  so  finden  wir  beziehnngsweise  fih*  die  Gleichungen  der  Curve, 
welche,  der  Ort  der  ,8chattencurven  Mittelpunkte  ist,  folgende; 


j(CMiÄ»)£)» 


1 


•  •  •  • 


m 


, pjC^—hhy      '__tn(C^^kh') 


C^^h* 


Ä» 


^^-nt 


Wir  erkennen  aus  der  Form  dieser  GleichuDg^o  die  Aebnlicb- 
keit  der  Cfurven,  welche  sie  ausdrücken,  mit  den  entsprechenden  in 
No.  37. 

Bleibt  aber  der  leuchtende  Punkt,  dessen  CfKirdinaten  wir  jetzt 
mit  0,  dy  c  bezeichnen  wollen,  fest,  und  bewegt  sich  das  Hjuerbo- 
loid  so,  dass  sein  Mittelpunkt  in  der  Ebene  der  Keblellipse  a)  eine 
Ellipse,  b)  eine  Hyperbel,  c)  eine  Parabel,  d)  eine  Gerade 'beschreibt, 
und  die  drei  Achsen  des  beweglichen  Hyperboloids  immer  mit  ihrer 
erst  gegebenen  Lage  parallel  bleiben,  so  finden  wir  bei  den  glei* 
eben  angenommenen  Bezeichnungen,  wie  beim  Ellipsoid  in  Auf- 
gabe IL,  für  irgend  eine  angegebene  Lage  des  Hyperboloids,  des- 
sen Gleichung: 

für  die  Gleichung  dea  Scbattenkegels  aber:     ' 

+  jC»(Ä  — «)»— Ä»(<7>-f-c»)|(X  — «)» 

—  M»(*  —  »)»  +  Ä»(»  —  *)'  —  A'B*  I  (Z  —  «)» 

—  «C»(«*  —  t){6—tt)(X—a){Y—6) 
+  2B*eia—t){X  —  a){'z  —  c) 


>=0....  (40) 
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In  Fall  a): 

-+-(cÄ'—  Oy  («V +  *'«*)  —  a^ß*e*(c  +  *^y 
Im  Fall  b) : 

H- 2^'«(cA' —  C»)  (  C*  H- <?*)  T 
Im  Fall  c):       - 


=  0....   (44) 


=  0..,.   (45) 


....    (46) 


Im  Fall  d): 


•i 


,    €/ — -;; €»+■? +  nr.^,.    («7) 

Auch  diese- vier  Cuitven  sind  ähnlich  lAitje^n  in  (43).  Bei 
den  übrigen  Flacben  dea  zweiten  Grades  wtfd  inaa  bei  ähnlichen 
Untersachunffen  Resultate  erhalten,  weiche  mit  de^  bereits  gefnn- 
denen  im  Allgemeinen  übereinstimmen. 
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III. 

lieber  elliptische  Flächenranine. 

Von 

Herrn  L.  Mossbrngger^ 

Lehret  der  Uatbematik  an  der  Kantonssebule  zu  Aarau. 


Es  bewegt  sieb  ein  Punkt  P  innerhalb  einer  Ellipse  DCBE^ 
(Taf.  L  Fig.  2.),  deren  Achsen  2a,  2^  sein  sollen,  «o,  dass  wenn 
man  durch  denselben  parallel  mit  den  beiden  Achsen  DB  und  EC 
Linien  zieht,  wie  Ks  und  NL^  die  FUchenräume  ACJNL  wbA 
AKSB^  welche  zwischen  der  parallelen  Halbachse,  dem  von  jenen 
Linien  auf  der  andern  Achse  abgeschnittenen  Stuck  und  dem  zwi- 
schenfiegenden  elliptischen  Böge»  hegränzt  sind,  einander  gleich 
werden.    Welches  ist  der  geometrische  Ort  des  Punktes  P% 

Ea  sei  AL  ss  ^,  Zjff=  y,  AK^  a:\  JES'  =  ^,  so  ist  he* 
kanntUcb  der  Inhalt  der 


hx\  y—z 1-  .  ah 


Fläche uiCA^Z;  =  5^V/«»  — ^»-4-^  Are  sin  —  ....    (1) 


und  der  Inhalt  der 


Fläche  AK8B  3=  ^\^it*  --  ät*»  -f-  ~  Are  sin  r 


2b 


(Ä) 


Nach  der  Bedingung  der  Aufgabe  muss  also  die  Gleichung 
gl/S;=P-f^l/^^=P5+^Arc«nf ~f  Arc«nj=0....  (3) 


statt  fiodes. 

Dieser  Gleichung  wird  alier  Genüge  geleistet,  wenn  wir  ent- 
weder die  transcendenten ,  oder  die  algebraischen  Grössen  einander 
gleich  netzen;  dadurch  erhalten  wir  im  ersten  Fall: 


folglich  auch 


«ilbie 


Are  sin  —  =  Are  sin  -ti 
a  o 


a Ä' 
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sc  «>■■  ■  "  ■ 


Im  zweiten  Fall  aber  bekommeD  wir 


bieraus  ist  aber 


^'»  —  iL  -4-  /«i£ 1  \ 


Nehmen  wir  denjenigen  Wertb  Ton  o?'',  w^ker  sich  hieraus  für 
das  Zeichen  +  ergiebig  bq  erbalten  wir:    ^'*=:--5r,   also  wic- 

j  ,         _,    Aar 

derum    o?  =  i±:  ---• 

Dieser  Werth  wird  oflfenbar  die  Gleichnng  (3)  befriedigen.  Wir 
sehen  aber  daraus  ferner,  dass  es  nicht  nur  einen,  sondern  eine 
stetige  Folge  von  Punkten  giebt,  welche  der  in  der  Aufgabe  ge- 
gebenen Forderung  entsprechen.  Bezeichnen  wir  daber.die  €oor- 
dinaten  des  veränderlichen  Punktes  P  mit  t  und  «»,  so  haben  wir 
a:=.ti  af'r=ifty  also  ist  die  Gleichung  des  gesuchten  Orts: 

•i  =  ±-....    (4) 

Bdi  dieser  Gleichung  erkonnen  wir  aber  aueb  gleich,  dass  durch 
sie  die  beiden  Asymptoten  einer  Hyperbel  dargestellt  werden,  die 
mit  der  gegebenen  Ellipse  denselben  Mittelpunkt  hat,  und  deren 
Scheitel  in  den  Endpunkten  der  grossen  Acbse  2a  der  Bllipsesind, 
deren  imaginäre  Achse  aber  die  gleiche  absolute  Grösse  und  Lage 
hat,  wie  die  der  kleinern  Acbse  26  der  gegebenen  Ellipse,  die  also 
allgemein  unter  dem  Namen  einer  zugeordneten  Hyperbel  bekannt 
ist.  Weil  aber  aus  dem  Obigen  auch  folgt,  dass  der  elliptische  , 
Raum  CNnE  gleich  dem  eil.  R.  ßS$D\  so  haben  wir  den  aUge- 
meinen,  so  viel  mir  bekannt  ist^  noch  neuen  Satz: 

1.  Dass  wenn  man  aus  irgend  einem  Punkt  der 
Asymptoten  einer  Hyperbel,  welcher  innerhalb  derzuge- 
hörigen  Ellipse  liegt,  mit  den  Achsen  der  letztern  pa- 
rallele Sehnenzieht,  alsdann  diejenigen  .beiden  ellipti- 
schen Räume  einander  gleich  sind,  deren  einer  von  der 
kleinen  Achse,  der  ihr  parallelen  Sehne  und  den  beiden 
elliptischen  Bogen,  welche  zwischen  jenen  liegp^en,  he- 
gränzt  ist;  der  andere  aber  ist  von  der  grossen  Achse 
der  ihr  parallelen  Sehne  und  den  beiden  zwischen  die" 
sen  liegenden  elliptischen  Bogen. eingeschlossen. 

Mittelst  dieses  Satzes,  den  wir,  wie  besser  unten  gezeigt  wird, 
noch  weiter  ausdehnen*  können,  sind  wir  im  Stande,  die  Gleichheit 
einer  Menge  elliptischer  Räume  herzuleiten  und  deren  Flächen  seihst 
zu  bestimmen. 

Der  Kürze  wegen  wollen  wir  im  Allgemeinen  die  fernem  Be- 
stimmungen nur  auf  Theile  eines  einzigen  elliptischen  Quadranten, 
nämlich  von  ACFBA  beschränken,  und  zuerst  die  Vergleichpngen 


zwisclieD  den  «Nipttscben  PIScbfeDränmen  und  alsdann  erst  die  nä- 
here' BesdmmuDg  ihres  Inhalts  romehmen. 
Wir  haben  daher  nach  dem  obigen  Satz: 

ellipt.'  Raum  A€NL^:i^  elHpt  Runm  AKSB  ....    (5) 

Nehmen  Wir  von  jedem  dieser  Räume  das  Rechteck  AKPL  hin- 
weg, 80  bleiht!    / 

eil.  R.  KC1IP=A\.  R.  LP8B  • .  •  •    (6) 

*  *  •      - 

Ans  dem  gefundenen  allgemeinen  Satse  folnt  ferner^  wenn  man  F% 
parallel  AB^  und  FT  parallel  AC  zieht,  dass 


eil.  r:  ^GFr=ell.  R.  A^FB  . . . . 
mithin  ist  anch- 

eU.  R.  %CNFz=i  eil.  R.  TFSB  .... 


^ 


(?) 


(8> 


Beschreiben  wir  endlich  das  Rechteck  BRCeDgEi  um  die  gege- 
bene Rllipse  und  verlängern  TF  uqd  %F  bis  sie  die  Seiten  dessel- 
ben in   V  und   W  treffen^  so  folg(  aus  (7)  und  (5),  dass 

eil.  R.  LMFTzzz eil.  R.  K^S ....    (9) 

mithin  ist  anch 

elh  R.  GJi/F:ss  eil.  lt.  AFS (10) 

and 

eil.  R.  UJf VF =tU.  B.  FWHS  ....    (11> 

elLR.  CFilss eil.  R.  ÄJ^/t....    (12> 

AuB  (8)  folgt  abir  auch 

eil.  R.  AFNC=  eil.  R.  AF8B  ....    (1») 

•  * 

Nehmen  wir  femer  ausserhalb  der  Bllipse  BCDE  auf  einer  der 
Asymptoten,  z. ^.  auf  AFB,  einen  beliebigen  Punkt  F  und  zie- 
hen FJK'  parallel  mit  JB^  FL^  parallel  mit  AC^  so  folgt  aus 
(13),  dass>auch 

Raum  €KFF=,  Raum  BFFL' ....    (14) 

ist.  Da  wir  den  Punkt  /"  an  einem  ganz  beliebigen  Ort,  jedoch 
auf  einer  der  beiden  Asymptoten  liegend,  angenommen  haben,  so 
ergiebt  sich  aus.  No.  (14)  als  Ecweiterung  des  Satzes  I.  noch  fol- 
gender: ' 

II.  Wo  wir  auf  einer  der  Asym'ptoten  einer  Hyperbel 
einen  Punkt  annehmen  und  von  demselben  auf  die  ver- 
längerten Achsen  der  zugehörigen  Bllipse  Perpendikel 
fällen,. so  ist  der  Raum,  welch er^  zwischen  einem  solchen 
iperpendikel,  dem  ihm  nicht  pararielen  Acbsenstück,  das 
zVis^hen^^dem' Sckeitel  der  iSlIipse  und  dem  Fusspunkt 


.\ 


jeoea  Perpendikels  li^gt»  dem  Ajymptotc^Dttjicki  dft« 
zwischen  .dem  anfll;enoinnieneii  Punkt  und  ihrem  Dnrc)»« 
schnitt  mit  der  Ellipse  befindlich  ist,  nnd  endlich  «wi- 
schen dem  elliptischen  Bogen,  welcher  aswischen  diesem 
Durchschnitt  und  jene«  Scheitel  befindlicb  ist,  gleich 
dem  elliptischen  Raum,  der  von  den  analogen  Stücken 
auf  der  andern  Seite  der  Asymptote  beji^ränst  isi. 

Ziehen  wir  BC^  so  wird  diese  von  AR  in  X  bsAirC,  und  wir 
haben  AX^=  R^i^:^ B^±=^  CK,  und  wenn  wir  XF  parallel  mit 
AC,  ^/"/parallel  mit  i?^  ziehen,  so  ist  auch  AY=zßY,  AT 
=  IT,  OF  =  JF  ==  AF.  AUo  ist  A  ^OF  =  A  ^^F,  und 
^ACjt  =  ^ABX^  mithin  ist  auch,  wegen  No,.  13., 

eil.  R.  CJVFO  =  eil  R.  BSFI.,.,    (15) 
pnd 

eil.  R.  CJVFX  =  eil.  R.  BSFX  ....    (16) 

Diese  Verg^eichungen,  welche  alle  aus  dem  durch  die  Gleichung 
(5)  dargestellten  und  in  I.  durch  Worte  ausjg^edrückten  allgemeinen 
Satz  abgeleitet  sind ;  lassen  sich  noch  auf  vielfache  Art  vermehren. 
Wir  wollen  jedoch  schliesslich ,  um  nicht  allzu  weitläufig  zu  wer- 
den, einige  Inhalte  der  bereits  verglichenen  elliptischen  Räume  be- 
stimmen. 

Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  des  Punktes  F  mit  fy  •*',  näm- 
lich AT=f,  TF=:zu'y  so  finden  wir  leicht: 

Da  aber  nach  No,  (1) 

eil.  R.  ACFT=  ^l/a»  -^*  +  ^  Are  sin  -|, 


so  finden  wir  wegen  No.  (7): 


eil.  R.  A%FB  —  eil.  R.  ACFT=:  ^(n  +  2)  . . . .    (17) 


Aus  Np.  (1),  (6)  iind  (8)  fatgt: 
eil.  R.  KCJVP=  eil.  R.  £,PSB 

=  g|l/;F:r^  ~  9*H- i^  Are  «in  f . . . .  (18) 

Aas  (17)  nnd  (8)  ist  aber 

eil.  R.  %  CJVr=:  eil.  R:  TFSB  =  ^(jr  —  2)  ... .    (19) 

Aus  (1),  (17)  und  (9)  folgt: 
eil.  R.  LJfFT=tia.  R.  I[%FS 

=»:f(^  +  2)-gV/S?ir^.-^ArcHin-f ....    (20) 


/ 


Am  (18),  (^9>v  und  <1Ö)  fdlgt: 

*  .  *  .  ' 

eU.  R.  G3^F=s:ell.'B.  hF8 


=  f(»  -  2)  ^^y;?^-^^  -  a\/%\  -  ?  Are  «a  f  ....  (21) 

nnd  auch  .  ■       <  ' 

eU.  R.  7A«tf  sseil.  B.  CA^G^* 

=  *£jl/jrz:^_«l^}  +  ^Arc8iiif....    (22) 

Ferner  finden  wir  noch: 

eil.  R.  AFN1^-=^^:  R.  u^JW^f  =:  2^ . . . .    (23) 

eil.  R.  CFR^=9\\.  R.  BFRtsit^(k-<*v(S  ....    (24)     - 

eO.  R.  4JJVF0  =1*11  R.  i»*JP'/s=^(4-:»r)  ....    (25) 

Aas  (24)  und  (25)  folgrt  «licli,  dass  die  elliptischen  Räume  CNFO^ 
BJSFJ^  CUfFR,  B/SFR  einander  gleich  sind. 
Ferner  ist  auch 

eil.  R.  CFX  =  eli  fi.  BFX=^(n^%)  ....    (26) 

Ans  (19)  und  (26)  §;eht  auch  hervor,  däss  die  ellif tiMhett  Rdame 
CXFX,  BSFX,  %CAF,  j9i£FT,  ehenfalls  einander  gleich  sind. 

Setzen  wir  endlich  ÄL'  =  a^'  so  ist  FL'  =z — ,  und  wir 
finden  leicht,  dass 

eil.  R.  CFP'K' s=  eil.  R.  BFP'L'  =  ^{4a?^  —  a*«\ . .', .'  (27) 

Wir  würden  die  nämlichen  Resultate  wie  in  (13)  und  (^3)  er- 
halten hab'i^ii^  wenn  wir  die  Frage  gestellt  hätten : 

Wo  ist  der  Ort  des  Punktes  /*,  dass,  wenn  APIj  parallel  jiC 
gezogen  und  AP  his  zum  Durchschnitt .  mit  der  Ellipse  verlängert 
wird,  alsdann  der  Fiächenraum  ACNP  gleich  dem  elliptischen 
Sector  AF8B  wird? 

Denken  wir  uns,  um  die  Fig«r  nicht  mit  Linien  zu  iiherladen, 
es  ^ei  AFR  nicht  die  Asymptote  der  Hyperhel  (^B^^  und  setzen 
AL=zary  JVIj  =  y,  AT=:a?',  FT=p\  so  ist 

eil.  R.  ACJVP=  eil  R.  ACAL  —  ^APL 
und 

eil.  Scct  AFSB  =  M.  R.  B8FT+tkAFT, 

oder  da  a:  :  PL  =  ^' :  y'  und  PL  =  -^  =  — Ma*  —  ^r"  ist,  so 

, ''  X  ax 

haben  wir: 
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eii.B.  ^carp=gl/55zrii+f  Arc«n^-g\/;r=r^, 

dl.  Sect  AF8B  =  ^  Are  cos  ■—. 

Folglich  haben  wir  die  BediDguDgegleichnDg: 

^7?=^^^^V;?:=^^^'^\Sx^^^^  (28) 

Es  ist  aber 

Are  COB  ~  =  Are  sin  ,  .. 


SL  ^  A.-.  .;»  ^«V-^« 


mithin  wird  die  Gleiehong  (28)  zn 

^i^g*"-^"— 5--;7V^«*— ar^*+-5-}Arcsin^— ^Arcgjp  t*^**^^ 


2«'^   -      •*       Sät'"    "^      -^    ^2 

Setzen  wir  in  dieser  Gleichung  die  transcendenten  Grössen  einan- 
der gleich,  80  mnss  auch 

uAkf  worana  wir  > 

erhalten. 

Setzen  wir.  diesen  Werth  von  or'Jn  die  letzte  Gleichung,  so 
finden  wir,   dass   derselben  nnr  in  dem  Fall  genagt  wird,   wenn 

af=zrpf^  ist;  mithin  muss  der  Punkt  P  auf  F  fallen,  und  es  er- 
geben sich  wieder  die  GleicLungen  in  No.  (13)  und  (23), 
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IV. 

Entwiekdnnf  der  beiden  im  Liierarischen  Be- 
richte. No.  XYIIi.  S.  27S.  und  S.  279.  ange- 
fahrten Lehrsätze  des  Herrn  Clausen. 

■ 

Von 

Herim  A.  Göpel 

itt  Beriin. 


Man  erkeoDt  sehr  leicht  >  daas  diese  beiden  Tbeoreme  za  der 
Gattung  derjenigen  gelilSreny  welche  man  ans  der  Vergleichnng 
sweier  verschiedenen  Entwickelunffen  von  einer  nnd  derselben  Pnnc- 
tion  nach  Potenzen  ihrer  Variabein  als  Corollare  erhält.  So  kann 
man  z.  B.  die  Function  (l  +  or)**-^  erstens  nach  dem  binomischen 
Lehrsätze  entwickeln;  dies  giebt 


1  -H  («»  -H  i»)i^  -I-  («»  -H  «)«^* 


•  •  •  •« 


dann  kann  man  sie  aber  auch  in  das  Product  (1  +  ^)^(1  +  ^)" 
yerwandeln  und  jeden  Factor  entwickeln;  dies  giebt 

(1  +  iWi^  +  m^ap*  -I- . . . .)  (1  »f-  MiOP  -H  «,^*  ■+-....) 
oder 

Diese  Entwickelung  ist  der  obigen  gleich,  und  man  wird  also  auf 
die  Gleichheit  der  Coefficienten  der  gleichnamigen  Potenzen  von  a? 
schliessen  können  und  als  Corollar  den  bekannten  Satz  erhalten: 


•  •  • 


Es  kommt  nun  im  Falle  unserer  beiden  I^ehrsätze  nur  daranf  an, 
geirade  diejenige  Reihen«ntwickelnng  zn  finden,  ans  welcher  sie 
gefolgert  werden  können.    ' 

Der  erste  Lehrsatz  ist  folgender: 

^  „Alle  Combiuationen  von  ganzen  Zahlen,-  derta  Sumrn^  n  ist, 
„seien 


.96 

cx  •+■  et  ■+•  oT  ••-  • .  •  • 
/?  + /y -I- /f -f- '. , . . 

n.  «.  w; 


/  > 


,,der  gleichen  /},  /f ,  /T, . . . .  seiea  /»•/  f^',  fi>^, , . ,  •}  der  gleichen  i",  f', 
„/'y .  • .  •  Beien  y,  r',  i^, . . .  .jp  io  ist 


M) 


CK  •  CK  •»••••       Ai.A   !*'!•••• 
■  1  1 

1  1 

y  •  y  ••  y"  •  •  •  •  *  j'  i  »^ !  »^' !  •  •  •  • 

n.  B.  w«  :=  !• 


Zmi  Beispiel,  wenn  isrrs?»  so  hat  aua  unter  andem  dieCoa»- 
hinatiM  %  +  %+  1  +  1  +  1.  Hier  wäre  etwa  a  =tc  2,.a  as  3, 
a"  =:?  1,  a'"  =1,  o""  =  1.  unter  diefen  Zahlen  k^mmt  die 
2  Bweimal,  die  1  dreinal  w^ur;  es  wäre  daher  X=::2,  i'ss:.^;  und 
dieser  Zerlegung  entspräche  daher  in  der  an  heweiaenden  Gkicbluig 
das  Glied 


2.2'2!3r 

Um  nun  die'Richfji^keit  derselhen  darznthnn,  betrachte  ich  d'eti 
,  Ausdruck  (Jt)  als  Coemcienten  von  a^  oder  d?«"^«'-*«"^— •  und  habe 
daher  fiir  sein  «i:8tes  Glied  das  Product 

a^    a^'    a^'  1 


a' 


,,    •  •  •  • 


A*A«A      ••••• 


Ein  solches  Product  kommt  aber  offenbar  vor,  .wenn  ich  eiiaie 


Beihe  ans  laaCer  Gliedern  wie  — ,  d.  h.  die  Reihe 

CK  ' 


A«  mLb   — .      JLm    —      aj—    1— i« 

•  ^^  2    ^   g    /^  4 


4«  •  •■•- 


bilde,  welche  der  Kurze  wegen  mit  y  betieichiiet  eein  liHmrf  uiri 
wenn  ich  die^e  Reihe  eben  so  oft  «etaeab  die  Anzahl  der^bibkn 
a,  o^,  a'',  «...  anzeigt,  und  dann  sämmtliehe  Reihen  mit  eipMider 
multiplicire.  Ist  nämlich  p  die  AnaiUil  der  in  der  Cembiaation 
«  +  «'  +  «"  +  ««••  enthaltenen  Glieder  und  wird  die  Potenz  ^, 
d.  h*  das  Product 


1W 

/         _•      ^'     _I-   ^*     -1_  **       L  l 

1^-f— 2  **"  T  "*"  T "*"'•• -^ 

4>*  _i_  **   _i_  ^ 

X  n.  8.  w. 

/  •*^*    _4_  •''*    _J_  ^'^^  k  ' 

X  \ß^  T"  "2*  **"  ^  ***  "Jp  "f"  ...•)' 

eDfwickelt,  so  hat  man  jedes  Glied  der  ersten  Beihe  mit  jeden 
Gliede  der  aswei^en,  dritten  u.  s*  w.  bis  asur  letzten  zu  multiplieiren. , 

In  der  ersten  Reihe  kommt  aber  das  CHied  — •  in  der  itw^iten  das 
Glied  -^y  in  der  dritten  das  Glied  --tt  n.  s.  w.  vor;  es  wird  also  im 
Product  das  Glied  —  ^'^  •  "^  • «  •  •  ▼orkommeo.    InswiM^haD,  4« 

das  Glied  —  nicht  allein  in  der  ersten  •  sopdern  in  allen  übrigen 

0 


Reihen   vorkommt,   nnd   da  dasselbe   anch  von  den  Gliedern  —«-9 
-^, ....  gilt,  so  wird  im  Prodnct  auch  z.  B.  das  Glied 


*»* 


ar«'    ofi^    x^' 

"  •  • .  • 


vorkommen^  in  welchem  der  erste  Factor  von  der  ersten  Reihe»  der 
zweite  von   der  zweiten  •   n.  s.  W.   herrührt     Das  Glied   —  •  — r- 

CK  CT 

t—TT  •  •  • .  wird  also  im  Prodnct  so  oft  vorkommen,  als  man  ans  den 

«  .  • 

Elementen  a,  ex',  o"....  verschiedene  Permutationen  bilden  kann. 

Die  Anzahl  dieser  Klemente  ist  aber  p^  wären  sie  alle  von  einan- 
der verschieden,  so  wäre' die  Anzahl  Ihrer  Permntationen  gleich  p\ 
Nun  zerfallen  sie  aber  der  Vorattssetzuoff  zufolge  in  Grtippen,  wel- 
che zu  k,  zu  X\  u.  8.  w.  unter  sich  gleira  sind.  Daher  beschränkt 
sich  die  Anzahl  ihi^er  unter  sich  verschiedenen  Permntationen  be? 
kanntlich  auf 


iU'ir« 


JCtt      «ptt'      jppg** 

In  der  Bntwickelnng  von  $fP  erhält  das  Glied  —  '  '^  •  "5^ 
daher  diese  Zahl  zum  Coefficienten>  oder  ^  enthält  das 

d?»  p\ 

•  j    '** —  •  ii  v'fe'i — ; 

folglich  enthält  die  Entwickelnng  von  ^  das  Glied 

CK«a«tt    ••••N    Ailül  !•••• 
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Dasselbe  gilt  Datiirlich  ?oq  den  Gliedern 

ik    ^k    tt'     *     •  '«  f  l.'  I  «'^ ! " 

in  denen  die  Anzahl  der  Zahlen  /},  /^t  Z^»  •••;  ebenfalls  gleich  p 
ist;  und  somit  wird  .es  klar^  daits  der  Coeffioient  von  jc^  in  der 

Bntwickeinng  von  ^  ans  denjenigen  Gliedern  des  Ausdrucks  {A) 
bestehen  wird,  welche  solchen  Combinationen 

n.  s.  w. 


•  •  •  « 


.  » 


snr  Summe  n  entsj^echen,  in  denen  die  Ansah!  der  Elemente  er, 
a',  a"  (oder  /?,  /J*,  /r  ....  *  u.  s.  w.)  gleich  ;?  ist. 

Gehen  wir  nun  dem  p  sämmtlicbe  Werthe  von  1  bis  zum  Un- 
endlichen,  so  wird  in  der  Entwickelung  der  Summe 

IL   JL.VL   ^t.  JL.  {B\ 

"  r 

nach  Potenzen  von  or  der  Coefficient  von  x^  aus  sämmtlichen  Glie<- 
dern  des  Ausdrucks  (A)  bestehen,  weil  die  Combinationen 

'  '  .  1      •         ; 

a-l-o' •+•«"  + 

I  • 

,  I 

deneq  sie  entsprechen,  entweder  aus  einem,  oder  aus  zwei,  oder 
aus  mehreren  Elementen  bestehen  müssen.  Die  Summe  (B)  ist  also 
der  fragliche  Ausdruck,  auf  dessen  Auffinduug  es  ankam,  und  den 
man  jetzt  nur  noch  auf  eine  andere  Art  naä  Potenzen  von  x  zu 
entwickeln  hat,  um  sofort  den  Werth  des  Ausdrucks  (A)  durch 
Vergteichung  mit  dem  CoefGcienteo  von  a^  zu  erhalten«     . 

Eigentlich  könnte  man  die  Summe  (B)  bei  dem  Gliede  ^  ab- 

brechen,  weil  die  höheren  Glieder'.     ,  ...  u.  s.  w.  ohnehin  höhere 

Potenzen  von  x  als  die  «ite  enthalten  und  daher  auf  den  Coeffi^ 
cienten  von  od^  keinen  Einfluss  üben.  Indessen  könoen  diese  hö- 
heren Glieder  aus  demselben  Gmnde  auch  beibehalten  werden^  was 
um  so  zweckmässiger  ist,  da  die  Summe  (^B)  nur  dann  leicht  auf 
anderweitige  Art  nach  Potenzen .  von  a:  entwickelt  werden  kann, 
wenn  si^  nis  ins  Unendliche' fortgesetzt  wird.  Man  hat  nämlich 
bekanntlich 


— -+-  — «i«SLj.         — ^y— .1 


Nun  ist  aber 
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',   *"  Li_  ^'    .  '  >  rt       -.\ 


folglich 


1  — r  J? 

Der  Coefficient  von  ^r«,  welcher  dem  Ansdracke  (^)  gleich  sein 
muss»  iit  in  dieser  Entwickelung  aber  gleich  1.  Der  Lehrsatz  ist 
also  erwiesen.  Ein  dazu  gehöriges  Beispiel  ist-  sclion  an  der  oben 
aogeführten  Stelle  gegeben  worden,  und  ich  will  nur  noch  erwäh* 
nen,  dass  sieh  das  Wilsonsche  Theorem  aus  nnserm  Lehrsätze  wie- 
derum als  Corollar  ergiebt. 

Ist  nämlich  n  eine  Primzahl,  so  kann  der  Ausdruck  (^)  nujr 
zwei  Glieder  enthalten,  welche  den  Faetor  i»  im  Nenner  haben:  es 
sind  diejenigen  beiden,  welche  den  Combinationen 

•  I»  und  1-f-l-f-l  +  l-l-.... (»mal)  . 

entsprechen.  Denn  entweder  ist  eine  der  liMen  a,  o'....  gletth 
if,.  und  dies  kann  nur  bei  einer  einzigen  Combination  der  Fall  sein, 
weil  a  +  tt'  +  a''+  . . .'.  genau  gleich  n  sein  mass;  oder  eine- 4er 
Zahlen  X,  X',  X'\  ....  ist  gleich  li,  und  dies  kann  wieder  nur  bei 
einer  einzigen  Combination  stiattfinden ',  weil  X  +  X'  -f.  A''  -|-  . . . . 
mindestens. glmeh  der  Anzahl  der  Elem^e  o,  a-,  o^,..,  sein  muss, 
diese  aber  höchstens  gleich  n  sein  kann,  in  welchem  Falle  a=zd 
=  a''  =....=  1  ist.  Den  beiden  oben  angegebenen  Combinatio- 
nen  entsprechen  im  Ausdruck  (A)  die  Glieder  . 

und  sie  sind  daher  gleich  der  Einheit  weniger  den  öbcjjgen  Glie- 
dern, folglich  gleich  einem  Bruche,  der  keitieti  Fadtor  u  |m  Nenner 

J          1 
hat.    Aus  der  Summe 1 \  muss  daher  der  Factor  n  im  Nen- 

ner  verschwinden,  folglich  auch  aus  dem  Product  derselben  mit  der 

(«— l)!-i-l 
ganzen  Zahl  (n — 1)!,  d.  h.  aus  --^ .   Dieser  Ausdruck,  hat 

aber  keine  anderen  Factoren  als:  i»^ im  Nenner,  er  muss  also  eine 
ganze  Zahl  sein;  und  hierin  besteht  eben  das  Wilsonsche  Theorem. 

Der  zweite  der  angeführten  Lehrsätze  ist  folgender: 

„Die  Summe  d^r  Reihe 

1        »     ,    (if~l)(«-2)       (li  — 2)(n-3)(»—4) 

1."*^  2.3  2.J,4  "V 


.  •  •  • 


,,bis  ein  Glied  y erschwindet,  ist: 


«4-3*  «H-3'  ^»         «H-8*      »  «H-S' 
,Jenachdem  m  beziehungsweise  von  der  Form  ist: 

6r,  .6tf-|-X,  2,  3,  4,  5. 


/Hit  der  Analyie  des  Beweise»  will  ich  mich  itt  K&ne  wegen 
nicht  aufhalten. 

Wird  nun  die  linke  Seite  dadurch  entwickelt,  dass  in  die  P«Nrmel 

Äi(l  — y)=— y— ^  — ^  — .... 

y  der  Reihe  nach  gleich  4^  — ^*  und  jc  gesetzt  wird,  so  ergicbt 
sich 

4?  —  ^1  —  OP}  -t- 2  —  "*"  3 -!•.... 

or«— 1  —  (1  — a?)«-! 

*  ^^  ••—  1,  ' 

bei  diesem  Gliede  kann  man  abbrechen,  denn  die  folgenden  wurden 
doclii. keine  »ten  Potensen  ¥0n  of  mehr  erjialten.  Nun  ist  nachdem 
binomischen  Lehrsatze 

tt.  s,  w.   , 
1  —  (1  —  o:)*  =  2a? -»•  2,ar* 
1  —  (1  —  or)   =  1  •  or. 

Mnltipticirt  man  diese  Gleichungen  nach  einander  mit  ^^zii*  n^^ 
' '  T'  T'  ^^^  addiftf  dann  alles»  bo  hat  man 


*  •< 


ar»— 1  —  d:»-l(l^d?)»— 1       a:«— S— j:»»-a(l— ar)i»-2  ^         ,  a:— a:(l>— ^) 

if— I  J»— 2  1 

^^  »—2 

fw  — 8),  ..^„^  .    (n  — 3),  - 


u.  8.  w.  bis 


w&  ^^    •    •   •    • 


^•-1^* 


«» 


Der  Coef&cient  von  ^'*  ist  in  dieser  Bntwickelung  also 

1        (n  — 2)a     ,     (^  —  3),         (»  —  -1)4    , 


tl 


oder 


*         2      ^  ^;»  2.S.4  ^^ ^^' 

■ 

bis  ein  Glied  Null  ^ird. 

Wird  Quii  aiic&  ;die  r'ecbte  Seite  der  Clmkwig  {€)^  D&mlich 

/<•,        ,   oder  /if(l  +  ^') — /«(l — or*)  entwickelt,  so  entsprin- 
gen  aus  ^(1+^*)  lauter  Glieder  von  der  Form 

and  a«e  —^(1-—^*}  linier  Glieder  von  derPorm 


'\ 


Die  Potenz  ^c*  kann  daber  nur  dann  TOfkommeOi  wenn  n  entwe- 
der durch  3',  oder  durch  2,  oder  durch  beide  uigleich  theilbar  ist, 
also  wann  »eine  der  Formen  %p,  6r  +  2,  3,  4  JiM..  Der  Ausdruck 
(^  verschwindet  also,  wenn  m  eine  der  beiden, FornesL  6tf  +  lp  5 

Suchen  wir  nun   den  Coefficienten  von  a:^  für  ,die  ersteren 
Fälle.   \Venn  m  nur  durch  2  theilbar  ist  und  aUo  eine  der  Formen 

§p«4-2,.-d  kit,  sa  kommt  iat«  wr  unter  dea  Gltofern  —  vor  auf 

12 
sein  Coefficient  ist  —  oder.  — ,  da  jetzt  »=:2v  ist. 

Wenn  n  nur  durch  3  theilbar  ist  niid'alsö  dia  Foirm  €fr  +  3 

hat,  so  konimt  j;«  nat.uatea  dea  Qli^e^n  ( — l)A^i —  vor  und 

I  3  ^ 

aein  Coefficient  ist  (-^IJ^^^rr  oder  -— ,  da  jetist  m;^  ^  umd  ^ 

ungerade,  mithin  /(*  +  !  gerade  ist.  :  .;     -  t 

Wenn  schliesslich  n  sowohl  durch  2,  als  durch  3  theilbar  ist, 
und  also  die  Form  ig/  hat^  so  kopimt:  ai^  ^ow^hl  unter  den  Glie- 

denn  (-^ly+^—r-,  als  auch  unter  den  Gliedern  —  vor.    Dort  hut 

^  M  •    .  ^  . 

'■       -1         '  3  . 

es  den  Coefficienten  ( — l)/^i —  oder  — — ,  da  jetast  m=sZfA  und 

fk  gerade,  mithin  /i*  +  l  ungerade  ist$  hier  hat  es  den  Coefficienten 

12  "^ 

t—  oder  --,  da  I»  auch  :^2iß  ist.    Die  Summe  dieser  bei4ai|  Conffi». 

cienten.  i»t  aher.  gleich  --*  — . 

Fauen  wir  alles  VorBteheade  snaaaaeii,  so  ei^^ebt  sich,  date 
der  AaairnA'(D)  oder 

,      n-t    .   (»-.4)(«-5)      (n -»>(«- 6) (w-:)  . 

1 — ^+-___ :.    '  .  2.i.* — ■■*'•'"  . 

bis  ein  Glied  Null  wird^  gleich      ' 


ist,  jenaefaden  i»  eine  der  Formen  6r,  6r«t*l,  2,  S,  4^5  hat 
Wird  hier  n  +  Z  anstatt  m  gesetst,  so  ist  die  Snmme  der  Reihe 

,       («»-DO»-»)      (>»-g)»-»)(*-*)        ' 

«   ^  2.»  2. ».4  f.... 

gleich 

jenachdem  i»  +  3  die  Formen  6tf,  6er +  1,  2^  3,  4,  5,  d.  h.  jenach- 
dem  n  die  Formen  fifi-i-S,  4,  5,  0,  1,  2  bafc;  oder  jene  Summe  ißi 
gleich 

*  *       0    — -i-     0       ^ 


jenachdem  n  diie  Formen  6r  +  0,  l,  2,  3,  4,  5  hat,  welches  der  zu 
beweisende  Lehrsatz  ist        . 

Man  kann  aber  auch  diisse  lästige  Unterscheidung  der  Formen 
Ton  iri  vermeiden  und  einen  generellen  Summenausdrnck  für  (ZI) 

Snden,  wenn  man  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (C)  mit  Hülfe  des 
maginären  auf  eine  andere  Art  entwickelt.  Sind  nämlich  «  und  ß 
die  beiden  primitiren  Cubikwurzeln  der  Einheit,  so  ist  a  =  c6s  |7r 
j^4  sin  |3r,  ßsszcon  inr^i  sin  fsr,  o-|^^  =  — 1,  aß^=it^%wl 
man  hat 

r 

In  ^en  Ifntwickeinngen  dieser  drei  Glfeder  kommt  die  Potenz  sfi' 
heziehlich ,  mit  den  Coefficienten    ,  . 

«  •        .  .  -      ' '        • ) 

vor,  folglich  ist  der  Ausdruck  {D)  gleich 


(— l>»+i(aii-|./jii)-|.l 

■  ■  ■     !■'■       *«■■>■ , 

n 


Es  ht  aber 


«^  =  (cos  fTT  -H  f  sin  f;r)*  =  co«  -^n  -|- 1  sin  ~7r, 

2fi  2m 

ß^  =  (cos  |ir^ — •  sin  -f tt)«  =  cos  "V^  —  •  sin  -j-^> 

e^-+-/!F=:2cos.-r-Jr;  r 

daher  hat  man  (JD)  gleich 


.-  t     «  •  • 


SS 


(— l)»+i  2eos  ^w+'l 


n 


Wird  hier  wieder  «  +  3  statt  li  gesetzt,  so  ist  die  Snmme 

•'    ,:      n     :  (>^lK»^-^'3)    ■•  (n—i)(n-iy(n~k)  . 
*~T^     ,     2.8 ~     .  '      2.S.4 ' 


•  •  • 


l4.(—.l)n2€08-^ff 

3 


» 


woraus  wieder  die  obigen  sechs  verschiedenen  Werthe  hervorgehen, 
wenn  man  die  Formen  der  Zahl  n  in  Bezug  auf  den  Modulus  6 
unterscheiden  will. 

Zur  Uebung  für  Lernende  fuge  ich  noch  einige  ähnliche  Sätze 
hinzu: 


1)    1  -  ü,  +  (^  -  1).  -  (»  -  2),  + ....  =  (^  D» 


.     2»  + 1 

sm  — TT — ^ 


sin  in 


2)    (»  +  1),  — 2.ii,+3.(»-l), -4.(if  — 2)^  +  .... 


-        -.N 


.     2»  — 1 

=  (_l)«2.?tfi.co8  5^»r^{-l)»+iJ.'"'      ' 


3> 


m*fn  +  l.....fit-f-9i  —  1 


X  .  ti  .  •  •  •  #v 


4^1  • 


3  •    \        '        » -      sin  Jti 


+  «»,  . 


1.2....»  —  2     , 
«71  .«71  + 1  ....m-^^if  —  5    • 
1  •2...w9S  "•—  4 


4)  Auch  der  .im  4ten  Bande  No.  XVlh  zum  Beweise  vorgelegte 
Satz  gehört  hierher  : 

mn  =  «W«  .  «Wn  —  2  •  mn—l  .  «»n+l  +  2  .  «9n— 2  •  l^n+a  —  • . .  . 

und  man  wird  sich  leicht  überzeugen,  da'ss  m  weder  reell  noch 
imaginär,  geschweige  denn  eine  positive  ganze  Zahl  zu  sein  braucht^ 
wie  dort  angegeben  ist. 


TkeUTI. 


3 
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A4dffft  mäm  Dim  7)  timd  %)  niid  zMbt  «hvon  9^  md  10)  sb,  M  eN 
gi«bt  sieh'   ■       .-.  ■       -  '•; 

addirt  man  7)  und  9)  <and  ziebt  davon  8)  und  10)  ab,  so  hat  man 

12)  e  +  g=%ei 

addirt  man  8)  mid  9)  und  «iehl;  dair<»ii  7)  nod  10)  ab,  so  wird 

13)  /+i4s=i2«; 

oder  mit  andern  Worten: 

,,dle  Gruppen  by  f,  d\  g^  e^  c\  fi  a^  h  bilden  drei  aritboMitiflche 

,, Proportionen". 
Umgekehrt:  wenn,  dies  der  Fall  ist,  so  sind  die  Bedingungen  der 
Aufgabe  erfüllt,  d.  Ii.  wenn  die  Gleichungen  11),  12),  13)  stattfin- 
den, so  ergeben  sich  daraus  die  Gleichungen  7)  bis  10).  Denn 
addirt  man  11),  12),  13)  und  fugt  auf  beiden  Seiten  a^e  +  i 
hinzu,  so  hat  man 

9  =  3(a  +  ^  -|-  f) 

oder  die  GlekUnn^  10);    Addirt  man  11)  und  12)  und  fifgt  attf  bei- 
den Seiten  2«  hinzu,  so  hat  man 

2«  •H~Ä-|-c-+-rf-|-^=s2(a-«|- «•+•<)  ~ 

• 

oder  die  Gleichung  7)  u.  s.  f. 

Desshalb  ist  die  Aufgabe  foTgendermaassen  vollständig  gelöst;. 

,,Man  bilde  ans  den  gegebenen  Zahlen  auf  alle  mögliclien 

,, Arten  drei  Gruppen,   derep  jede  eine  arithmetische  Proportion 

,,sei;  und  setze 'jißde  dieser  Ternionen  von  Gruppeii  auf  alle  mög- 

, , liehen  Arten  der  Ternion  d,  i,  d\  gy  e^  c\  f^  a^  h  gleich." 


3. 

Wendet  man  dies  z.  B.  auf  die  Zahlenreihe  1  bis  9  an,  so  über- 
sieht man  auf  einen  Bitek,  dass  sich  aus  ihr  anf  die  vorgeschrie- 
bene Art  nur  folgende  Gruppen  bilden  lassen: 

a)    1,  2,  354,  5,  65  7,  8,  9 

i?)     1,  2,  3;  4,  6,  8;  5,  7,  9 

r)    1,  3,  5;  2,  4,  6;  7,  8,  9 

d)  ,1,  4^  7;  2,  5,  8;  3,  6,  9. 

Man  würde  also  unter  andern  (aus  8.)  folgende  Auflösungen  er- 
halten: 

^j  ^>  ^\  Ä»  ^*  «5/t  ^5  ^  ' 

2,  4,  «;  1,3,  557,  8|  9» 
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•kcr  auch 

-    *.  ».  tfi  gl  *.  Cf/,  a,  A 
2,4,  «5  1,  3.5;  9,  &,  7; 

I 

>  t 

woraus  die  beiden  Quadrate  entstehen: 

8,  2,  5  8,  2,  5 

6,  3,  7      .lud       6,  3,  9 
1,  9,  4  1,  7,  4. 


4.  \ 

■ 

Wenn  man  in  der  Aufgabe  (2)  noch  die  Bedingung  hinzufüfft, 
dass  ^j=t;,,  ^2==ef,,  ^,  =«;,  sein  soll,  so  dass  also  sammtliche 
Buchstaben  A|  bis  d^  gleiche  Wertbe  erhalten,  so  treten  zu  den 
Gleichungen  11),  12J^'13)  mir  noeh  die  Gleichungen  Ai  ss^v^y 
h^i^tf^'^  denn  aus  diesen  io|gen  sehr  leicht  die  obigen:  ^,  =tfyi 
A^:=^p^,  ^,  =f;,.     Es  muBS  also  sein: 


a 


bJ{-c  =  ö 


Af  a 


esnc^-^Z-^i 


oder 


c  —  e=:A  —  a^  a  — /^==  i  —  ä. 


Miäiin  erleidet  die  Auflösung  unter  (2)  die  Beschränkung,  dass 
,,die  Gruppen  by  if  /)f;  g^,  e,  e^f^a^A  nicht  nur  arithmetische 
„Proportionen    mit  einer   und   derselben   Differenz,  sondern 
„aucn  zugleich  fallende  oder  steigende  sein  müssen". 


5. 

Wendet  man  dies  auf  die  Zahlenreihe  1  bis  9  an,  so  erhält 
man.  die  Auflösung  jener  sogenannten  Rechnungsspielerei.  Es  er- 
hellt nämlich,  dass  von  den  unter  (3)  aufgeführten  Gruppen  die  /^) 
und  y)  ausser  Betrajchtung  fallen;  und  von  den  beiden  andern  giebt 
a)  z.  B.  folgende  i^uflösung: 

^1  «,  d\  g,  e,  c\  f,a,A 

1,  2,  3;  7,  8,  9;  4,  5,  6;         ' 

aber  auch 

^>  «'»  dy  gi  ^y  c\  fy  a,  A 

3,  2,  1;  9,  8,  75  6,  5,  4-, 

•         ■     . 

woraua  die  beiden  Auadfaitä  entsteliefi: 

»    Wh  9:  5^  8i  7 

'         3,  8,  4      und      1,  8,  f^ 

.■7,:a,  ^  .  /,         9,  4,"?},       '  '.•      • 
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* 
I 

iD  denen  sämmtliche  Reihen  mit  Ausnahme  der  (hier  so  ffensanlta) 
zweiten  Diagonalreike  gleiche  Summen,  nämlich  \s  oder  15,  gehen. 
Dass  von  den  so  zu  erzielenden  Auflösungen  manche,  wie  z.B.  die 
ebe'ta  angeführten,  als  identisch  zu  betrachten  sind,  ist  ein  Anderes 
und  üherdiess  augenfällig  genug. 


VI. 

lieber  einen  Satz  von  der  Convergenz  der 

Reihen. 

Aus  einer  Abhandlung  des  Herrn  Professor  C  J.  Malmsten 

zu  Upsala  in  den  Nov.  Act.  Reg.  Soc.  scientiarum  Upsaliensis. 

Vol.  XII.  Upsaliae.  MDCCCXLIV.  p.  255.  mitgetheUt 

von 

dem  Herausgeber. 


In  einer  „Note  sur  la  convergence  des  s^ries'*  über- 
schriebenen  sehr  lesenswerthen  Abhandlung,  welche  in  dem  so  eben 
erschienenen  neuesten  Bande  der  Schriften  der  Königlichen  Socie- 
tät  der  Wissenschaften  zu  Upsala  a.  a.  0.  abgedruckt  ist,  hut  Berr 
Professor  €.  J.  Malmsten  zu  Upsala  den  folgenden  hemerkens- 
werthen  Satz  von  der  Convergenz  der  Reihen  bewiesen : 

Soit  /(a?)  nne  fonction  de  of^  qui,  en'conserTftnt  }e 
memo  signe  pour  toutes  valeurs  tres-consid^r^bles  de^, 
va  toujours  en  dimiuuant  et  s'^vanoult  pour  07  =  00;  si 


lim  /(^-Hl)__| 
um.  — 77-T— ==1 


les  sdries 


Cos  a  ./(l)-f-Cos  2a .  /(2)+Cos3a  ./(3)+....-4-Cosiw»  ./(«i)+etc. 
Sin  a./(1)+Sin  2a./(2)-f^i^tt3ft./(3)^....HhSia«ft./(ii)*<H«te. 

sont  toujours  convergentes  pour  toutes  les  väleurs  dea, 
qui  ne  sont  pas  in^fininpent  pr^s  de  0,  23r,  Atv,  etc. 

Nachdem  Herr  Professor  Malmsten  diesen  Satz  mit  Hülfe  der 
Integralrechnung  gerechtfertigt  hatj  sagt- er  am  ScUnsse  seiner  Ab- 
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handlang:  A  präsent  nou»  alkias  doaiiar  pmir  c%  th^or^me  iiip^fi. 
tant  une  d^monstration  aussi  simple  qu'dl^mentaire ,  qui  pour  cela 
mljne  nous  semble  m^rit^r  up9  plac«  ajAns  les  Trait^A  i^l^entajres 
des  s^ries.  Diesen  elemental'en  Beweis'  werde  ich  im  Folgenden 
den  Lesern  des  Archivs  mit  des  Herrn  Verfassers  eigenen  Worten 
mittheilen. 

D^ignons  par  Sk  etS'k  les  sömmes  respectiveades  A  premiers 
termes  des  s^ries 

N 

Cos  a./{l)  +  Cos  2a. /{2)  +  Cos  3a  ./P)  -!-....+  Cos  na./(m)+  etc. 
Sin  «./(!)  -f-  Sip  2«./(2)  +  Sip  3a./(3} -!-,..•-+•  ßin  Ä«./(ii)-4-  etc. 

i  s'ensnit  que 


S„^'-Si  =  S  Cos (^ -!-«>. /(>&  +  0 

^'  '....    (1) 


Är,H^—  4^'*  =  2  Sin  (>&  +  i)a  ./(^  -H  i) 

Les  s^ries,  dont  il  s'agit^  soot  donc  convergentes  si  pour  les  va- 
teurs  infiniment  grandes  de  k 

s^approcbent  infiniment  de  z^o,  quelque  grand  soit  le  nombre  en- 
tier  jv,  p'^t  fi  dtr0^  si 

lim  {«U*  — Äf*j=0, 

A  cau90  des  formules  comines 

^  Sin(»-|-Ä)-Sin(«--Ä) 

Cos  iy=       —— ;jc^ — r '    i 

ß.                   Cos  (u-^6)  —  Cos(g  — ^) 
Sin  «z=~r  gSiTA ' 

on  ponra  mettre  les  formales  (1)  soas  cette  forme 


Sn+i  —Si=  _i— .  2f(k+i)  I Sin (^+t+J)a  -  Sin  (Ä+t-^)« |, 

2Sin  I-  '-i 


2Sin  |-  *=» 
d^oü,  en  nt  räppelant  que  i        ' 

Si]i(j&+  i+i)a=  Sin  (^+  ^+1)«  •  Cos  |—  Cos(iH-«-+^l)a .  Sin  |-r 


I 
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OB  tronven  par  ane  is^parafciMi  nonTello 

,  •  •  •  •  • 

Sf^  —  Äit  =  iCotang  |- .  ^\k+i\  j  Sin  (Xr+H-l)«  —  Sin  (>&4-«)a) 


— i2yr;&4-«)  {Cos  (>&+«+ 1)« — Cos  (>&+#>!  ^ 

:        -^  >5/(;&+«)i  Sin  (;&+«+!)»-- Sin  (;t-f-«>i, 
c'est  a  dire 

% 

Sn^  ^8k=      iCotang  f  .  A  —  iA' 

■  ....  (4) 

iSr„^  -  ^^  =  _  iCotang  j  .  A'  -'iA 
en  supposant  poup  abr^ger  les  expresaions 


A  =  2/{Jb  +  i)  \S\n  (Jb  +  i+  1)«  —  Sin  (>fe  +  «>}, 


•    «      * 


A'  =  ^/(>&  +  »)  iCos  (>t  +  «+l)a  —  Cos(Xr+ji)a}. 
Mais  les  quantitds  A  ^^  A'  peuyent  aussi  Stre  mises  sous  cette  forme 


A  =-^  l^±^Sin(^4-fH-l)a./(*+i+l)-Sin(*+f)a./(*+f)j. 


^'  =  T}  jJ^t:2_Co8(>&+*+l)a  ./lCA+-»+l)— Co8(iH-t>  .Ä^O  I . 
d'oüy  etant  ^  =  oo  et  dans  ce  cas 

/(^-l-t-hl)  — '' 


OB  aura  immddiatement 


«==1  .  ^ 


A'  =  5  {Cos(>fe+#+l)a,/(>&+f+l)  — Cos(^+«>./l(>&+<)|, 


'est  a  dire.  •>         . 

A  *=  Sin  (>&+M+l)a  ./(^+«+l)  —  Sin  (>&+l)a./(>fe-|-l), 
A' = Cos  (>&  +  M+ l)a  ./(^ +i»-4^  1) -^  Cos  (>&+i)a  ./(>^  4«  1). 


,     •      .      '  .      41 ' 

Cela  ^nt,  si  /(ä?)  s'^vaAouit  ponr  les  valeurs  infioimeiit  grandes 
de  opy  il  s'ensuit  ^idemment,  qne 

A=o  et  A'=o,  !  ■ 

*  et  partant,  en  verta  des  formales.  (2),  ., 

ponr  toutes  les  valenrs  de  a,  qni  ne  s'approcheDt  infiniment  de  0, 
ziVf  43f  etc.  , 

C.  Q.  F.  IJi. 


VII. 

Note  sur  Tlnt^grale  finie  %e^y. 

Par 

Monsieur  C.  J.  Malmst^n^ 

Professeur  des  Mathematiques  ä  TUniversite  d'Upsala.'  '• 

(Aus  den  NoTis' Actis  Regiae  Societatis  , scientiarum  Upsaliensis.    Vol.  XII. 
üpsaliae.   1844.   mitgetheilt  vom  Herausgeber.) 


Etant  y  une  fonction  entiere  de  o;,  on  sait  .bien,  qüe  Pintä- 
grale  finie 

pent  toujours  se  trouver  sous  la  forme  finie  par  la  fpirmule  connue 


^^^^^^F  ^^^^^WC  ^^^^^^^ 

+  etc (t) 

oii  les  coßfficieifs  sont  d^ermin^  par  les  ^quations  *)        ^ 


*)    Voyes  Lacroix  Traiti^  des  D^ffer.  et  fles  Series.    Paris.    1800. 

^pSg«  109«  •".•:.• 


I 

\ 


a  4 
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etc.  ,  .  . 

/  • 

Le  toot  coDsiste  k  tronyer  une  expression  g^Dörale  pour  calculer 
Tun  qaelconqne .  de  ces  cot^fSciens  ind^pendamment  des  autres.  En 
effet  une  teile  expression  est  jdcjä  trouv^e  par  Eytelwein*);  mais, 
qne  je  sache,  personne  n*a  observ^  Id  relation  intime  de  cea  coeffi- 
ciens  auz  d^y^es  snccessives  de  la  fonction 


äA— V 


C'est  cette  relation  que  je  vais  faire  connattre  dans  la  note  pr^« 
sente,  et  qui»  je  crois,  doit  Urt  d'aittant  plus  importante,  quelle 
nons  fonrnit  un  moyen  aise  de  d^montrer  rigoureusement  la  for- 
mule  sjUiboUqoe 


*  —  1 


y  dtant  une  fonction  enti^e  de  ^. 


Soit  y  une  fonction  enti^re  de  a:  de  «vieme  d^grd,  et  jiubsti- 
tnons  dans  (1) 

(^*-l)^„  (^-^l)^,/(^-l)^„  (^^IM4,  etc. 

au  Heu  de 

jiy  By  C,  JD,  etc.; 

la  formule  (1)  pourra  6tre  pr^sent^e  sous  cette  forme 


on 

.       .  •  j  •     '.li 


*)  Grundlehren  der  hohem  Anal^is  Ton  J.  A.  Ey telwoip«  9*  Bd.  $•  578. 


Mais  pftf  1a  formole  connue  • 

on  anra 

d'oii)  en  sobstituant  pour  /^|f 

on  conclara 


et,  en  posant  ^0  au  lieu  de  ^r, 

Snbstituons  a  präsent  cette  valcur  de  e^$^''>  daus  (2);  en  se  rappe- 
lant  qn6 

^^44)^0  pour  •  +  ^>«» 

on  anra 

on,  si  Ton  pose  dans  la  derniire  aomme  $  an  lien  de  #-f-^, 

P 

On  en  conclara  trts  facfleinentj  pour  la  «twnüoation  des  eoSffi- 
cien»  ji: 

et  g^n^alement 


0  =  ^»(«*-l)  +  «*'«     "*""* 


JOB 


A4 


on  eofiD 


•I     t   •  'i 


Ak 


En  mettant  m  —  1  a  la  place  de  «v,  on  aura 


ikan— 1 


Amr^X  =  e*     iSr 


Ak 


d'oii,  en  difii^entiant  par  rapport  \  hy,. 


I'    I 


dA 


dh 


^     V  •       •  •  - 


....    (5) 


Mnltiplions  a  präsent  la  fomule  (4)  par  m,  et  en  retranchons  (5); 
noufi  aurons  r^quation  .  ,;  • 


t-  .<.  I. . 


I  •  1 


dh  it=i  r(»t-+-l— >t) 


qui»  t>oür  ^tre  satisfaite,  exige  ^videmment  quie 


U       r-       ».'.      I,-   '■ 


«.  •     ■  1 


r  ^tant  un  nombre  entier.  En  posant  ici  successive  t  — 1,  t  —  2, 
♦t"5»  etc.  an  Heu  de  «,  il  en  r^sijiltera 


.  *  •     •    • 
c'est  a  dire,  en  vertu  de  (3), 


diA. 


r(i^l)\dhi: 


■'    I 


Ai^ 


:.  flft'   ■■     ji     '     •  •  •  •     (0.) 


rcTiM)  •  «'—Sr^ 


Voila  P^quation  tr^s  simple,  qni  fait  dependrifr  la  d^termination 
coefSciens  A  de  Texpression  g^n^rale  des  d^riv^es  de.  la  foncti 


des 
nction 


Ä*— r 


ii.^; 


i^    Quant  a  la  valenr  de 


flf«] 


.(• 


dk^ 


eile  pourra  se  trouver  ioim^diatement  par  nne  formale  qoe  noos 
avoDS  autrefois  demontr^e  *^),  savoir 


I      r 


(r,*) 


Zr  =  (-1)T  ..^.(-1)Ä-1  a   Zo^ 


Ä=l 


^tant 


•  '►     I 

* 


dr 


V^X 


•  ^fl«  SSS  *■**' '1  ■  *■    ■«  ■     »i-'i       \.  ^  -    • 


(r,*) 


Ä?-r*l 


a=^^— —  .(iC^— 1) 


^1  A:-2 


<    ■  I  'I 


\ic—%y^ 


Ä?-l  *-2  *-S 


1    -^^^    S 


(^-.3)'-+etc, 


Ed  faisant  ici 


i»  =  Al/'— 1,   y=z=  — 1,   r  =  «5 


nous  aurons 


^ 


^Äl-l 


a 


dhji 


r 


*)  Th«oremtta  Nora  de  Integr.  Defio,  etc.    Upaaiiae.    \WL    Cfr.  ArcAuY 
der  Mathematik  und  Physik  tod  Grunert.    IIL  Th.  p.  44» 


»       I 


/     » 


a 


VIII. 

lieber  das  re^;id&re  Siebzehneck. 

Nach  einem  Aufsätze  .des  Berrn  B.  Amiot,   ProfesseUr  an 

CoUöge  Saint- Louis,  in  4en  Nouvelles  Annales  de  Math^ma- 

tiques.     Journal   des  candidats  aux  Cooles  polytechnigue  et 

normale,  Hiig€  par  Terquem  et  Gerono.    T.  III.    Paris. 

IB44.  p.  271.  frei  bearbeitet 

von 
dem  Heransgeber. 


Wenn  anch  die  folgeiMk,  auf  die  Aufiösmig  'W>d  fünf  quadrati- 
schen Gleichnngeu  rel^rachte  Berechnung  «k«  regulären  Siebzehn- 
ecks  im  Rreise  nicht  eben  viel  Neues  enthält,  s6  scheint  dieselbe 
doch  denhalb  zu  Teidicnen ,  allgeiaeia  bekannt  und  beiV  Untor- 
rvchte  benutzt  «u  werden,  weil  sie  bloss  die  «Aeineotanteii  Sstsa 
der  ebenen  Geometrie  in  Anspruch  nimmt. 

Wenn  in  Taf.  I.  Fig.  3.  der  um  den  Mittelpunkt  O  mit  einem  dor 
Einheit  bleichen  Halbmesser  beschriebene  Kreis  von  dem^  Punkte  Jf 
v$m  tu  alebzekn  glekhe  TheHe  eing«theiit  ist,  und  die  ftogsa 


respectiye 


j^B,  JtC,  AD,  JE 

-1    A    i.    A 
17'    17'    17*    17 


der  ganzen  Peripherie  betragen ;  so .  ist  nach  dem  pythagoräischen 
Lehrsatze,  wie  auf  der  Stelle  erhellen  wird: 

1  =:  \JC^  -I-  (1  —  X/jB^'-'^AC^y, 
1  =  ^AD^  +  (1  —  VAC^^\AD*)\ 
1  =  \JE»  -H  (1  —  V^D^  —  ^AE*)*, 
1  =  \AB*-\-  (1  —  VAE*—\AB*y ; 

« 

woraus  man,  wenn  man  die  Quadrate-  auf  der  rechten  Seite  der 
CrleichJheitazeichen  gehörig  entwickelt,  leicht  erhält: 


Man  gelangt  zu.  diesen  GleicIruDff^  Uneb  unmittelbar,  wenn  man 
sich  von  den  Punkten  -ß^  C^  D^  El  auf  den  Durchmesser  AA^^  Per* 
pendlkel  gefälft  denkt,  weil  man  dann  naelr  einem  bekannten  geo- 
metrisdiett  Satte  die  folgenden  Proportionen  hat: 

%vAB^AB^V  AB*  -^\AC'*, 

iiACzssAa.i/AC^—^AD*, 

^iABi:izADi\/A3*^\AE*, 

2 :  AE:=:  AB :  V  AE^  ~  \AB*. 
Macht  man  die  obigen  Gleichungen  rational,  so  erhält  man: 

f 

AB^-^lkAB*  =  —  A€>, 

-    AC^—ikAC*=:-^AD*y 

AD*--'  AAB*  =  ^  AB*, 

A&^AAE^i^'^AB*; 

nod  hieraus  ergiebt^sich  weiter: 

AB*  =2d=L\/ir^r3a'^, 

AC*=2d:iV^'^AB*, 
AD*  :=z%dkiV  A^  AB*, 

AB*s=i1t±:yA^AB*;    . 

wo  sich  nun  fragt,  wie  ^tie  l^eichen  zu  nehmen  sind,  was  leieht 
anf  folgende  Art  entschieden  werden  kann.  ^ 
Weil  nämlich 


r 
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und  das  Quadrat  der  Sehne  des  Tieicten  Theils  der  Peripherie  3» 
das  Quadrat  des  Durchmessers  oder  der  Sehne  der  halhen  Periphe- 
rie 4  ist;,  so  ist  offenbar 

o<^i>»<V 

2<^^»<4; 

und  man  muss  also  in  den  drei  ersten  der  vier  obigen  Gleichsiigen 
das  untere,  in  der  vierten  Gleichung  das  obere,  Aeichen  nehmen, 
d.  h.  man  muss 

^Ä*=2  — \/4  — ^C», 

^C»  =  2  —  V^r^lfS», 

AD^  =  2  —  V/4  -^A&y 

AJ^=:2  +  [/A--AB^ 
oder 

4  — ^i?»=2  +  l/4-^u4C% 

4 — ^c» = 2  4- i/r=rzö% 

4  —  ^/^»  ==2  + 1/4  — 4^, 

4--u4£^=:2--l/4  — ^Ä« 

setzen.  .... 

Bezeichnen  wir  nun  die  vier  Sehnen 

J,'B,  A^C,  A^D,  A^B 

durch  «,  r,  f^,  or;  so  ist  offenbar  nach  dem  pjthagoräischeii  Lehr- 
satze 

a:  =zy  *  —  AJS* ; 

und  wir  ^  haben  daher  nach  dorn  Obigen  die  vier  folgenden  Glei* 
chungen: 

.r»  =:2  +  «F, 
1)     . 

'«fS=2  +  ^, 

«?»  =  2  — «. 
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Zieht  man  die  dritte  Gleicliung  von  der  ersten,  nbd  die  vierte 
Gleichung  von  der  zweiten  ab,  so  erhält  man: 


p9  Of* 


also,  wenn  man  mnltipliGirt  und  ^ann  aufhebt,  was  sich  aufheben 
lässt: 


oder 


2)    (fi  — f«r){i;  +  ^)  =  l 


3)    •r«^— w-hii^  — K^iir=?=l. 


Zieht  man  die  zweite  Gleichung  von  der  ersten,  die  dritte  Glei- 
chung von  der  zweiten,  die  vierte  Gleichung  von' der  dritten,  und 
die  erste  Gleichung  von  der  vierten  ab,  so  erhält -man: 


ü»  —  «f»  =  ff  —  «>i 
r'  — 1«>*  =  «^  —  a:, 

a:*  —  «•  =  —  (»  +  r); 

also,  wenn  man  multiplicirt  und  aufhebt,  was  sich  aufheben  lässt: 

4)*  iii*^i/)(v+w){ufr^a){a?**^m)ss'^l- 
oder 

5)    («w  —  vjC'^aof  —  vw)  {uw  —  vjP'^uv  —  wjc):=z\,  .♦ 

Man  setze  nun 

Y  =      va:  —  uwy 
2^  =  —  uvwof. 

Quadrirt  man  die  erste  dieser  drei  Gleichungen,  so  erhält  man: 


j> 


JIC»=     «• 


w 


ac' 


also,  weil  nach  1) 


.3 


W^ 


Är»  =  X-4.8 


ist,  und  wegen  der  Gleichung  3)  und  der  zweiten^ der  Gleichun- 
gen 6):  - 

7)    X»  — X  — 2y=6. 

Die  Gleichung  5)  kann  man  auf  folgende  Art  darstellen: 

( y —  uas  4-  vfo)  (  r  —  «V  4-  wx)  =  1 , 

TheU  VI.  4 


alao,  vmn  man  molÜpUcirt: 

d.  i.  nach  3) 

Nach  1)  ist  aher,  wie  man  leicht  findet: 

-f-  2( —  «  +  r  +  f04-ar)  +  ^va:  —  mw), 
=  — H-2X  +  4r, 

und  folglich  nach  dem  Ohigen 

8)     r»-h3y+2X  =  2, 

Quadrirt  man  die  sweite  der  Crleichnngen  6),  so  erhitt  man: 

Y*  =  u*w*  -h  tf*a:*  —  ^uvufj?^ 
d.  i.  _ 

r»  =  fi'fp»  +  r»a?*  +  2Z. 

Nach  1)  ist  aher,  wi«  man.  leicht  findet: 

w'«^*-|-t;*^»  =  8  +  2( — u  +  n  +  f0  +  a) 

d.  i,      ♦ 

«»«r»  4-  V^Of^  =!^^8  -^  2X  rf-  F,. 

und  folglich  nadh  dem  Ohigen 

y»  =  8  +  2X+y4-2Z. 

Weil  nun  aher  nach  8) 

y»=52— 2X-.3y 

ist,  so  erhält  man  die  Gleichung 

9)    2(X+y)+Z=-3. 

Zi^sch^^n  den  Grössen  X,  Y,  Z  hat  man  daher  jetzt  die  drei 
folgenden  Gleitjiungen : 


oder 


öl 

10)     |y«  +  3F-f-2Jt=2, 
2(X-4-y)H-Z=:  — 3; 

,X(X-l)=i=2(r-+-3). 

11)  jr(yH-3)i=-«(X-i), 

fZ  =  -3-2(X-|.y). 

MaltipHcirt  maD  die  beiden  ersten  Gleiehuog^en  in  einander,  so  er* 
hält  man  die  Gleichung 

12)    (XF+4)(X  — l)(F+3)  =  0, 
welche  für 

XY—^A,  j:  =  i,  F=-.3 

erfüllt  ist.  Für  X  =  1  folgt  aus  der  ersten  upd  dritten  der  Glei^ 
chuDgen  11)  sogleich  r= -- 3  und  Z  =  1.  Für  r=  —  3  folgt 
ans  der  zweiten  und  dritten  derselben  Gleichungen  X  =  1  und 
Z  =  1.  In  beiden  Fällen  wäre  folglich  Z  positiv,  was  ungereimt 
ist,  da  nach  dem  Obigen  Z  =  —  Uvtoac  nothwendig  eine  negative 
Grösse  sein  muss.    Also  kann  nur 

13)   xr=  — 4 

sein.  Eliminirt  man  aus  dieser  Gleichung  und  aus  der  ersten  der 
Gleichungen  10)  die  Grösse  Y^  so  erhält  man  die  Gleichung 

14)    X»  — X»  — 6X  +  8s=0, 

i|nd  w^nn  man  aus  der  Gleichuuff  13)  und  der  zweiten  der  Glei- 
chungen 10)  die  Grösse  X  eliminirt|  so  erhält  man  die  Gleichung 

15)     F»-4-3y»— 2F— 8  =  0. 

Eine  Wurzel  der  Gleichung  14)  ist  2,  und  eine  Wurzel  der  Glei- 
chung 15)  ist  —  2.  Dividirt  man  also  die  Functionen  dieser  beiden 
Gleichungen  respective  durch  X  —  2  und  y  +  2,  so  erhält  man 
die  beiden  folgenden  Gleichungen: 

16)    (X-"2)(X*+ X-4)  =  0 
und 

17)  (r-i-2)(y»+ y-4)  =  o. 

Die  Gleichung  16)  ist  für  X  =  2,  und  die  Gleichung.17)  ist  für 
y=  —  %  erfüllt,  welchem  letzteren  Wertbe  wegen  der  Gleichung 
13)  wieder  der  Werth  X  sc  2  entspricht. '  Nun  ist  aber  offenbar 

.  fi < 2,  V >  V/2,  f/^>  1/2, 

also 

-  ii-i-e -4- «^>  2(V/2  ^  1), 

4* 


^  / 
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.d.  i. 
und  folglich  uro  so  mehr 

d.  i.  X  ^  2.  Also  kann  nuch  dem  Obigen  wedor  X==2,  noch 
y=*r-2  sein,  und  nach  16)  und  17)  haben  wir  daher  die  beiden 
folgenden  Gleichungen : 

18)     X>  +  X  —  4  =  0 
und 

19)    r*4-y— 4  =  0. 

Auch  «rhellet  aus  dem  Vorhergehenden  zugleich,  dass  X  positiv, 
folglich  wegen  der  Gleichung  13)  die  Grösse  Y  negativ  ist,  und 
aus  den  Gleichungen  18)  und  19)  ergieht  sich,  daber  jetzt,  dass  X 
und  y  respectivc  die  positive  und  negative  Wurzel  einer  und  der- 
selben quadratischen  Gleichung,  welche  wir  überhaupt  durch 

20)     t^»-i-^-^4  =  0 

bezeichnen  wollen,  sind.    Mittelst  der  dritten  der  Gleichungen  11) 
findet  man  leicht  Z:^=  —  1. 
Setzen  wir  nun 


»1 

MMH 

w  — 

«, 

»l. 

= 

vr\- 

AT, 

w^ 

._  •— 

uw^ 

21) 

as^  =      vx^ 
so  haben  wir  nach  dem  Obigen,  die  folgenden  Gleichungen  : 

|f#i  -i-  Vj  =  X, 

Nehmen  wir  hierzu  noch  die  Gleichung  2)  und  beachten,  dass 
Z  =  —  1  ist,  so  erhalten  wir  die  beiden  folgenden  Systeme  von 
Gleichungen : 

23)    «, -f- V|  =  X,  «,e^,  z= — 1 
und 

24)    «>,  H- o?!  =  y,  w^o?!  =  —  1. 

Aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  ergiebt  «ich: 

f#,»— Xff,  —  1=^0, 

t;,«  — X*,  -^IäO; 
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uod  aus  d«n  beiden  letzten- GleicIiuDgeii  folgt: 

^,»— r^r,  — 1=0. 

Weil  nuD  c^,  =  e^  +  or  offenbar  positiv,  wegen  der  Gleichung 
v^Vi  =  —  1  also  f#|  negativ  ist,  so  sind  «^,  und  v^  respective  dia 
negative  uod  positive  Wurzel  der  Gleichung 

25)  l/^^^  XU, --1=0. 

Weil  jr,  =3«r^  offenbar  positiv,  wegen  der  Gleichung  uf^afj  s=  —  1 
also  u?j  negativ  ist,  so  sind  te^,  und  or,  respective  die  negative  und 
potittve  Wurzel  der  Gleichung 

26)  ^7,»- ri7,  ^1=0. 

Nach  21)  haben  wir  die  beiden  fönenden  Systeme  von  Gleichungen: 

27)  §0  —  nz^zuif  uw  =  —  90 1 
und 

28)  v  +  a:  =  Vi^  va:  =  a:t» 

Aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  ergiebt  sich 

und  uns  den  beiden  letzten  Gleichungen  folgt: 

V*  — r,«;  +0;^  =0, 

a:* — t^iÄr  +  ar^=0.  * 

Weil  tCi  negativ  ist,  so  haben  die  Wurzeln  der  Gleichung 

29)  17,»  — «,  ^,H-«F,  =0 

entgeff engesetzte  Torzeicben,  und  .es  erbellet  ans  dem  Obigen  leicht, 
dass  die  negative  und  positive  Wurzel  dieser  Gleichung  respective 
die  Grössen  — ff  und  w  liefern.  Weil  ferner  ar,  positiv  ist,  so  ha- 
ben die  Wurxeln  der  Gleichung 

30)  U^^^v,U^  +  a;,z=i\ 

gleiche  ?orzeicben,  nnd  sind,  weil  auch  v^  positiv  ist,  beide  posi- 
tiv. Weil  nun  offenbar  v>  x  ist,  so  erhellet  aus  dem  Obigen, 
dass  die  grössere  und  kleinere  de^  beiden  positiven  Wurzeln  der 
vorhergehenden  Gleichung  respective  die  beiden  Grossen  v  und  oß 
liefern. 

Nach  dem  Vorhergehenden  reducirt  sich  also  die  Berechnung 
des  regulären  Siebzebnecks  im  Kreise  auf  die  Auflösung  der  fÜDi 
folgenaen  quadratischen  Gleichungen: 
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^,»  — Xr,— 1  =  0, 
31)     (^,«— T£7,  —  1  =  0, 
r,»— ti,«7,+«»,  =0, 

Die  positive  und  negative  Wnrzel  der  ersten  Gleich ang  liefern  re- 
spective  X  und  Y.  Die  negative  und  positive  Wurzel  der  zweiten 
Gleichung  liefern  f#,  und  &,.  Die  negative  upd  positive  Wurzel 
der  dritten  Gleichung  Hefern  Wg  und  oFi,  Die  negative  und  posi. 
tive  Wurzel  der  vierten  Gleichung  liefern  — ^  und  w.  Die  grössere 
in4  kleinere  der  beiden  positiven  Wsneln  der  fünften  Gleichung 
liefern  v  und  a:*  ^ 

Die  Grösse  a:  ist  die  Seite  des  regulurea  Vierunddreissige^ki« 
Die  Seite  des  regulären  Sieb^ehnecks  ist 

,   ^i»  =  l/4  — «2_V/(2  — «i)(2  +  f#). 

Durch  dief  wirkliche  Auflösung  der  obigen  quadratischen  Gleichun- 
gen erhält  man  nach  Herrn  Amiot: 

X=i(j/17-1),  r=-i(\/17  +  l)} 

,    •».  =  iJ\/17-l-\/(34-2\/n)t, 
V,  =  11 1/17  - 1  + 1/(34  -  2»/17)i  5 

«.,  =  -  ilV/17 -f- 1 -+.  l/(34  +  2V/l7)!, 
^.  =-itl/17  +  l  -  \/(34  +  2\/17)j., 

V/17— 1— V/(34-2l/17) 

\/I68+l  4V/17-^(170-tev/17)+16V/(34— 2V/n)l  i 

\/17— 1—1/(34— 2V/(  17)  ) 

*  I  +V/f68-i-14v/l7-4\/(170—26t/n)-hl«l/(3*— 2^/17)]  j  * 

^  l     \/17-l-hl/(34-2V/17)  1 

^  1  -i-V/[684-14  V/17^-4^/(170-2^/^7>-Wl/(34+3^/17)l  i ' 

1/17- 1-+-\/^34— av/17) 
-  V/I68-H4\/17+4\/(170— 2*|/17>-l«l/(a4+.2i/17fl 


— «fi 


I. 


an 


Um  aus  den  Gleichungen  31)  eine  Construction  des  regulären 
Sieb^ebi^ecks  abzuleiten»  wollen  wir  dieselben,  indeia  wie»  den 
Balbmess^x  immer  der  Einheit  gleich  anäehmend, 

1 ,  (—  M>i)  =;  »I*,  1 ,  oTj  =1^  I»*,   , 
d.  i. 


1: 

tn 

— 

m.1  — 

f^i, 

1: 

n 

= 

M  : 

1 

^1 

\ 

setseD,  snent  auf  die  folgfende  Fora  briBgoi: 

In  Taf.  I.  Fig.  4.  nehmen  wir  nun  zuerst 

so  ist  nach  einem  bekannten  geometrischen  Satze 


also 


oder 


Daher  ist  nach  dem  Ohigen  , 

Nun  nehme  man 

so  ist  nach  demselben  Satze  wie  vorher 


also 


und 


oder 


und 


A,U^.ji^D'jr=zl  und  A^Ü^.A^iJ\  =  \, 

A^ü^  .  (^,  17, -H  X)  =a  1, 
A^  0\  .(A,V\  —  X)=sl 

A,U,.{A,U,-^Y)^l, 
A,ü\.{A,0\-  r)  =  i 

(-^,r,).j(-^.£7,)-x}  =  i, 

(+^,  W,).  K-4-  A,  D\)  -  XI  =  1 

(-^.r,).|(-^.<7.)-y)  =  i, 

ir^A,  V\) .  j(+  ^.  V',)  ~  n  =  .1. 
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Also  iit  nach  dem  Obigen- 

und 

Nun  coQStraire.  man,  wie  aus  der  Figur  ohne  weitere  Erläuterung 
mit  hinreichender  Deutlichkeit  ersichtlich  ist,  die  Grössen 


und  nehme 


so  ist 


also 


A,V,  .M.£r,H-«J=5«», 


oder 


und  folglich  nach  dem  Obigen 
Endlich  nehme  man 

und  mache  die  Construction  weiter  wie  die>  Figur  i^eigt,  so  ist  of- 
fenbar 


also 


A,{/^  .{v.^A.l/,):^^, 
A,U\.{v,^A,iP,)p=fi^ 


oder 


(+A,U\)\{^A,D\)^p,\z:=i^n^i 
und  folglich  nach  dem  Obigen 

tf  =  Ai  ü^j  jff7=iA^  IJ\, 

%  *  ,  • 

Auf  diese  Weise    sind    also  die  Grössen  n^  v^  w^  jp  durch  Oqd« 
struction  gefunde.njjpiiem  dieselben  nach  der  fteihe 
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aibd ,  und  dals  sich  ona  aocli  das  re^lttre  SiebzebDeck  lelcbt  ccoi- 
atroirea  läast,  erhellet  aaf  der  Steile,  indeni  maa  blois  A^B 
=  A^  £7,  zu  macbea  branebt,  wo  dann  dei^  Bogeo  AB  der  sieb-* 
zebnte  Tbetl  äer  Peripherie  sein  wird. 

Nach  Pauker's  rundaaenten  der  Geometrie.  Füofter 
bis  SiebeoteK' Gorins.  Mitau.  1842.  S.4^.  ist^  wean  derDardi« 
niesser  der  Einheit  gleich  gesetzt  wird, 

u  =0,98297309968390 
V  =  0,93247222940435 
te^  =  0,73900891722065 
x  =  0,09226835946330 

und  die  Seite  des  regulären  Siebzehnecks,  ebenfalls  in  Bezug  auf 
den  Durch messer  als  Einheit,  ist 

0,18374951781657. 

In  deiü  genannten  vortrefflichen  Buche  findet  man  itberbaapt  .ein# 
gfOBse  Anzahl  genauer  numerischer  Angaben,  welches  keiner  der 
geringsten  Vorzüge  desselben  ist. 


IX. 


AUgemeines  Kriteriam  für  die  Fälle,  in  welchen 

die  l^ogarithmen  rationale  Brttclie  sind,  nebst 

einer  Methode,  die  letztem  aufzufinden. 


Von 

Herrn  F.  Arndt, 

Lehrer  am  Gymnasium  zu  Stralsund. 


Wenn  in  .der  Gleichung  l^  =  A  gegeben  sind  b  undu^,  so  ist 
neine  Aufgabe,  die  Bedingaogrea  des  gegenseitigen  Zasanraienhangs 
zwischen  o  und  A  aufzusuchen,  damit  a:  ein  rationaler  Bruch  werde. 
A  ist  -eine  positive  ganze  Zahl,  und  6  die  Basis  des  logaritbaii- 
sebenr  Sjstims^  welcfaea  also  eine  positive  ganse,  die  Binbeit  ttber^ 
steigende  Zahl  ist.  Bs  beisst  bekanntlich  ^  der  Logarithmus 
Ton  A  -in  Bezug  auf  dici  Basis  b.  ■  t 


-    «8 

^  BegreiflidieffweiM  kann  4ieie  meiae  Ai^abe  ■nr  imeh  die 
Principien  der  höher n  Zahlentheorie  gelöst  werdee,  ned  wir 
erhaltee  sonit  eine  neee  ^wendong-  diese«  seköoen  Zweiges  der 
Mathematik.  Die  Methode  der  Betrachtoor  wird  zngldi^  eis  Mit. 
tel  SD  die  Band  ^ebea,  die  Logarithaeo,  nilk  eie  rationale  Brüche 
sind,  auf  eine  xiemlich  einfache  Art,  ohne  Hülfe  der  köbera  Ana» 
Ijsis,  ganz  genau  aufzufinden. 

Der  Bedingung  der  Aufgabe  geaiiss  setze  ich  ^  r=  — ,  und 

nehme,  wozu  ich  herechtigt  bin,  ab,  dass  dieser  Bruch  auf  seine 
kleinste  Benennung  gebracht  sei,  oder  die  ganzen  Zahlen  m  und 
n  relative  Primzahlen  seien. 

I.  Nun  sei  zuvörderst  b'^A.  Da  i^^mA^^  so  wird  m  klei- 
ner als  H ,  oder  —  ein  ächter  Bruch  sein.   Weil  letztere  Gleichung 

erfordert,  dass  l^  durch  A  theilbar  ist,  so  können  A  und  b  nicht 
relative  Primzahlen  sein,  sondern  müssen  ein  grösstes  jgemeinschaft- 
liches  (von  der  Einheit  vecsehiedcnes)  Maass  0  haben^  so  dass 
b  =  0Oi,  und  Ai=:@Ai  gesetzt  werden  kann^  und  6j  zu  A^  re* 
lative  Primzahl  ist.  Hierdurch  geht  obige  Gleichnng  über  in  b^*» 
iss&^'^Ai^.  Es  mussalso  wieder  b^*»  durch  ^i  theilbar  sein; 
da  aber  A^  zu  ^|  relative  Primzahl,  so  kan«  A^  mnr  die  Binbeit 
sein,  und  dann  ist  ujf  =  0,  also  bn^Aö^. 

Die  Oleichung  b^z=^A*^^  in  welcher  b'^A^  kann  also  nur 
dann  in  ganzen  Zahlen  aufgelöst  werden,  wenn  b  durch  A  ohne 
Rest  theilbar  ist. 

*  Die  Gleichung  b^^  ^r^&^^-^A^^  geht  durch  die  Substitutionen 
von  u4f,  =1  und  -^  =  0  über  in  ^,»»='^«— ".  Ist  also^j  noch^ 
grösser  als  A^  so  darf  auf  diese  Gleichung  derselbe  Schluss,  wie 
auf  die  ursprüngliche  angewandt  werden,  nämlich  es  muss  von 
Neuem  b^  durch  A  theilbar  sein,  und  wenn  dieses  ist,  so  kommt 
es  auf  die  Gleichung  bj^'^zA^^'^^  an,  indem  ^,  =Jf3,  gesetzt 
worden. 

Ist  b^  auch  noch  grösner  als  ^,  so  nasa  es  dnreh  A  theSbar 
«ein,  und  wenn  demnach  b^:==,Ab^  gesetzt  wird,  so  ist  zu  lösen 
die  Gleichung  Ä^»=:^«-»". 

Diese  Schltase  dürfen  so  lange  fettgeaetal  werden,  ab  die  neue 
Wurzel  noch  grösser  als  A  ist 

Trifft  es  sich  also,  dass  eine  beliebige  Wurzel  bk-^i'^Ag  und 
nicht  durch  A  theilbar  ist,  so  kann  die  ursprüngliche  Gleichung 
b^^rA*^  in  ganzen  Zahlen  nicht  auflösbar  sein. 

Kommt  man  aber  durch  die  fortgesetzte  Division,  wie  sie  oben 
angedeutet  ist ,  endlich  auf  den  Quotienten  1 ,  in  welchem  Falle  b 
eine  genaue  Potenz  von  A  =^  A^  ist,  so  wird  b^  =:  A^y  also 

M  ff  N 

A^  =  A^9  n:=ikm^  folglich  /?=— ,  und  —   eine  ganze  Zahl; 

da  aber  m  zu  i»  prim,  so  kann  m  nur  1  sein,  ^  =  is,  also  b:=zA^t 

JL 
oder  b^z=2A^  Findet  man  also,  das«  die  Basis  b  eine  voUitändige 

^Poteas  von  A^  'u  H.  zsz  A^  ist,  ao  wird  die  Ctteichung  i^^  zs,A 
steta  uad  nur  aufgelöst  durch  n'=:k  und  e»ssK   Zw  B.  125s3^*, 

also  125"»  =5. 


M 

KiMhait  maD  endlicb  4nf  einen  Qootieoten,  der  kleiner  als  ^ 
ist,  z.  B.  6:=zA^,bk^  wo  lfk<^Ai  so  hat  man  nacli  daai  Obigen 
der  Gleichung  zu  genügen: 

m 
k 

Da  nun  A  Z>  it^  so  lassen  sich  alle^  Yorigen  Schlüsse  auf  diese 
Gkicbung  von  Neuem  anwenden,  wenn  man  nur  ji  mit  6  ver* 
tauscht.  ' 

Nämlich  ist  ji  gar  nicht  durch  St  obnie  Aest  theühar,  so  kann 
die  Gleichung  in  ganzen  Zahlen  nicht  aufgelöst  werden.    Ist  aber^ 

durch  6k  tbeilbar,  so  sei  6^  die  höchste  Potenz  von  ö^^  welche  in 

A  aufgeht;  ist  der  Quotient  1,  so  genügen  unserer  urspränglicben 
Gleichung  ganze  Zahlen,  ist  der  Huotient  grösser  als  ij^y  so  ist 
die  Gleichung   unlösbar,   ist   er   endlich    kleiner   als   dk^    oder   ji 

=  i^^ii  wo  Ai'<Zdk^  so  hat  man  der  Güeicbung  zu  genügen: 

und  da  jetzt  bk  ^  Ai^  so  werden  auf  diese  Gleichung  wieder  die 
vorigen  Schlüsse  angewandt. 

Demnach  haben  wir  folgende  Reihe  von  Gleichungen: 


(») 


b 

=  A''bt 

A 

=  l^A, 

bh 

=  ^*. 

Ai 

^b^J. 

', 

=T< 

in  denselben  ist  bh'<,J^^  Ai<ibk^  b^'<^Ai  u.  >s*  w.  Soll  also 
unsere  obige  Gleichung  in  ganzen  Zahlen  auflösbar  sein  ^  so  muss 
der  zweite  Factor  auf  der  Rechten  endlich  die  Einheit  werden,  wel* 
ehes  mit  bfa  geschehen  ist. 

Jedoch  ßlgt,ans  unserer  Analyse  noch,  nicht,  dass  die  Glei- 
ehimgen  ^a)  wirklleh  ausreichend  sind,  um  behaupten  zu  dürfen, 

m 

dass  die  Gleichung  b*^  z=zA  in  ganzen  Zahlen  anflöshar  sei.  Daas 
dies  sich  aber  wirklich  so  verhalte,  ersieht  man  aus  den  allgemei- 
nen Ausdrücken  fnr  m  und  n,  4tw  ich'  ans  obigen  Reladenen  auf 
auf  folgende  Weise  herleite. 

1.    Suhstitnirt  man  den  Wertb  von  A  in  der  zweiten  Relatic^n 
in  die  erste,  und  setzt  der  Kürae  halber 

so  entsteht  ] 

*      iL 


60 


%    Substitoirt  mtD  den  Wertli  T911  6k  aus  ii«r  driUen  Reliilioo 
iD  die§e  (lieichang,  so  wird,  für 

3.    Substitoirt  man  in  diese  Gleichung  den  Wertb  von  A^  ans 
der  vierten  Relation,  so  wird,  für 

'  4.     Substituirt  man  in  diese  Gleicbnng  den  Werlh  von  ^^.aus 
der  fiioften  Relation,  so  wird,  für 

Geht  man  nicht  von  der  ersten  Relation  aus,  sondern  von  der  zwei- 
ten, so  erhält  man  ganz  ebenso 

A=:A^^ 

wenn  nach  nnd  nach  gesetzt  wird: 

Setzen  wir  nun   die  fiir  b  und  A  gefundeüen  Werthe  in  die  Glei- 
chuDg  Ä»»  =  A^y  so  erhalten  wir  -4^'*'*  =  ^    ,  also  mfa^  =  »w', 

—  = — ,  folglich  «i  =  Cf>',  »  =  €1;,. 

Umgekehrt  werden   für  m  und  n  diese  Werthe  angenommen, 
so  ist  Ä-  =  A^\  An  =  A^'f,  oder  b^  =  <^.S  ^«  =  ^^^ 

folglich  Ä«  =  -df«. 

Zugleich  ergiebt  sich,    dass  nur  die  einzigen  Werthe  von  m 


m 


7:ss  w'  und  1»  =  a>,  der  Gleichung  ö^  =:  A  genügen;  denn  da  m 
und-  n  relative  Primzahlen  sein  sollen,  so  können  für  m  und  n 
nicht  Vielfacbe  von  Oi'und  üi,  angenommen  werden» 

Ist  ^^^,   60  braucht  man  nur  A  mit  6  zu  vertauschen,  und 
alle  vorhergehenden  Schlüsse. behalten  ihre  Kraft. 

Nehmen    wir  nun  Alles  Vorhergehende  zusammen,    so  ergrebt 
sich  folgendes  Resultats 
,     Um  zu  prüfen,  ob  die  tileichung 

A^  =  A, 

in  welcher  ^^^  in  ganzen  Zahlen  auflösbar  ist,  oder  nicht,  di- 
vidire  man  mit  der  höchsten  Potenz  von  A  in  6y  mit  der  höchsten 
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Potenz  des  'QuotienteD  6^  in  jij  mit  der  liöchsten  Potenz  des  ne^a 
Quotienten  ^i  in  6k  u.  8«  w. 

Geht  die  Division  einmal  nicht  'aaf^  so  ist  obigpe  Gleichong  in 
ganzen  Zahlen. nicht  auflösbar;  kommt  man  aber  endlich  auf  den 
Quotienten  1,  so:ist  sie  auflösbar,  und  nachdem  Jhy  X,  fA,  v,  w  durch 
die  Relationen  (a)  bestimmt  sind,  werden  die  Zahlen  .ot,  «t  durch 
folgende  zwei  Reihen  requrrirend  bestimmt: 

Bei  dem  ersten  Anblick  erkennt  man  übrigens  sogleich,  dass  diese 
Relatiooen  denen  ganz  ähnlich  sind,  durch  welche  die  Partialwer- 
the  eines  endlichen  Kettenhruchs  bestimmt  werden. 

Nimmt  man  nämlich  zu  den  vorhergehenden  Gleichungen  noch 
die  ^.=  1,  1  :^s  1,  so  folgt,  dass 

JL    L    (^    ]L 
k^  iL. Vi'  "i 

die  Partialwerthe  des  Kettenbruchs 


n 


;i-f.i 


A*-+-^ 


(II 

sind. 

ißs  ist  ferner^ bekannt,  dass  der  mittelst  dieser  Kette  berechnete 
Bruch  schon  immer  in  den  kleinsten  Zahlen  ausgedrückt  ist. 

AAS 

Verwandelt   man    also   einen    beliebigen    ächten   Bruch    —   in 

°  n 

einen  Kettenbruch,  so,  duss  Xr,  A.,  /^,  i^,  cu  die  durch  die  Division 

m 

entstandenen  Quotienten  sind,  und  bestimmt  den  Werth  A  von  b^ 
(wo  b  eine  willkuhrliche  positive  ganze,  die  EÜinheit  übersteigende 
Zahl),  so  lassen  sich   stets  die  in  (a)  dargestellten   Gleichungen 
bilden.. 

Ich  beschliesse  diese  Abhandlung  mit  ein  Paar  Beispielen. 

1)  Es  ist  zu  untersuchen, 'ob  der  Logarithmus  von  243  für  die 
Basis  6561  ein  rationaler  Bruch  ist,  oder  nicht,  und  im  ersteren 
Falle  fordert  man  seinen  Werth. 

Hier  ist  ^  =  65Q1,  A  :±=  243.  Nach  den  Gleichungen  (a)  bet 
man 

^=1,    Ä^=27, 

1=1,    ^ji  =  9r 

f^Äil,    Ä/*=3, 

fÄ2,     Avzs:\\ 


1 


i 
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ud 


2)  i 

9i 


l^(<t-l) 


TT 


<— »)ft 


Dies  sind  die  Formeln,  von  denen  wir  im  Folgenden  nosern 
Auslanf  nehmen  werden.  » 


Bezeichnen  wir  die  Werthe;  welche  p^  p^  erhalten ,  wenn  re- 
spective  Pi9  p  unendlich  werden,  respective  durch  /^,  /j;  so  ist 
wegen  der  Gleichung  1) 


8) 


Zieht  man  jede  dieser  beiden  Gleichungen  von  der  Gleichung  1) 
ah,  so  erhält  man  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 


n  \p  '  Pi 


P  "^Pi     f 

n  —  l     1      .    «  —  1      i        «  —  1      IN 


R,    •  p 


R     '  Pi         Ä,    '  //• 


_1^ 
P 


-L  — ± 

Pi        fx 


D(\      1         n^\     1      .    w-^l      1        it  — 1      1\ 


oder 


n  *  p  *  Pi 

n  '  p  *  Px 

Nun  ist  aber  nach  3),  wie  man  leicht  findet: 

;i:  -  i- =  (1  — 1)  fl  Q- .  i  -  ^  .y-),    , 
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also 


- 

D 

»  — 

•1) 

1 

/ 

1 
1 

I 

R  ' 

nnd  folglich 

• 

• 

1. 

fi  — 1 

n 

1 

1  • 
R 

i' 

'  1 

1 

•7" 

1 

i  * 

/• 

I 

1 

1- 

n  — 1 

n 

« 

•  1 

1 

7-" 

1 

R 

•77 

1 

FUbrt  man  diese  Ausdrucke 
drücke  von 

in 

einen  jeden  der  beiden 

• 

n 

1 

P 

*  Pi 

k 

%     ». 

ein,  so  erhält  man  die  Gleichung  . 

vT      fiJ    p     pi 

aus  welcher  sich  ferner  ohne  Schwierigkeit  die  folgenden  Formeln 
ergeben: 

I._      '— )(i-i:Kf-l);J- 


6) 


oder 


6) 


Tbeil  VI. 


m 

oder  auch 


woraui  man  ferner  ohne  Schwierigkeit 


8) 


^    7-^+(«-i)(-^-s;)    . 


^   also 


1        1 


9)    (P-/){P.-A)=^:\'^-^^        ,(./'     iJ-^' 


erhält. 

Weil  nun  nach  3) 


R        n 
ist,  so  ist,  wie  man  leicht  findet: 


-^  1 -Ä- •. -jtr  •  "JT  -  <"  -  ^>  ^x  "^  ii:  J I 


i7 

also 


l-H 


1        1 

IZE—- 


nnd  folglicb 


'"'  '""i^^^S^i^-  • 


80  dass  also  nach  9)  ancb 

11)  (p-f){p,-f,) 


1      »» 

«  — 1    n—\15       ,        ..  z'  1     .     1  ^1 


oder 

=  1-«- • -R- •  T  -  ^^ -  *) ^Ä -*- 3e:J  I 


ift. 


1.4. 


Nach  2)  ist 


,  ^l  +  (>-l)-g- 


also 


"       l  +  (— 1)^+(— 1)2^* 

Mittelst  der  im  yorhergehendeii  Poragrapheu  gafandenen  Formeln 
ergiebt  sieb  aber  obae  SiScbwierigkeit 

6* 
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l4-(»-l)-J  = 


H-(«-l)j^  = 


» 


Rx 


Ä  +  Ä,-^ — Id 


und  folglich,  wenn  der  Kürze  wegen 


13)    K=s 


il  +  Ä,-2 — iß 
"         n 


gesetzt'  wird : 


14)    i= -^. 


Nach  11)  ist  nun 


ü/{, 


(»-i)(Ä+ie,-2^i)) 


3 
9 


d.  i.  nacL  13) 


15)    (/»-/)(>'. -/.)=^(S)' 


und  folglich 


Führt  man  diesen  Ausdruck  von.  p^  — /,  in  die  Gleichung  14)  ein, 
und  hebt  auf,  was  sich  aufheben  lädst,  so  erhält  man 

±  —-  (^  — l)b— /) 

Verbindet  man  nun  aber  hiermit  die  Gleichung  15),  so  erhält  man 
für  ^  die  beiden  folgenden  Ausdrucke: 


Die  Grosse 


«— 1 


RRi 


(«-l)(il+Ä.-^— ^Z») 
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% 

bangt,  nur  tod  der  GrSsse  »,  den  beiden  HalbmeMeni  des  Glases 
und  der  Dicke  desselben  ab,  nnd-soM  im  Folgenden,  weil  sie  für 
jedes  Glas  offenbar  cbarakteristiscb  ist,  der  Modnlus*)  desselben 

fenaont  und  dnrcb  M  bezeicbnet  werden ,  so  dass  also  nacb  dem 
orbergebenden 

17)  ür=      -      ^^-     ^^, 


(n-lXÄH-Ä^  — = — -B) 


and 


so  wie 


w)  (p-/)(p.-/.)=j/». 


19)    i.=£^  =  ^. 


also  aucb,  wie  hieram  leicht  folgt: 


20)    /xy  =.£:=/ 


ist. 

Den  Modnlns  kann  man.ancb  anf  folgende  Art  ausdrücken: 


W)    M=i 


oder 

Eliminirt  man  die  Grösse  —  mittelst  der  ans  dem^  vorbergebenden 
Paragrapben  bekannten  Formel 

J9 /     /, 

so  erbält  man 

R       R\ 

28)  -Ä^=^zTj_^  A_--L  Ät 


*)  Dieser  von  mir  bier  emffefubrte  Begriff  des  Modulus  einer  Linse  scheint 
mir  für  die  ganze  optisäie  Theorie  nicht  unwichtig  au  sein.    . 
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I 

Auch  ergiebt  sich  aus  d)  lind  18)  für  das  Quadrat  des  Hodalos  ud- 
mittelbar  der  folgende  Ausdruck: 

J 1^ 

Will  man  bei  der  Berechnung  des  Modulus  bloss  JD^ /j  ft  oh  be- 
kannte Grössen  ansehen,  so  muss  man  aus  diesen  Grössen  die  Halb- 
messer /2  und  Hl   berechnen,  was  auf  folgende  Art,  freilich  nur 
mit  Bülfe  einer  quadratischen  Gleichung,  geschehen  kann. 
Nach  dem  Obigen  ist 


also 


Benimmt  man  aus  der  ersten  dieser  beiden  Gleichungen  4ie  Grösse 


aus  der  zweiten  die  Grösse 


D     n^\ 


1       Jl_ 


Und  fuhrt  die  erhaltenen  Ausdrücke  in  die  zweite  der  GleichuDgen 
3)  ein,  so  erhält^ man  nach  einigen  ieiekten ^«dttMiontii  4m  CJlei* 
chung: 

rD     fi  — IN»       te.       D      \\     D.    n—X 


R 

J 

1  — 

-y.- 

n 

« 

ff' 

= 

1 

f_ 

1 

r 

1 

TT 

D 

n 

1 

und  durcfi  Auflösung  dtesar  tiuadfattsehea  CUeiehung  ergiebt  sich 
ohne  Schwierigkeit: 

Bestimmt  «Mm  nun  mitAelst  di«se«  Aaidrvcki  Ton 
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t 

and  der  eraten  dar  beiden  Gleickangen,  ron  denen  wir  4ben  flM<« 
gegADgen  sind»  nncli  die  firösse 

«  •  Ä|  ' 

80  erhält  man  znr  BestimmnDg  der  Halbmesser  Ji  nnd  /t,  üb^r« 
banpt  die  beiden  folgenden  Ausdrücke,  in  denen  die  obern  nnd  nn- 
tern  Zeichen  sich  auf  einander  beziehen: 


#  • 


^B     n  —  1       ,       j     B      ln_i_l/i    .   *^*J9'it 


oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 


,  ^=,4.4,1  ilAT^ 


M 


setzen»  die  beiden  Ausdrücke: 


oder 


oder 


Aneh  erhellet  ans  der  vorhergehenden  Entwickelung,  dass  bei  je- 
dem Linsenglase 

oder 

sein  mnss. 

In  dem  Folgenden  werden  wir  nun  immer  den  Modnlus  eines 
jeden  ii|  einem  Systeme  von  Linsengläsern  vorkommenden  Glases 
als  bekannt  annehmen,  wozu  wir  berechtig^  sind,  da  derselbe  ibit- 
telst  der  im  Vorhergehenden  entwickelten  Formeln  jederzeit  ohne 
Schwierigkeit  berechnet  werden  kann. 
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«.5. 

lodern  wir  jetzt  zu  der  Betrachtnog  einet  dnrcb  ein  Sjstem 
TOB  LinteDgläsern  tod  der  gewöhnlicbeo  bekannten  BetcbaSenbeil 

gebenden  Strahls  übergehen,  fuhren  wir  zuTÖrderst  die  folgende« 
ezeicbnungen  ein. 

Die  Anzahl  der  das  System  bildenden  Gläser  sei  i,  und  die  im 
VorherffeheDden  durch  p,  f\  Pt9  ^i}  /f  /^i  bezeichneten  CirösseB 
sollen  rar  die  einzelnen  Gläser  des  Systems  vom  Isten  bis  zum  «ten 
jetzt  durch 

p(«),  ^«5  ;,.»),  jr.W;/»),/,»), 

/»«,  ^>;  /»i«,  f  .(«5  /(«,  /.»J. 
a..8.  w. 

bezeichnet  werden.  Die  Modnli  der  einzelnen  Gläser  nach  der  Reihe 
vom  Isten  bis. zum  «ten  mögen^ 

J!#a),  JIK2),  Ü#CW,  ÜH4),  _.,  JbRO 

sein,  und  die  sämmtlich  als'  positiv  betrachteten  Entfernungen  der 
einzelnen  Gläser  von  einander,  welche  von  der  hinteren  Fläche 
eines  jeden  Glases  bis  zu  der  vordem  Fläche  des  nächst  folgenden 
Glases  gerechnet  werden,  wollen  wir  nacb  der  Reihe  durch 

£Xi>,'E(2\  m),  Ei*),  ....  Bii-t^ 

bezeichnen,  wo  wir  dann  die  fblgenden  ganz  allgemein  gültigen 
Gleichungen  haben*): 

I;,  j  (2)  4- ;,(•)  =  —  ^?) , 
30)      {;i,(l)+;>(4)=-^JBIDi), 

U.   8.   W. 

^^(i-l)-|-^(0=:«,JE(i-l). 

Nftch  18)  ist  DUO  überbaupt 

und  nach  30)  haben  wir  die  Gleichung 

p  ^(ÄH-i)  ^  p{i)  _  «-  £?e*-i), 

aus  der  sich  leicht  die  Gleichung 
*)  Man  vergl.  Tbl.  LI.  S.  178. 
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oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

setzen,  die  Gleichnnj^ 

ergiebt    Daher  haben  wir  nach  dem  Obigen  die  GJeichnng 

ans  welcher  sich  ferner  leicht  die  Gleichung 

32)    ;,.(*-i) -/.(*^i)  =  -  iW*-.)  -  jj^^^, 

ergiebt 

Setzen  wir  jetzt  analog  mit  dem  Vorhergehenden 

n.  8.  w. 

wo  die  Grössen 

JVii\  N^\  A^W,  Ni^,  ....  m^^ 

natürlich  eben  so  wie  die  Modul i  der  einzelnen  Gläser  als  ffegebenc 
Grössen  zu  betrachten  sind;  so  haben  wir  nach  31)  und  18)  die 
folgenden  Gleichungen: 

«(0      ^w—  (^^'^)* 

->  ,r-4i_      (üfC'-a))» 

^^  •'»        ••^"iVtrf-3)H-Öt>i<^»)-/i(«-f))' 

u.  s.  w. 
;»,W  — /.W  . ^rO)-H(p,(l)_/,(l))» 

und  nach  18)  nnd  33)  haben  wir  anf  ähnliche  Weise  die  folgenden 
Gleichungen : 


»  / 


74 

;,.a)-/-.(i),=-Aa)-^^^^. 

u.  s.  w. 

Ana   diesen   beiden  Systemen  von  Gleichungen  ergeben  sicii  aber 
unmittelbar  die  beiden  folgejiden.  Kettenbrüciie:, 

34)    ^.(0_/.CO  =  _Ä-^^^,^^, 


und 

35)    ;K1)— /»)= ^^(j)j. 


^•' (iro)). 


JVÖ)  — 


A^{»)- 


<yff-i))» 


P.W— /,w 


Auch  ist 

34-)   /.«-;».»=  *^—(M*-i)). 


w(._a    (^^)' 


CMW)» 
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und 

35«)  /a)-;.(.)  =  <Ä!^^^,jj. 


Jeder  dieser  beiden  Kettenbrfiche  besteht  an«  «,  d.  h.  gerade  ans 
eben  so  vielen  Gliedern,  als  das  System  Linsen  enthält.  Zur  Ent- 
wickelung  derselben  ist  nur  die  Berechnung  der  Hoduli 

der  einzelnen  Linsen,  nnd  der  oben  durch 

A^),  A*(ß),  A'C»),  JfW^  ....  >(^i) 

bezeichneten^  von  den  RntferDungen  der  einzelben  Linsen  von  ein- 
ander abhängenden  Grössen  erforderlich,  welche^  wie  wir  aus  dem 
Vorhergehenden  wisseo^  keiner  Schwierigkeit  unterliegt. 

Bezeichnen  wir  bei  unserem  aus  i  Linsen  liestebenden  Systeme ' 
die  Wertbe,  welche  die  Grössen  Pi^'\  p^^^  erhalten^  wetan  respective 
;iO),  p.iO  unendlich  werden,   respective  durch  ^i^O,  JF^O;  so  ist 
nach  d4)  ubd  3«!»)  ofienbar 

36)    ^.(0  _/.(.)  =  --Ä^^^^,,^, 


^«-•)_ 


37)    FCO-/(i)  =  --— j^,j. 


'       JW^«)» 


WO  jedar  Kettenbruch  nur  aus  i  —  1  Giindeni  beirteht. 
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Lässt  man  aber  ^pH)  ttnendlicb  werden^  wo  gehen  offenbar  p^i^i} 
und  p^iO  in  F,C^i)  «ad  jr,(0  Bber^  und  aus  der  Gleichung  44) 
erhält  man  daher,  weil  die  Grösse  iVtO  constant  ist,  die  Gleiehung: 

Ans  den  Gleichungen  42)  nnd  45)  erhUt  man: 
nod  ans  den  Gleichnngen  44)  nnd  46)  ergiebt  sich; 

Also  .ist,  wie  man  durch  Subtracdon  leicht  findet« 

#1       yy  /.fc  ^ Pi  (^^)  — ";fi  (^1) /  ur%\t 

woraus  sich  durch  Multiplicatton  auf  der  Steile 

47)    (;,«)  -  /XO)  0,.CO  _  ^.M)  =  |  ,et^^ ^^l^-H^tä  f'       . 
oder,  weil  nach  33) 

ist, 

48)    (yO)  -  m)  (y .(0  -  F.(0)  =  I  ^(.^,)^^^^?1^^<^,)  I ' 

ergiehtJ 

Hieraus  sieht  man,  dass  der  Satx,  von  welchem  oben  die  Bede 
gewesen  ist,  fiir  ein  aus  «  Linsen  bestehendes  System  gilt,  w^m\ 
er  fiir  ein  aus  i  —  1  Linsen  bestehendes  System  gilt,  und  daher 
allgemein  gültig  ist,  weil  er  oben  iüf  eine  Linse  und  ein  aus  zwei 
Linsen  bestehendes  System  schon  als  richtig  erkannt  worden  ist. 

Zugleich  hat  sich  bei  der  TOffbergehenden  Betrachtuiig, .  wenn 
allgemein 

49)    (;>a)  — jPCO)öti/0^iP,(0)3=(Ä(0)» 


^9      , 

geaeUt  wird,  die  beoierkettfwerthe  Relation 

ergeben»  mit  deren  Hülfe  wir  nun  einen  independenten  Ausdruck 
der  Grösse  ftCO  aüfzuGoden  versuchen  wollen. 
*  Bei  dieser  Untersuchung  wollen  wir 


ACi) 

und  zugleich 

. 

\ 

m^     8»)         1     8W        WO) 

setzen,  d.  b.  Zähirr  nvd  Neoner  des  dem  Kettenbmche  auf  der 
rechten  Seite  des  Gleicbheitszeicheos  der  Gleichung  51)  gleichen 
gemeinen  Bruchs  durch  3^'^  und  31(0  bezeichnen,  und 

3(0)  =  1,  SR(0)  =  0;  3a)=A'(i),  SR(i)  =  l 

f 

■etaen. 

Weil  wegen  der  Gleichnng  51)  offenbar 

ist,  so  haben  wir  die  beiden  folgenden  Relationen: 

welqhe  wegen  der  Gleichungen  52)  offenbar  auch  noch  für  s z=t  und 
•  ^  2gelten. 

Weil  nun  nach  38)  und  41)  offenbar 

ist,  so  ist  nach  52) 
Weil  nach  36) 
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^  WO-«)  — 


d.  i.  nacli  51) 

ist,  80  ist  nach  50)  , 

und  folglichi  weil  oacb  der  zweiten  der  Relationen  53) 


ist: 


Also  ist 


— ^^ 

1 

~"pr^  ~    SO)'  '. 

«m_*^SOW^  _  illfa)M2)itfCa) 

' _ Ä(»)S^2)M4)  _M^MmmMW 
^^^  —      s*      ~  ~     S^        ' 

^^^= — p)     —         pr       ' 


II«  s«  w« 


und  folglich  allgemein 


54)    «(0  = 


Mi)Mi9itf(t)M4) . ,  /.  iif  (0 


oder  wegen  der  zweiten  der  Gleichungen  53): 


55)    ««  = 


ilia)Mg)ilf(»)M^ . . .  >  MiO 

Wo  • 


,  -81 

Nach  49)  ist  also 

56)  (/lO)  —  ^0)  (p^ii)  ^  p^ (0)  —  I g^j ^  j 

oder 

57)  (/^n  — jF(0)(;,.(0-.#',(0)— j ^-^^j j. 

Die  Grössen  3^^^^  ^°^  ^^*^  Itönnen  nach  den  nus  der  Theorie  der 
Ketteobröffae  bekannten  Regeln  immer  leicht  berechnet  werden. 

Nach  19)  hat  man  die  folgenden  Gleichungen: 

y(i)    _  y(D  — /(i)  _        MD 
7,(0  ~       MD        ~;>»0)— /iCD' 

y(a>  _  pm  -^/m  _       Mg)  • 
9i^  '^      Mm       ~  ^,(2)~/,(^' 

y(»)    _  yd)  — /(^)  _        itf(;3) 

IL   S.  W. 

y(0    p(f)  -^fiO MO    - 

9iiO~      MO       ~;»,(0^/j(0' 

aus  denen  sich,  weil  offenbar 

^.(DssyÖ),  y,(59=:;^3),  jr^C»)  =  y(4),  . . . .  5r.(^l)  =  ^0 

ist,  dnrch  Multiplication  auf  der  Stelle  die  beiden  Gleichungen 

KQ\    y^^>  _  (yO)  -/o)) »^g) -/cg))X;>^»)  ~/ö)) ....  »(0  -/(O) 

^    7,(0  —     ... .  Mi)Ma)M»)M4) ....  MO 

und         s 

.  0 

erg^eben,  worsas  dann  ferner  auch 

^  W.«'  —(P.« -/.«Xp.o) -/.w)(p.o) -/,(«).. ..0»,co-/.(') 

♦ 

folgt. 

Tbcfl  VI«  6 
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Wenn  man  dqd  einige  der  Grötsen 

n«  s.  w. 

vom  Anfange  an  mit  Hülfe  der  Gfeicbungen  18)  and  36)  entwiek?elt 

und  durch  /lO)  — /'CO  ausdrückt,  wobei  man  am  Leichtesten  rechnet, 
wenn  man  jedes  dieser  Producte  für  sich,  unabhängig  von  den  vor- 
hergehenden, und  mit  der  Multiplication  der  einzelnen  Factoren  in 
einander  von  Hinten  anfangend,  entwickelt;  so  bemerkt  man  sehr 
bald  das  allgemeine  Gesetz^  dass  ^ich  das  Prodnct 

durch  einen  Ausdruck  von  der  Form 

(itf(i)itf(a)May!fCi) ....  ^*3)« 
^^^r     •     Gif)  -h  Hifi  (pü)  —/CD)    » 

wo  €rCO  und  ^CO  zwei  bloss  von 

il/CO,  üf(2),  ....  üfC*-i);  A^Ci),  A^Ca),  ....  j|7(^i) 

abhängende  Grössen  bezeichnen,  darstellen  lässt. 

Dpi  die  allgemeine  Richtigkeit  dieses  durch  fndnction  gefunde- 
nen Gesetzes  zu  prüfen,  wollen  wir  untersuchen^  oh  dasselbe  unter 
der  Voraussetzung,  dass  es  bis  i — ^1  gültig  sei,  auch  immer  bis  i 
gelten  müsse.    Der  Annahme  zufolge  iat  alio 

0^.0)  ^/iCU)  (;?,C2)  -/^(2))  (;,^Ci)  -./,(«).. . .(/,.(-»  ^/,0-a)) 
^(     \\i-%      fMi)M2)M») . . . .  ilfC«-2))» 

~  '^"^  * "     •  6?(i^«  ^-  ÄC*-«  {jM  —  A«) 

und 

—  (       ni-2     J^Cl)itfC2)Af (3)  ....  itf(^l))a 

—  l    *  J'    •  6!(.-i)  -f-ifirc^i)  (;5Ci)  — /cö)' 

folglich,  wie  sich  hieraus  durch  Division  erglebt: 

Jbiu  isi  aber  nach  31) 

(A      /-m— {MiO)^ 


und  folglich  mittelst  des  Vorbergeheüdan  mleb^geböriger  Snbstita« 
tioDy  wenn  wir  der  Kürze  wegen 


setsen: 


Also  ist  nach  dem  Obigen,  wie  man  4aroh  ilnl^lic|ition  dieser 
Gleichung  mit  der  zweiten  der  bviden  ^efc&imgei^i  von  denen  wir 
ausgegangen  sind,  soglai^  j^ndet: 


und  die  Allgemeinheit  des  bemerkten  Gesetzes  ist  folfflich  hierdurch 
offenbar  bewiesen.  SSuglepoh  haben  wir  die  io  den  Gleichungen  61) 
ausgesprochenen  Gesetze  der  Abhängigkeit  der  Grössen 

CO),  ©(«,  CWi  CW,  ....«?« 
und 

jao\  äw,  jsrm,  jBT»,  V. . .  «»j 

von  einander  entdeckt. 

Aus  den  Gleichungen  tO)  und  ü/lt)  ergiefat  sich  nun  aber  so- 
gleich ^  . 

*  •  .  —     •  - 

Nach  den  Torhergehendeo  ist,  in«  pian  l$|c)it  findet: 

U.  8.  W. 


und 


6» 
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jsrcw  =  mn, 

Ä(^ = ff^Nm — am  {Mi}^Y, 

u,  s.  w. 
Setzt  man  nan  überhaupt 


64) 


8,0^1)  _  <ilf (!))>      . 


(MO)' 


iV(0 
und  ausserdem  zugleich 

65)    3/^>=0,  91,0)  =  1; 

so  ist  nach  einem  allgemein  bekannten  Satze  von  den  Kettenbrü- 
eben : 

3.0) =0, 
3,(».=(jf0))», 

-  3.(»)=3.c»)ii^c«— 3,o)(iV«»)S 
3,w  s=3,«JirciJ-3,(»(jtf(«))S 
3.(») = 3,«)  j^w  -  3,(«)(i!/w)», 

o.  s.  w.         > 

and  -      • 

■      3l,C0  =  JVO), 

3l,«)=sS«,(»)3^(»)  — «,ca(J#«i))», 
9l,(«)=«,«iF«>-9r.(»(J¥W)», 

Vergleicht  man  dies  mit  dem  Vorhergeheuden ,  so.ergiebt  sich  auf 
der  Stelle 

0(0=3,(0,  iir(o=K/o. 
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also  naeh  63) 

66^    y^^^  -  r_iv-i    8i^0  4>9^,(0(p'o)-/a)) 


mittelst  welcher  Foraiel  sich   das  Verhältniia  -^H^  berechneD  und 

anch  beortheileo  lägst,  ob  ^»  DDd  ^/O  gleiche  oder  aDgleiche- Vor- 
zeichen haben. 


f.  8. 

*  • 

Nach  42)  nnd  45),  und  nach  43)  und  46)  haben  wir  die  beiden 
folgenden  Gleichungen: 

= _  ijnc  —  Fd^t))  (iBC«^D  4-  F,  (^1)  -+-/C0) 

und 

(;,(0-/(0)(^,(0-./;(0) 

oder  die  beiden  Proportionen: 

und 

=  F,  (0  — /i  CO :  piO  — /(O . 

f 

aus  denen  sich  nach  einem  bekannten  Satze  von  den  Proportionen 
die  beiden  folgenden  Proportionen  ergeben: 

pCO'^  JpCf-i) :  —  ( Jg;(^i)  -f.  F,  (^1)  +/^'^) 
'    =;5i(i)— jF(0   :  — (^.•-i)4-;,^(.-i)4-/(0) 

und 

—  p.W)  —  FjCO:  —  (iE(if-i)  -|-;5,(0  +  F,(^i)). 
Weil  nun  aber  nach  30) 

ist,  so  werden  die  beiden  vorhergehenden  Proportionen: 

^i)--jpc^i):— (ig(*-l)-4-FJ(^-l)-4-yXO)=;>(i)— jFtO:;>(0 
p,i0^f,ii)  :-.(^^i)+F,(*-«+/«)=;i»(«>^/',(0:;i,(^i)./'/«-i)» 

und  fähren  durch  Division  zu  der  Proportion 


I 

woraus  8i<;h  die  .Gleiehoog 

ergiebt    Daher  hat  maii  jetzt  die  folgendeo  tileichnngen: 
yd)  — /^O    _     yO)  —  K»-i)         y(0  -./CO 

I 

n.  8.  w. 

I 


p(l)  — ^(1)    


«(1)  — /D) 


Moltiplicirt  knait  lian  adf  bdden  Selten  der  CileichlidtszeicheD,  und 
hebt  Buf,  was  sich  anflietteU  lüatt,  4o  ,eill|M  iMmt 

—  (^.aJ-/,(«)  (f»,w-/,(»))  (;>,»)-/.w) ....  (;»,(ö-/.My 

Alao  iit  nach  60) 
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XI. 

Bemerkungen  za  zwei  Abhandlungen  in  diesem 

Archiv  in  Betreff  der  Steinerschen  Sätze  über 

die  conischen  Sechsecke  und  Sechsseite. 

Von  ) 

Herrn  A.  Göpel 

zu  Berlin. 


^  Im  dritten  Bande  des  Archivs  beweist  Herr  Dr.  Schlöuilch 
einige  Sfttze  über  die  eönischen  Sechsecke  und  Sechsseite,  welche 
Herr  Adams  im  dritten  Hefte  des  fünften  Bandes  wieder  aufnimmt; 
allein  es  scheint  mir^  als  hätten  beide  den  Inhalt  dieser  Sätze  ver- 
kannt. Je  mehr  die  mathematischen  Wissenschaften  in  den  neuesten 
Zeiten  materiell  an  umfang  gewinnen,  um  desto  dringender  wird 
auch  die  Pflicht  des  Mathematikers ,  den  gewonnenen  Stoff  in  eine 
übersichtliche  Ordnung  zu  bringeD  und  das  Znsammengehörige  an- 
einanderzureihen. Aus  dieser  Rücksicht  wird  es  den  Lesern  des 
Archivs  vielleicht  nicht  unwillkommen  sein,  noch  einen  andern  Ge- 
sichtspunkt für  die  fraglichen  Sätze  kennen  zu  lernen.  Es  sind  die 
folgenden. 

Ister  Lehrsatz.  „In  einem  conischen  Sechseck  ABCDEF 
wird  jede  der  drei  Hanptdiagonalen  AD^  BE^  CF^  von  den  beiden 
nicht  anliegenden  Seiten  des  Sechsecks  in  zwei  neuen  Punkten  ge- 
schnitten, so  dass  man  zusammen  sechs  neue  Punkte  M\  JV\  x"; 
jlf",  JV"  P"  eirhält.  Von  diesen  sechs  Punkten  liegen  die  ersten 
drei,  nämlich  M',  JV',  P'^  auf  einer  Geraden,  und  die  drei  andern 
JV",  N"i  P'[  auf  einer  andern  Geraden." 
Beweis.    Die  Punkte 

>,,  f   sind  die  Durchselinittspunkte    1  ^n    mit  den    Tx«jn 
-*   (  der  Hanptdisgonalen  Jf**'     Seiten     J*"-* 

p-)  {be  {cn 

Sie  sind  folglich  die  Durdischnittspunkte  der  gegenüberliegen- 
den Seiten  4es  conischen  Sechsecks 

ADCFEB. 

Folglicb  (Pascalscher  Satz)  liegen  sie  in^ einer  Geraden. 
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Ebenso  siDd  die  Pankt»  , 

Jf "  l     .  {CF  [DE 

mj„  )   die  Durchschnitte  der  )  jg%    mit  den     ]  g,^ 

^    J        Hauütdiagonalen       }1^^     Seiten      )^^ 

Sie  sind  folglich  die  Durchschnitte  der  gegenüberliegenden  Seiten 
des  conischen  Sechsecks 

AFCBED, 

folglich  liegen  sie  ebenfalls  auf  einer  Geraden. 

Aus  dieser  Durstellung  ersieht  man,  dass  der  aufgestellte  Satz 
nicht  einmal  eine  Folfferung  aus  dem  Pascalschen  Satz,  sondern  le* 
diglich  der  Pascalsche  Satz.selbst  ist. 

Ein  ähnliches  gilt  ?on  dem 

lllten  Lehrsatze,  welcher  der  polare  Gesfensatz  des  vorigen 
ist  und  den  ich  hier  nicht  zu  wiederholen  brauche.  Er  ist  ledig- 
lich der  Brianchonsche  Lehrsatz  vom  conischen  Sechsseit. 

um  nun  zu  dem 

Uten  Lehrsatze  nebst  seinem  polaren  Gegensatz  zn  kommen, 
wollen  wir  nach  Herrn  PlQckers  Vorgänge  allgemein  das  couiscbe 
Sechseck 

ABCDEF 

durch  das  Schema 

ACE 
BD  F 

auffassen,  so  dass  also  z.  B.  das  conische  Secliseck 

ADCFEB 

durch  das  Schema 

A  C  E 
DFB 

•  * 

dargestellt  wird.  —  Wenn  wir  jetzt  noch  die  Gegenseiten  des'  iTr- 

A  f^M^ 

spriingHch    gegebenen    conischen  Sechsecks    ßj}p  verbinden,   so 

erhalten  wir  drei  Durchschnittspunkte  M^  N^  Py  welche  nach  Pascal 
wieder  auf  einer  Geraden  liegen.  Nun  lautet  der  zweite  Lehrsatz 
dabin,  dass  die  drei  Geraden  MNP,  M'N'P'  und  M"A"P'  sieb  in 
einem  Punkte  schneiden.  Mit  Benutzung  des  obigen  Schemas  wer- 
den wir  ihn  daher  folgendermassen  aussprechen  können. 

Die  Pascalschen  Linien  der  drei  conischen  Sechsecke 

ACE  ACE  ACE 

BDF  DFB  FBD 

schneiden  sich  in  einem  Punkt. 


^  1b  dieser  FVissuog  erkennt  msn  toglekli,  data  Aieaer  Sats  einen 
fferingen  Theil  voa  dem  Steinerseken  Satze  über  das  coaisdie 
Sechseck  ausmacht,  weickaa  dieser  Gelehrte  in  dem  Anhange  an 
seiner  „Entwickelung  der  Abhängigkeit'*  gegeben,  aber  schon  viel 
früher  im  (wenn  ich  nicht  irre)  ISten  Bande  der  Annalen  von  Ger- 
^onne*)  l^ekannt  gemacht  hat  Herr  Plücker  hat  ihn  vor  langer  Zeit 
im  5ten  Bande  des  Crelle'schen  Joucnals  bewiesen  und  derjenige 
Theii  seines  Beweises,  welcher  auf  den  obigen  Uten  Lehrsatz  Be- 
zug hat^  stimmt  ganz  mit  dem  von  Herrn  Adams  dafür  gegebenen 
uberein. 

Der  IVte  nnd  Vte  Lehrsatz  sind  wieder  nichts  weiter,^  als  der 
iPascalsche  und  Briancbonsche  Lehrsatz.  Der  erstere  läuft  z.  B. 
darauf  hinaus,  dass  der  Durchschnittspunkt  der  beiden  Gegenseiten 
AB  und  DE  zur  Bestimmung  der  Pascalschen  Linie  des  Sechsecks 

A  C  E 
BDF 

nnd  auch'  zur  Bestimmung  der  Pascalschen  Linie 

A  C  D 
BEF 

dient,  ]wa8  ohne  weiteres  aus  dem  Schema  ersicktlich  ist  Hau 
kann  binznfngen,  dass  er  auch  auf  den  Pascalschen  Linien  von 

A  F  E        ^    A  F  D  * 

und 
B  DC  B  E  C 

liegt.  Zu  "dem  Vten  Satze  bemerkt  Herr  Adams,  dass  er  sich  auch 
direct  aus  dem  Brianchonschen  Satze  ableiten  lasse.  Br  ist,  wie 
ich  an  seinem  reciproken  Satze  (IV.)  gezeigt  habe,  lediglich  der 
Briancbonsche  Satz  selbst. 

Cm  den  Lesern  des  Archivs  die  Muhe  des  Nachschlagens  zu 
ersparen,  will  ich  noch  den  Steinerschen  Satz  über  das  Sechseck 
wiederholen,  aus  welchem  man  sich  dann  durch  polare  Uebertragnng 
den  über  das  Sechsseit  bilden  kann.  ^  * 

„Das  vollständige  Sechseck  hat  15  Seiten.  Diese  15  Seiten 
schneiden  sich  ausserdem  noch  in  45  Punkten.  Ist  nun  das  Sechs- 
eck einem  Regelscbnitte  eingeschrieben,  so  liegen  diese  45  Punkte 
zu  dreien  auf  geraden  Linien  und  zwar  dergestalt^  dass  jeder  die- 
ser Punkte  vier  solchen  Geraden  zugleich  angehört  Die  Anzahl 
dieser  Geraden  ist  daher  60;  und  sie  sind  die  Pascalschen  Linien 
zu  den  60  einfachen  Sechsecken,  welche  man  erhält,  wenn  man  die 
Ecken '  des  vollständigen  Sechsecks  in  allen  ihren  möglichen  ver- 
schiedenen 6Q  Reihefolgen  nimmt.  Diese  60  Pascalschen  Linien 
schneiden  sich  zu  dreien  in  einem  Punkte,  sa  dass  man  20  solch<$r 
Punkte  erhält  Diese  20  Punkte  liegen  zu  vieren  auf  geraden  Li- 
nien^ und  zwar  dergestalt  ^  dass  jeder  dieser  Punkte  drei  solchen 
Geraden  zugleich  angehört  und  die  Anzahl  dieser  Geraden  daher 
15  ist" 


•)  T.  XVni.  p.  M9. 


/ . 
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Wekhe  RelatioB  didte  15  Geraden  in  einander  haben,  hat  Herr 
Steiner  bis  Jetit  unerörtert  gelassen,  und  dieae  Frage  ist  es  anr 
noch,  welche  ihrer  Erledigung  eatgegeMiieht. 


Xü. 

Einige  Bemerkungen  über  die  RectUication 
und  Quadratur  des  Kreises. 

Nach  einem  Aufsatze  de^  Herrn  E.  Catalan  in  ^  den  Nouvelles 

Annäles  de  Math^matiques.    Journal  des  candidats  aux  6co- 

le»  poljtechnique  et  normale,  r^dig^  par  Terquem  et  Gerono. 

T.  t  Paris.  1642.  p*  190.  frei  bearbeitet 


¥00 


dem  Herausgeber. 


Wenn  wir  die  Flächen  eines  in  und  eines  um  einen  Kreis  be« 
sehriehenen  regul&ren  Vielecks  von  ^n  Seitoi  respective  durdi 

JFk  und  J^k 

bezeichnen,  so  haben  wir  nach  einem  allgemein  bekannten  Satze 
die  betden  folgenden  Gleichungen: 

V 

aus  denen  dnreh  Division 


2)    f^=|(/Tt^i^/?^^) 


folgt. 

Aus  der  zweiten  der  Gleichungen  1)  erhält  man: 


I 

/ 
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r  ,  =  -B — 


F^' 


JCV ^^«  ^9 


Pk  = 


U.  8,  W. 

2Pk^\Fk^\ 


Ä-i  +  Ä' 


nnd  folgltcb,  wenn  man  maltiplicirt  iiod  aufhebt,  wat  sich  anfhe- 
ben  lässt: 

•  ^  ■ 

«\     jcv,  _o*ipv  t Ff^FiF^  .*.•  Fk^\ 

i)    Miu  —  ff'r  •(^.+^.)(''.+^.)(^.+^.)....(Ä-i+Ä)" 

Hnltiplicirt  man  die  Gleichniigea  2)  nod  3)  in  einander,  so  erbält 


4,    (F.)»a=.».-if*.^>;^^y(^^j!j|g->f^^,^(^^^^. 
Setzt  man  hier  k  —  1  für  ^^  so  ergiebt  sieb: 

K\      /J?-      '^»— 9Ä— 2J5^  FqF-^F^  »»»*#S^~2 ' 

5)    (/-*-!)  — '«^'•(/i+^.)(iP.+/;)(f,+^.)....(i%_,s.Ä=i)- 
Dividirt  man  nnn  4)  durch  5)>  so  kommt: 

was  man  auch  leicht  in  Worten  aussprechen  kann« 

Man  kann  diese  Gleichung  aber  auch  auf  folgende  Art  aus- 
drucken; 

T,    (»f!)-  =  <,+^), 
und  bierttüs  ^rgl^bt  sich,  WMn  mata 

8)    F*  =  ** 


setit,  ferner  die  Gleichung: 


)  Sollte  sich  liicht  -  etn^  >a1inl|ohe  hemerkensvrertbe  Relation  bloss  s wi- 
schen den  Fläebenrattmen,  der  um  den  Kreis  beschriebenen  regulären 
Vielecke  finden  lassen? 
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Setzt  nan  dsgegen 

10)    F*=«*<P*, 
80  erhält  mao 

Gehen  wir  vom  eingeschrieheDen  reffulären  Vierecke  aut,  nnd  setzen 
folglich  ii  =  4,  80  ist,  wenn  der  Halbmesser  des  Kreises  als  Ein- 
heit angenommen  wird,  offenbar 

also  nach  der  ersten  der  Gleichungen  1): 

Folglich  HC  nach  S) 

nnd  man.  erhält  also  mit  Hülfe  der  Gleichang^9)  nberimu]pt  die  fbl- 
geiideii  Ausdrücke: 

|s  =  1/(2  +  V/(2  + 1/(2  + 1/2))), 

|i  =  V/(2  +  V/(2  +  \/(2  +  \/(2  + 1/2)))), 

B.   8.  W« 

Bezeichnet  man  nun  aber  die  Grössen  auf  der  rechten  Seite  der 
Gleichheitszeichen  der  Kürze  wegen  nach  der  Reihe  durch. 

/,(2).  /,(2).  /.(«>.  /.(2) 5 

so  ist,  wie  man  leicht  findet: 

g,"'  =  i/.(2), 

8,=i/.(2)/,(2), 

g.=i/.(2)/,(2)/.(2), 

8.=i/^(2)/,(2)/,(2)/,(2), 

«.=i/.(2)/,(2)/.(2)/,(2)/.(2),         • 

U.  8.  W.  .      . 
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und  folglich  nach. 8),  wenn  wir  der  Riirze  wegen 


setzen: 


13) 


12)  ^=y.(2) 


'/'.=2y.(«), 
Fi  =.3f  .(2)y.(2), 

'/',  =  29,(2)y.(«)y.(2), 

F,  =  2y.(2)y.(2)5,.(2),.(2), 

F,  =  2y.(2)sP.(2)y,(2)y.(2)y.(2). 
n.  8.  w. 


Bezeichnen  wir  die  GrSnze,  welcher  Ek  Bich  nähert,  wenn  k 
in's  unendliche  wächst,  durch  jP^,  so  ist  bekanntlich,  wenn  n  wie 
gewöhnlich  die  halbe  Peripherie,  des  Kreises  bezeichnet : 

14)    jr=F,.  .  " 

Bezeichnen  wir  also  die  Gränze,  welcher  das  Product 

I 

y.(2)9>.(2)9».(2)9>«(2) . . . .  9P*(2) 
sich  nähert,  wenn  k  in's  unendliche  wächst,  durch 

y.(2)y.(2)y.(2)9>4(2) . . . .  V,(«); 
SO  ist  nach  IS) 

15)    iJr  =  y.(2)9>.(2)y.(2)SP.(2)-...9-(2). 

t 

Leicht  übenengt  man  sich  nnn  von  der  Bichtigkeit  der  Relation 

2 

«II  der  rieb  femer  nach  12)  sogleich  die  Relatio,n 

y*(2)  = 


l/i^ 


9>^l(2) 


ergiebt.    Nun  ist  aber  nach  12) 


Also  ist  * 
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»1(2)=«««^, 


9'.(«)  = 


l/(- 


n 

CO.  ^ 


COi-g- 


-  =  .ecf 


9>.(2)  = 


|/(!±^) 


1      _         n 


^^  16 


94p)  = 


i^(- 


TV 
COSJJ 


2 


) 


TV 

c«»j5 


»eci, 


Wie  man  auf  diese  Art  immer  weiter  gehen  kaDn,  unterliegt  kei- 
nem Zweifel,  und  es  ist  folglich  allgemein 

» 

9*{2)  =^  ««c  äRTr 

Bezeicbnen  wir  die  C^ränze,  welpber  d^s  Pr^äpct 

n  7t  n  n  n 

sec  ^  sec  —  Bfif;^  »eq  57  . , . .  src  ^ 

sich  nähert,  wenn  Jb  in's  Unendliche  wäetisl;,  dnrcli 


sec 


n- 


n 


n 


—  sec  j7  sec  ^  sec  ^  ... .  sec  jw« 


so  ist  nach.  15) 


Iß)    i|ffs=;;0e0^  se^  ^  «ec  ^  .,.,.s«Ci^r 

Dies  ist  eine  längst  bekannte^  von  Euler  gefundene,  hier  aber  ganz 
elementar  bewiesene  ^Formet. .        , 
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xm. 

Allgemeiner  Beweis  der  bekannten  Ansdrflcke 
für  sin  (a±/3)  and  eos  («=kß). 

Von 

Qerm  F.  Arndt, 

Lehrer  am  Gymnasinm  ui  Stnisund. 


l 


1. 

Um  2U  einer  aligeaeinen  Definition  des  Simia  na4  Casinuji  tu 
elangen,  i«t  es  nöthig,  folgende  Betrachtung  über  4aa  Zählen  der 
[reitbogen  anzustellen. 

In  der  Peripherie  eines  mit  der  Einheit  als  Radius  bescbriahe«* 
neu  Kreises  werde  ein  fester  Punkt  A  angenommen«  Ist  dann  M 
ein  beliebiger  anderer  Punkt  in  der  Kreislinie,  so  verstehe  ich  un- 
ter dem  zwischen  A  und  J!f  liegenden,  oder  dem  dem  Punkte  M 
zugehörigen  (entsprechenden)  Bogen  den  Weg,  welchen  man  auf 
der  Peripherie  zurück  legen  muss,  um  von  A  nach  M  zu  gelangen. 
Diese  Bewegung  kann  nicbt  nur  von  A  aus  nach  zwei  verschiede- 
nen Richtungen  geschehen,  deren  eine  positive,  die  andere  negative 
Bogen  bestimmt,  sondern  einmal  in  M  angelangt,  wird  man  noch 
beliebig  oft  in  diesem  Punkt  ankommen,  wenn  man  die  Peripherie 
mehrmal  durchläuft.  Es  gehören  daher  dem  Punkte  M  unendlich 
viele  Bogen  zu. 

Nun  denke  man  sich  durch  des  Kreises  Mittelpunkt  ein  recht- 
winkliges Coordinatensystem  in  des  Kreises  Ebene  gelegt,  so  dass 
der  positive  Theil  der  Abscissenaze  vom  Atittelpunkte  nach  dem  festen 
Punkte  A^  von  dem  alle  Bogen  an  gezäblt  werden,  gerichtet  ist. 
Dies  vorausgesetzt,  nenne  ii$b  mit  firrutiert*)  den  Sinus  und  Co- 
sinus des  dem  Punkte  Ü  p^uffehörigen  Bogens  resp.  die  Ordinate 
«nd  Abficiflse  des  Punktes  m  in  ttezug  auf  das  fing<»MMMmene 
System. 

Da  nach  dem  Obigen,  wenn  a  ein  ganz  beliebiger  (positiver 
oder  negativer)  dem  Punkte  M  zugehöriger  Bogen  ist,  enen  die- 
sem Punkte  überhaupt  der  Bogen  ad^^kn  entspricht,  wo  k  eine 


')  Elemente    der   ebenen,   sphärischen  und  sphäroidlschen  Trigonometrie 
zum  Gebrauche  bei  Vorlesimgen. 
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positive  gaBx«  Zalil  bexachaet,  so  folgt  am  der  DefiaitioB  des  Si- 
nofl  ood  CofliDOt,  dass 


1) 


8iii(a 
cos(a 


2Jhr)=aui  a 

=  €08  a 


ist. 

Hierdnrcli  sind  die  Sinnsse  und  Cosinusse  sweier  Bogen  ve^ 
glichen,  die  ticli  um  dtz2^  unterscheiden,  üb  nun  eine  Verglei* 
chung  für  zwei  sich  n«  =lz(2i&+l)2r  imtersdieidende  Bogen  an- 
znstellen,  sei  M'  der  dem  Punkte  Ja  diametral  gegrenüberliegende 
Punkt  der  Peripherie.  Die  diesem  Punkte  zugehörigen  Bogen  zu 
finden,  sfelle  man  sich  vor,  dass  man  auf  der  Kreislinie  fortschrei- 
tend in  M  angelangt  sei,  und  der  Bogen  a  sei  das  Resultat  dieser 
Bewegung.  Von  diesem  Moment  an  gerechnet,  wird  man  zum  er- 
sten Mal  in  M'  ankommen,  wenn  der  Bogen  ±9r  durchlaufen  ist, 
weswegen  dem  Punkte  M'  schon  der  Bogen  a  rj=  tt  entspricht. 
Da  man  nun  von  M'  die  ganze  Peripherie  noch  mehremal  durch- 
laufen muss,  um  immer  wieder  von  Neuem  in  diesem  Punkte  an- 
zukommen, so  gehört  dem  Punkte  M'  überhaupt  der  Bogen  azizTr 
db  2^^  zu.  Jenachdem  man  nun  die  obern  oder  untern  Zeichen 
auf  einander  bezieht,  oder  nicht,  findet  man  die  Bogen  ad=(2^+l);r, 
oder  a=ir(2i& — 1)^;  da  aber  2>& — 1  so  gut  als  2^+1  jede  unge- 
rade Zahl  reprSsentirt,  so  ist  der  letzte  Bogen  im  ersten  schon 
enthalten ,    und    somit    entspricht    dem    Punkte    M'    der   Bogen 

Da  nun  Sinus  und  Cosinus  der  den  Punkten  M  und  Jlt  ent- 
sprechenden Bogen  absolut  gleich,  den  Vorzeichen  nach  aber  ent* 
gegengesetzt  sind,  so  erhält  man  die  Relationen 


V 


sin{a=b(2>&+l);r|  =  —  sin  a 
C08Ja±(2>&-Kl);r|  =  —  cos  a 


Die  AusdrScke  1)  und  2)  lassen  sich  aber  so  mit  einafider  verei- 
nigen; '  , 

sin  (a  db  ^)  =^  ( —  1)^  sin  a 

cos  {ä  it  ^tt)  =  ( —  1)*  cos  a 


3) 


indem  jetzt  A:  eine  beliebige  (gerade  oder  ungerade)  positive  ganze 
Zahl  bezeichnet. 

Dadurch  sind  die  Functionen  sweier  Bogen  verglichen,  die  sich 
um  ein  gerades  Vielfache  von  ^jv  unterscheiden. 

Endlich  betrachten  wir  zwei  Bogen,  die  sich  um  ein  ungerades 
Vielfache  von  ^tf  unterscheiden. 

Zu  dem  Ende  sei  wieder  a  ein  ganz  beliebiger,  dem  Punkte  M 
zugehöriger  Bogen,  der  in  einem  der  vier  Quadranten  (s.  die  nach- 
folgende Figur)  endigen  kann: 


^  hr'          jf'\ 

[ 

/°\ 

J 

J 

<^ 

% 
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O  ist  des  Rreises  Hitt^lpankr,  von  JU  schreitet  man  in  allen  Fäl« 
len  nach  derselben  (positiven)  Richtung  an  M'  fort  durch  den  rech* 
ten  Winkel  MOM'  hindurch.  Dann  ist  a  +  j^^r  ein  dem  Punkte 
Jf  entsprechender  Bogen.  Sind  MS^  MN'  auf  !dO  senkrecht,  so 
erhellt  die  Aehnlichkeit  der  Triangel  MON^  M' 0N\  weswegen 
MN^=,  0N\  und  ON^=iWN\  Da  nun  in  allen  Fällen  8in(cH49r) 
und  cos  a  dasselbe ,  dagegen  cos  (a  +  \Ti)  und  sin  a  entgegenge- 
setste  Vorzeichen  haben,  so  ist 

tsin  (a  +  I^tt)  =  cos  a 
cos(a  + j;r)=:  — sin  o. 

Zieht  man  in  diesen  Relationen  von  a  +  i^r  den  Bogen  w  ab,  und 
herncksichtigt  die  Formeln  3),  so  entsteht 

g«.     i  sjn  (a -^  ^tt)  =  —  cos  a 
)cos(tt  —  i7r)  =  8in  o. 

Addirt  man  in  4)  zn  a  +  ^tt  die  Grösse  kn^  und  beachtet  die 
Formeln  3),  so  wird 

j  sin  I« H- (2^  +  l)i>yj  =  (- l)*  cos  a 
^     lcosja  +  (ait+lH>yj  =  — (— 1)*  sin  a. 

Subtrahirt  man  dagegen  in  5)  von  a^-  \n  den  Bogen  kn^  und 
beachtet  ebenfalls  3),  so  entsteht 

lsin|a  — (2i&  +  l)|Ä^}=  — (— 1)*  cos  o 
^     Jcos|a-(2^H-l)i^)=(— 1)*  sin  a 

So  sind  nun  in  den  Formeln  3),  6),  7)  die  Sinusse  und  Cosi- 
nusse  zweier  sich  um  ein  belicibiges  Vielfache  von  db  \n  unter- 
scheidender Bogen  verglichen. 

3. 

Jetzt  haben  wir  noch  zu  untersuchen,  wie  sich  die  Sinns  und 
Cosinus  eines  negativen  Bogens  zu  denen  des  positiven  verbalten. 

Es  sei  deshalb  o  =  a'  +  2^7r,  wo  o,  a', positiv  und  a'<<2;r; 
dann  ist  —  a  =  —  a  —  2^,  und  folglich  sin  a  =  sin  d  und 
sio( — a)r=sin( — cO,  cos  o  =  gos  al  udd  co8( — a)  =  cos( — d) 
nach  .1). 

Rechnet  man  die  Bogen  a'  und  — d  beide  vom  Punkte  ui  aus, 
so  erhellt  durch  einfache  geometrische  Betrachtung,  dass  dieselben 
zugleich  im  ersten  und  vierten,  oder  im  zweiten  nnd  dritten  Qua- 
dranten endigen,  weshalb  sin  (-^  d)  r=  —  sin  o',  und  cos  ( —  d) 
=  cos  o'.    Daher  ist  auch 

ox     |sin(— a)£=:  —  sin  a 
'  lcos( — a)  =  cos  a. 

Die  Formeln  3),  6),  7),  8)  reichen  nun  voUstfindig  ans,  um  die  all* 
gemeine  Gültigkeit  der  Formeln 

ThattYI.  7 


"1 
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ün(U'^ß)zsssmm  a  cos  /9+cob  a  sio  ß 
co8(a  +  /})  =  cos  a  cos  /?  —  sin  a  sin  /? 


darzutbini. 


4. 


1d  den  Elementen  der  Trigonometrie  wird  ohne  Weitlänfiflckeit 
erwiesen,  dass 


10) 


sin  (a  db  /Q  ==;  sin  a  cos  ß  dh  cos  a  sin  /? 
cos  (a  zt /^  =^  cos  a  cos  j$::psin  a  sin  ß 


ist ,  wenn  die  Bogensumme  a  4«  /?  im  ersten  Quadranten  liegt ,  so 
dass  die  Bogen  o,  ß  beide  positiv  sind,  und  keiner  von  ihnen  hin- 
sichtlich des  absoluten  W^rths  die  Grösse  \jt  übersteigt. 
Für  das  untere  Vorzeichen  nun  huben  wir  nach  8) 

sin  (a  —  Z^)  =  6in  «  cos  (—  ß)  -H  cos  a  sin  (—  /?), 

und  wenn  wir  daher  a  —  /9  als  Summe  der  Bogen  o  und  —ß  an- 
schien,  so  bleibt  für  diesen  Fall  die  erste  der  Relationen  9)  richtig. 

Ferner  ist  nach  8)  sin  ( —  a  —  ß)  =  —  sin  («  +  /J)  = 
—  sin  a  00s  ß  -*-  cos  a  sin  ß^  welches  wiederum  nach  8)  = 
sin  ( —  a)  cos  ( —  ß)  -f-  cos  ( — a)  sin  ( — ß). 

EndHch  ist  sin  ( — «-{-/?)  =  —  sio  (a  —  /?)  =  —  «i«  «  cos  ß 
+  cos  a  sin  ß  nach  10),  welches  nach  o)  wieder  =sin( — a)cos/? 
+  cos  ( —  a)  sin  /$  ist. 

Deshalb  ist  die  erste  der  Relationen  9)  richtig  in  allen  den 
Fällen,  wo  a,  ß  beliebige  positive  oder  negative  Bogen  sind^  deren 
keiner  bloss  mit  Rücksicht  auf  den  absoluten  Werth  die  Grösse  \n 
übersteigt.  Oanz  ähnlich  wird  die  Richtigkeit  der  zweiten  Glei- 
ehung  in  9)  erwiesen. 


5. 

Sind  nun  ity  ß  zwei  ganz  beliebige /Bogen,  dagegen  a\  ß'  zwei 
Bogen,  deren  keiner  hinsichtlich  des  absoluten  Werths  \jt  über- 
steigt, so  können  die  positiven  ganzen  Zahlen  k^  q  jederzeit  so 
bestimmt  werden,  dass  . 

\ß  =  ß'dbi7^..if   , 

ist  ^         ^ 

Denn  ist  «  zuerst  positiv,  so  nehme  man  \n  so  oft  davon  weg, 
als  es  angeht,  z.  B.  mmal,  der  Rest  «  wird  -«^l^r  sein.  Ist  nun 
dieser  Rost  auch  kleiner  als  ^\  so  hat  man  nur  i&=sjEo  zu  neb* 
men.  Wenn  aber  a'  die  Grösse  \n  übersteigen  sollte,  so  setzt  man 
a  =  —  (\n  —  a')  +  i;r(«»-f-l),  welches  ebenso  viel  als  a-f-iTT.jw, 
und  nimmt  ^  =  i»  +  l,  da  niifi  \x  ^^v!  stiets  kleiner  als  \Tt  ist. 

Ist  ferner  a  negativ,  so  kann  nach  *dem  eben  Bewiesenen 
-^  a  S35  «'  +  ^jr  .  ^  gaaetit  werden ,  daas  a'  <;  ^y  und  daBB  ist 
a  =  —  vi  —  -Jtt.A 
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Dieselbe«  SehKiase  gelten  für  ß^  und  niwere  BehAoptnig  iit  so* 
mit  erwiesen. 

Der  Fortging  der  Betiaebtmg  erfa^dert  die  UaftersclieidiiDg 
dreier  Hauptfölle,  nänilich: 

I.  Sind  ^,  Q  beide  gerade  ^:z2A/y  2q',  bo  ist  entweder 

« -1- /? = a' -+.  jj'i  7r(J&' +  ^') 
oder 

a)  Ist  nun  kf'^q\  so  iitt  Ä/ — q'  positiv,  niid  nacb  3) 

sin  (o  H- /?J  =5=  (— 1)*^=*=^ .  sin  (of + /y). 

Entwickelt  man  den  Sinus  auf  der  recbten  Seite  nach  9),  welches 
nach  4)  erlaubt  ist,  und  beachtet,  dass  nach  3) 

sin  a'  =  sin  (a  =f=  k^n)  ==:  ( —  1)^  sin  a 
cos  af  =  008  (a  =j=  ß^v\  ==  ( —  1)^'  cos  a, 

und  ähnliche  Ausdrücke  für  sin  ß^  und  cos  /?'  entspringen,  so  er-^ 
hält  man 

sin(oH-/y)==(— 1)»^*C.(— l)*M^'(sin  a  cos  /?  +  cos  €e  sin  /J). 

Da  nun  das  Product  (—  l)*^*«*. (—  If-^  entweder  =  (— 1)2(^-+^ 
oder  =( — 1)^',  also  stets  die  positive  Einheit  ist,  so  bleibt  die 
erste  der  Relationen  9)  richtig» 

b)  Ist  dagegen  /^<!  ^,  so  wird  man  nur  a  und  ß  mit  einander 
verwechseln ,  wobei  aber  sin  o  cos  ß  +  cos  a  sin  ß  seinen  Wertk 
nicht  ändert. 

II.  Sind  ky  Q  beide  ungerade  ==:2^+I,  2^'+l,  so  ist 
entweder 

oder 

«4- /?  =  «'  +  /¥' =4:  jr(i&'  —  ^')5 

und,  wenn  ^ — q'  positiv,,  nach  3) 
entweder 

sin  (a -H jJ)  =  (— l)*'+e+i .  sin  (o' H- /?9 , 

oder 

sin  (a+  ß)  =  (—  l)*^-f*     .  sin  (o'  -4-  ß). 

Entwickelt  man  die  Function  auf  der  reehfen  Seite  nacli  9),  und  be- 
achtet, dass  nach  6)  und  7) 

sin  a'  =  sin{a=t=i;r(2>&'H-l)j==f:(— l)*'  costf 
eoo  it'ss  cos{fiqp^(a^'-hrl)^  s±dt(— »1)^' smo, 

7* 
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UDd  Unliebe  Ausdrücke  für  sin  ^  und  cot  /f  entspriDgen,  so  folgt, 
dass,  jenacbdein  man  die  Vorzeicben  in   11)  auf  einander  bcjEiebt 
oder  nicbty 
entweder 

sin  (a-H  <?)  =  (—  l)*M-^i .  (—  l)*'+«^i(tin  a  cos  /?+  cot  a  sin  ß) 
oder 
sin  («  +  /?)  =  H  ^)*'"^  •  (—  l)*'+^(wn  «  cos  /?  H-  cos  a  sin  /?), 

weswegi^n  die  erste  der  Relationen  9)  ricbtiff  bleibt. 

Igt  k^  —  q'  negativ^  so  vertauscbt  man  p  mit  o,  and  es  ändert 
sieb  nicbts. 

HL  ist  k  gerade  £=  %k^y  und  q  ungerade  =  2^'  +  1 ,  so  ist 
entweder 

oder 

o  + /» =  o- + /?  ±  4»  {«{if  —  ^' —  1) -H 1 } 

oder 

a +  /?  =  «'+ /r  =fc  4;,|2(ß' _  ^) -|_  1 } . 

Die  erste  Gleicbung  entspringt,  weno  man  in  11 )  die  obern  uod 
untern  Vorzeicben  auf  einander  bezieht,  die  zweite  und  dritte,  wenn 
dies  nicbt  gescbiebt,  und  es  findet  die  erste  von  den  beiden  letz- 
tern, oder  die  andere  ibre  Anwendung,  jenacbdem  k' '^  q*  oder 
A^'<,q'  ist.  Daber  ist  nacb  6)  und  7) 
entweder 

sin(aH-/J)=±(— 1)*^+^  cos  (a'H-^) 
oder 

sin(a-|.^)  =  ±(— l)*'-^^^  cofLia'  +  ß") 
oder 

sin(aH-«==F(-lK"-*' coBi(0'+/J'). 

Entwickelt  man  die  Function  auf  der  rechten  Seite  nacb  9),  und  be- 
achtet, dass  nacb  3) 

sin  a' =  sin  (a  =1=  ^;r)  =  ( — ly  sin  a, 
cos  o'  =  cos(a  =fZ  k^n)  =  ( —  1)*'  cos  a, 

und  nach  6)  und  7) 

sin  /r  =  sin  \ßzp iw(V+ 1)1  =  =F  (—  1)*'  cos  ß, 
cos  ß'  =  eoa\ß=pin(2Q'  +  l)\  =±(—1)?'  sin  ft 

so  ergiebt  sich 
entweder 

sin  (o  -H  /») = =»=  (—  ly-'-Kf .  ±  (—  l)*'+?'(sin  aeonß-heoaa  sin  /») 
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oder 

«D  («-+-/»)  =  =*=(—  iy-9^^ .  =F  (—  l)**+?'(«n  a  eouß+coaa  sio  ß) 

oder 

sin  (a  +  /?)  =  =F  (—  1)^"^ .  =F  (—  lF+^(«ii  «  cos  /?  H-  cos  a  sin  /?), 

woraus  ersi€btl|cb,  dass  die  erste  der  Relationen  9)  richtig  bleibt. 

•  Ist  endlicb  A  ungerade  und  q  gerade,  so  würde  nur  ß  mit  o 
zu  vertauscben  sein,  und  alles'  ungeändert  bleiben. 

Ganz  äbnlicb  kann  der  Satz  für  cos  (a  +  ß)  bewiesen  werden, 
einfacher  jedoch  auf  folgende  Weise : 


7. 

Nach  4)  ist  cos  (a  +  /f )  =  sin  {a  +  ß  +  in)^  welches  nach 
dem  bisher  bewiesenen  allgemeinen  Satze  =  sin  a  cos  (Z^  +  i^r) 
+  cos  a  sin  (/}  +  7^)9  das  wiederum  nach  4)  =sin  a  •  —  sin  ß 
+  cos  a  •  cos  ß  ist. 

Wie  daher  auch  die  Bogen  a,  ß  besch^en  sein  mögen,  es  ist 
jederzeit 

sin  (o  +  /9)  =  siu  a  cos  ß  +  cos  a  sin  ^    " 
cos{a+ß)  =  cos  a  cos  ß  —  sin  a  sin  ß, 

Endlicb  verdient  herausgehoben  zu  werden,  was  sich  aus  5)  und  8) 
ergiebt,  nämlich: 

i  sin  Qjr  —  a)  =  —  sin  (a  —  ^tt)  =  cos  a 
)co8(^7r  —  a)=      cos(a  —  ^;r)s=sin  o. 

Da  die  Bogen  jtt  — o  und  a  sich  complementiren  (d.  h.  zu  ^tw  er- 
gänzen), so  folgt,  dass  Shius  und  Cosinus  eines  Bogens  resp.  der 
Cosinus  und  Sinus  des  Complementar bogens  sind. 
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XIV. 

Eine  Bemerkmig  ttber  den  Beweis  des 
Moimneschen  Lehrsatzes  ohne  HOlfe 

des  'Imaginären. 

VOD 

Herrn  A.  Göpel 

zu  Berlin. 


Die  BAmühoDg^eDy  das  ImagiDära  bei  aoaljtiscben  Oeductiooen 
zu  umgehen,  dürften  Manchem  als  völlig  antiquirt  und  in  jene  Zeit 
gehörig  erscheinen,  wo  man  das  Imaginäre  noch  eben  so  sehr,  als 
beutigen  Tages  die  divergenten  Reinen,  perherrescirte.  Indessen 
können  sie  zuweilen  durch  ansserwissenscnaftliche  Umstände  gebo- 
ten sein,  und  aus  dieser  Rttcksicbt  nimmt  die  folgende  Bemerkung 
einige  Nachsicht  in  Anspruch. 

.  lügran^  argumentirt  za  den  angedeuteten  Zwecke  in  den 
Le\;ons  snr  le  caicul  des  fonctions  p.  143  auf  diese  Art: 

Die  beiden  Reihen 

und 

2,  2cos  a,  2cos  2a,  2co8  Za,  .... 

entsprechen  einem  und  demselben  recurrenten  Gesetz: 

Xr+i  =  (^  -f-  — )Xr  —  Xr^i 

und 

^ru|.i  =  2cOS  aj4r  —  -^r— 1? 

wo  Xr  und  j^r  im  Allgemeinen  beziehlich  ^^  +  ~  und  2cos  ra 
bedeuten«    Setzt  man  also  ^  +  -— =:2cos  a,  so  werden  jene  bei- 

den  Reihen  identisch  und  man  bat  Xr=^n  oder  a:^'^  —  =  2cos  ra. 

Mit  andern  Worten ,  wenn  ;r'  —  2^  cos  a  +  1  =  0,  so  ist  auch 
a:^  —  2ar'"  cos  ra  + 1  =  0,  und  folglich  ist  a^  —  2ar'*  cos  ra  H- 1 
durch  a:*  — 2a:  cos  a+l  theilbar. 
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I 

Hier  ist  aber  4as  Imagtft&re  nur  scbeiabsr  termede»,  denn 
^  +  -^  kann  nicht  gleicli  2cos  a  gesetzt  werden ,  weil  2cos  a  je- 
denfalls innerhalb  der  Gränzen  — 2  und  +2,  dagegen  ^H 

immer  ausserhalb  derselben  liegt.  Oder  besser  gesagt ,  mit  dem 
Setzen  von  ar-f*~  =  2^08  a  ist  eben  ein  Imaginäres  gesetzt  wor* 

den,  was  doch  vermieden  werden  sollte. 

Lagrange  würde  aber  seinen'  Zweck  mittelst  einer  ganz  gerin- 
gen Abänderung  erreicht  haben.  Wenn  man  nämlich  mittelst  jenes 
recnrrentcin  Gesetzes  allmälig  X,,  X Xr  und  zwar 

erhält,  so  muss  man  f&r  das  allgemeine  Glied  der  andern  Reihe 
ulr  ebenfalls 

j4r = /?(2cos  ay  +  ^(2cos  a)»^i  -4- . . . . 

erhalten,  weil  es  durch  eben  dasselbe  recurrente  Gesetz  entsteht. 
Folglieh  ist 

Wird  nun  j*echts  and  links  mit  acf  muKipficirt,  äo  hat  man 

af^"-  —  %a:''  cos  ra  +  I  =       /^{(a:*  + 1)*"  —  (2ä?  cos  üi\^\ 

+  ^^{(^•  +  1)'^^  — (^  cos  a)'^M+*— > 

wo  auf  der  rechten  Seite  jedes  Glied  dnrch  (:r'  +  l)  —  (2^  cos  a) 
theilbar  ist,  was  mithin  auch  für  die  linke  Seite  gilt. 
Mau  erhält  auch  durch  eine  theilweise  Division: 

;r»  —  2a:  cos  « -I- 1  ^^ 

+  0:2»^-*  — 2ar— 1  cosfr  — l)a-f-l 

^^^"**  or*  — 2ar  cos  a-f-1 

^    aßr-^  —  2a:>^-g  cos(r — 2)ct^1 
x^  —  2^  cos  o  +  l 

Wenn  also  irgend  zwei  auf  einasdcr  folgende  Glieder  der  Reibe 

••oj    •*i>    -«aj    *%    ••••} 

WO  Yr  allgemein  den  Ausdruck  o?^  —  2a:^  cos  ra  + 1  bezeichnet, 
durch  as^^  —  2^  cos  a-f-1  theilbar  sind,  so  ist  e^  auch  das  näch- 
ste, mithin  alle  übrigen.    Nun  ist  es  aber  das  erste  y«,  welche» 
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Null  Ut;  und  dai  zweite  F|,  welches  ^*  —  &r  cos  a  4-  1  selbst 
ist;  folglich  ist  auch  ai^  —  %jc/^  cos  ra  -H 1  durch  o?*,—  ir  cos  o -|- 1 
tbeilbar. 


XV. 

Bemerkungen  Ober  die  Lehre  von  den 
geometrischen  Progressionen  *). 

Von 

Herrn  E.  Heis^ 

Oberlehrer  an  der  höheren  Bürger-  und  ProTinsial« Gewerbschule 

zu  Aachen« 


Bekanntlich  lassen  sich,  wenn  von  den  fünf  G;'össen :  AnfaDg^s- 
glied  Us  Endglied  ^,  Anzahl  der  Glieder  n,  Exponent  e  und  Suaime 
aller  Glieder  9  einer  ffcometrischen  Progression  drei  gege- 
ben sind,  die  beiden  übrigen  leicht  finden.  Die  Lehrbücher  der  Al- 
gebra geben  zu  den  20  möglichen  Aufgaben  die  Resultate  tbeils 
direct  an,  theils  stellen  sie  die  Gleichnnffeu  auf,  deren  Wurzeln 
zur  Pesümmung  der  gesuchten  Grössen  dienen;  so  wird  zur  Be- 
stimmung von  e  aus  a,  «t,  *  die  Gleichung  e« —  •—«  +  — — -  =  0, 

zur  Bestimmung  von  t  aus  a,  «t,  «,  so  wie  zur  Bestimmub$c  von 
a  aus  /,  «,  *  die  Gleichung  t(9  —  ty^^  —  a(#  —  «?)«— 1  =  0,  und 
endlich    zur    Bestimmung    von    e    aus    «t,    t^    9    die    Gleichung 

e»  —  - — 1^—1  -I — : — -  =  0  aufgestellt.     Diese  drei  Gleichungen 

vom  nten  Grade  enthalten  aber  jede  einen  Wurzelwerth ,  welcher 
der  Gleichirng,  nicht  aber  den  Forderungen  der  Aufgabe  zukommt. 
Zur  Vereinfachunii:  des  Ausdruckes  sind  nämlich  die  iirsprünglichen 
Gleichungen  vom  (n  —  l)ten  Grade  durch  Multiplication  mit  einem 
binomischen  Factor  in  Gleichungen  vom  Mten  Grade  verwandelt 
worden,  erhielten  aber  eben  durch  diese  Multiplication  einen  Wur- 
zelwerth, welcher  als  Antwort  auf  die  gegebene  Aufgabe  ganz  und 
gar  nicht  passt.    Um  e  aus  a^  1»,  9  zu  bestimmen  dient  nun  die 


*)  S.  meine  Sammlung  von  Beispielen  und  Aufgaben  aus  der  allgemeinen 
'  Arithmetik  und  Algebra,  dritte  vermehrte  Auflage.    Köln.    1844. 
Seite  271. 
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Gleichung  dei  (it— l)teD  Grades  e^^  +  ««~«  -|*  e«~» -|-  l  —  -^ 

=  0,  welche  auch  unter  der  Form  — ^^ "Z"  =  0  sich  darstelleD 

lässt«  Multiplicirt  man  diese  letztere  Gleichung  mit  e  —  1,  so  er- 
hält man  die  Gleichung  e» ^H — ^^— =  0  vom  «ten  Grade, 

welche  in  den  Lehrhäcbern  gewöhnlich  angeführt  wird,  die  aber  den . 
'  Wurzelwerth  «=1  in  sich  enthält,  welcher  in  Bezug  auf  die  Forderung 
der  Aufgabe  unrichtig  ist.   Die  Gleichung  irf# — ^'•— i — a(9 — ^Y'^^ 
=5  0  zur  Bestimmung  von  a  oder  f  enthält  den  Wurzelwerth  t=ay  uiese 
Gleichung  ist  demnach  zu  verwerfen  und  statt  ihrer  die  Gleichung 

vom  («— IJten  Grade  y"— ^  H-  y""**  +  y**"'  . . . .  + 1  —  *--  =  0  oder 

«—1 

yu 1      f  l/T 

* ; =0  anfzujstellen ,  wo  p=:]/ — ,  deren  Wurzeln  alle 

y  — 10  ^  r     n 

den  Forderungen  genügen.    Die  Gleichung  «* 17/^*^^  "^ — ZT* 

=  0  endlich  giebt  den  Wurzelwerth  ^  =  1^  welcher  ebenfalls  nur 
der    Gleichung    genügt;    statt   dieser  Gleichung  vom   nten  Grade 

ist  daher  die  Gleichung  ««--i(l r-)  +  ««-*-|- ««--»...  .4- e+1 

=  0  oder      ,  — r-€»^i  =  0  aufsustellen.    In  einem  ganz  beson« 

deren  Falle  kann  zwar  ^  =  1  und  a  =  ^  sein ,  aber  alsdann  liefert 
auch  die  Gleichung  vom  (i»  —  l)ten  Grade  diese  Werthe  und  die  Glei- 
chung vom  itten  Grade  würde  diese  Werthe  doppelt  geben. 


XVI. 

Uebuiigsaufgaben  für  Schaler. 


Es  ist 

4«,a,  =  (flf,  +  a^y  —  {a,  —  »,)» 
und 


24a, 

0,0, 

=      («. 

■+•«. 

-f-«.)' 

-(«. 

+  «. 

-a.y 

-(«. 

-♦-«, 

-«.)• 

~(«. 

+  «. 

-«.)•. 
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Lagsen  sich  äholiche  Gesetze  für  Producte  mit  nebr  als  drei  Facto« 
reo  aDgebeo? 


Wenn  die  Seiten  sweier  Dreiecke  einander  parallel  sind»  und. 
das  eine  dieser  beiden  Dreiecke  in,  das  andere  um  ein  drittes 
Dreieck  beschrieben  ist,  so  ist  der  Flächenraum  dieses  letzteren 
Dreiecks  die  mittlere^  Proportionale  zwischen  den  Flächenräumen 
der  beiden  ersten  Dreiecke. 


Ziisats  BU  den  zu  heweisendeii  Sätzen.    Tbl.  V.    S.  33^. 

Von  Herrn  A.  Göpel  zu  Berlin. 

1)  Von  der  Reibe 

"sr  2'        * '  "^  2*  •  4*  .  T  "~  •  •  •  • 

4 

ist  für  jedes  m 

die  Summe  der  ersten  i»  Glieder  = 2».4>.>.(2i»~2)>.2i> ' 

2cos  "5"^ 

also  die  Summe  sämmtlicher  Glieder  =-— --. 

n{l — m*) 

2)  Von  der  Reihe 

f»»  — 2»     ,       (m»— 2»)(iii»— 4»)    ^ 

ist  für  Jedes  m 

die  oumme  der  ersten  n  Glieder 

_      1  1         (2>-^»i«)  (4*— iii«).,..(4it»— jw») 

—  «i»— 1       «t«— 1'       S»,5^....(2«— 1)»(2»-|-1)      ' 

1 sin  -5-7» 

also  die  Summe  sämmtlicher  Glieder  =  -^     ^ 


3)  Wenn  m  eine  gerade  Zahl  ist,  so  ist  die  Summe  der  Reihe 

*'^f»»  — 2»'  («i»— 2»)(i»»— 4«) 

^  (1^»  —  2»)  («»»  —  4»)  («i»  -  6»)  •  **       •••• 

bis  zu  den  unendlich  werdenden  Gliedern  fortgesetzt: 


1 
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>»  — r    '~2«»-i  •  2.4..., m— 2. m^' 


m 


wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  zn  nehmen  ist,  jenachdem  -r- 

gerade  oder  ungerade  is. 

Welches  ist  ihre  Sumn«  fiar  ein  heliebiges  m%' 

4)  W^nn  m  eine  ungerade  Zahl,  grösser  als  1»  ist,  so  ist  die 

Summe  der  Reihe 


jB,«--S«  •         («»-J»)  («•»-5»)  •     ^  (J»»— S*)(«t»— 5«K«"— 7») 

his  zu  den  unendlich  werdenden  Gliedern  fortgesetzt: 

2         1^     1  2.4....W  — 3 

»»  — 1  — »»-i'  1.S....IIIIT-4.M  — 2' 

ju       1 

wo  das  obere  nder  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  jenaehdem  -^ — 

gerade  oder  ungerade  ist 

Welches  ist  ihre  Summe  fiir  ein  heUebiges  m% 


xvn. 

M  i  s  c  e  I  i  e 


Acad^mie  des  sciences  de  Saint -P^tersbonrg. 
(Seances  des  mois  de  janvier,  feTrier  et  mars  1844.) 

Un  rapport  a  ^td  fait  a  rAcaddmie  sur  une  d^ouyerte  faite  en 
met^rologie  par  M.  Nervander,  professeur  a  Helsingfors;  les  an- 
teurs  de  ce  rapport  sont  MM.  W.  Struve,  B.  Lenz  et  Hess.  Bn 
voi^^i  le  texte  mtoet 

,»M.  Nervander,  professeur  a  Helsingfors  et  memhre  correspon- 
dant  de  l'Aead^mie)  vient  de  lui  €omnuni4|aer,  sous  forme  de  lettre» 
le  rdsultat  d^un  tra?ail  sur  la  m^t^orologie,  ^ui  contient  Texposi- 
tion  d'un  phteom^ne  tellement  important,  et  si  parfaitemeat  ignord 
jusqu'ii  ce  jour,  qua  aous  avona  cru  de  notre  detoir  de  recomman- 
der  k  l'aUentiM  de  TAcadteie. 
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Les  travanz  mMorologiqaet  qoi  opt  raiiport  aux  pb^noaines 
de  la  chaleor  dani  iiotre  atmosph^re  out  6ti  toujours  dirig^s  yera 
le  but  de  trouver  la  loi  qni  r^git  certaines  yariatioDS  d^pendantea 
d'ane  canse  nanifeate,  comme  par  fczeinple  les  variatioai  de  tem- 

S^ratore  qni  r^iuttent  de  la  positioo  de  la  Terre  par  rapport  au 
oleil,  oa  de  la  rotation  de  la  Terre  m^me  antour  de  sod  axe. 
Mais  ces  lois  devaient  ^tre  d^nites  de  pb^Dom^nes  variables  >  et 
conetamnieDt  modifi^  par  riafloeoce  de  canaes  perturbatrices  qui  les 
faisaieot  paraitre  irr^guliers.  Le  mojen  dont  od  s'est  servi  pour 
d^couyrir  quelqoe  r^g^larit^  dans  la  nasse  des  variatioos  produites 

fiar  les  dini^rentes  caoses  perturbatrices  a  ^t^,  comme  od  le  sait» 
'application  du  priocipe  des  grands  oombres.  Poor  appliquer  ce 
principe,  on  distribue  les  observatioas  en  groupes  qui  embrassent 
nne  p^riode  d^termin^,  comme  par  exemple  uo  iour,  uue  aan^e. 

On  prend  alors  la  mojenne  des  observations  correspoodantes 
au  m^me  mois  ou  k  la  meme  beure,  selon  la  dur^e  de  la  p^riojde. 
En  se  .ser?ant  d'un  grand  nombre  de  groupes,  lea  variations  irr^« 
guli^res  se  d^tmisent  r^ciproquement,  et  il  ne  reste  plus  d'apparent 
que  les  variations  essentielles  provenant  des  causes  qui  agisseut 
dans  le  nidme  sens.  Dans  cette  sorte  de  recberobes,  qui  ont  pour 
but  la  marche  de  la  cbaleur  pendant  une  p^riode  d'un  jour  ou  d'une 
ann^e,  'on  est  touionrs  sür  de  parvenir  a  un  r^sultat  ditermin^;  car 
il  ne  peut  y  avoir  aucun  doute  sur  Texistence  de  la  Periode.  La 
loi  ou  la  marcbe  cherch^e  de  la  temp^ratüre  uoe  fois  d^terminte» 
on  est  convenu  de  consid^rer  comme  d^s  irr^nlarit^i  toute  d^via« 
tion  de  cette  marcbe  indiqn^e  par  les  observations  isoldes«  Per- 
sonne ne  pouvait  cependant  douter  que  oes  irr%ularit^s  alles  mßmea 
ne  fussent  la  cons^uence  n^cessaire  de  causes  d^termin^es,  comme 
il  en  est  pour  le  phenomene  dont  la  r^gularit^  a  616  reconnue.  Lea 
autres  pb^nomenea  ne  nons  paraissent  irrdguliers  que  par  l*ignorance 
oü  nous  sommes,  taut  de  causes  aux  quelles  il  fa\|it  les  attribuer 
que,  par  cons^quent  aussi,  des  p^riodes  qni  suivent  ces  irri^gulari« 
t^.  On  voit  par-la  ^u'il  n'j  a  d'antre  moyen  de  parvenir  a  cette 
connaissance  que  celui  de  sonmettre  les  diff^r^nts  ph^nomenes  de 
p^riodicit^  que  präsente  notre  sjsteme  solaire  k  un  exameu  com- 

fiar^  avec  les  variations  que  priseotent  les  pb^nomdnfes  de  la  cba- 
eur,  d^ermiu^es  par  de  bonnes  exp^riences.  Mais  on  voit  aussi 
,  que  cette  voie  pour  parvenir  au  but  est  tres  ^laboriense ,  et  il  esc 
d'autant  plus  dimcile  de  se  r^soudre  a  la  suivre^  qu'il  est  impossi« 
ble  de  pr^voir  si,  parmi  toutes  ces  rechercbes,  il  en  existe  r^elle- 
ment  une  qui  doive  6tre  couronnde  de  succes« 

Quoi  qu'il  en  seit,  c'est  le  seul  mode  de  proc^der  que  nous 
oSfre  la  science.  D^autant  plus  ffrande  est  notre  satisfaction  en  vo* 
jant  se  vouer  k  ce  travail  un  pbjsicien  aussi  consciencieux  et  d'une 
perspicacit^  aussi  reconnue  <]na  Pest  M.  Nervander,  et  naua  nous 
t'^licitODS  sinc^rement  de  voir  ces  recberches  conronn^es^  d'un  suc- 
ces aussi  Evident  que  celui  qui  r^sulte  du  präsent  travail. 

M.  Nervander  avait  d^convert  ant^rieureroent,  par  une  recbercbe 
sur  le  temps  de  la  debdcle  de  quelques  rivieres,  que  ces  ^poques 
manifestaient  une  p^riodicit^  de  sept  aos  qui  se  r^pröduisait  avec 
uoe  assez  grande  regularit^.  Supposant  que  cette  pdriode  devrait 
se  retrouver  dans  la  marcbe  des  temp^ratnres ,  il  tacha  de  la  ren- 
dre  Evidente  en  gronpant  les  observations  par  p^riodes  de  sept 
ans,     Cela  le    conduisit  a   examiner  la  pMode  d'une  r^voltttio» 
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da  Soleil  autour  de  son  axr.  Le  (emps  de  cette  r^volotioo»  ponr 
OD  observateur  plac^  an  centre  de  la  Terre,  ou  le  temps  de  Ja 
rotation  ^eocentriqae ,  a  4t6  fiz^  en  dernier  lieu  par  N.  Laugier 
a  27,  23  jours.  M.  IVervander  ordouoe  les  observatioos  tbermom^-' 
triqaes  de  Paris  en  groupes  d 'apres,  cette  p^riode,  et  obdent  ponr 
r^sultat,  qu'il  existe  r^ellement  ane  p^riode  semblable  pour  les  tem- 
peratures.  La  dur^  n'en  etait  pourtaot  pas  absolumeot  la  indine; 
en  la  modifiaat  jusqn'a  ce  qae  la  p^ri^dicil^  se  manifestdt  de  la 
maniere  la  plus  prononc^e  par  les  temp^ratures,  il  ubtint  une  dn- 
r6e  de  27,26  jours.  Cette  dur^  approche  beaucoup  de  celle  fron- 
v^e  par  M.  Laugier,  et  si  l'oo  considere  qae  la  ddterniination  de 
cette  duree  au  oiojeu  d*observatious  astronomiques  laisse  toujours 
une  incertitude  k  cause  de  la  mobilit^  des  taches  du  Soleil,  oo  ne 
peut  bdsiter  a  admettre  pour  la  dur^e  de  la  rotation  du  Soleil  le 
nombre  fouroi '  par  le  meilleur  accord  des  observations  m^teorolo- 
giques. 

NouB  voyoDS  donc,  pour  la  premiere  fois,  ce  fai^  remarquable 
qu'on  ph^Dom^De  appartenant  a  notre  sjst^me  solaire  a  iU  d^ter- 
min^,  par  la  m^t^orologie,  la  plus  vague  des  sciences  physiques, 
avec  une  pr^cision  plus  gru^de  que  celle  qu'il  ait  6t6  possible  d'at- 
teindre  par  des  observatioos  astrouomiques. 

La  superficie  du  Soleil  offre  donc  des  endroits  qni  ^mettent 
plus  ou  moins  de  chaleur,  de  maniere  que,  selon  le  cot^,  que  nous 
präsente  le  Soleil,  la  Terre  en  re^^oit  plus  ou  moins  de  cbaleur,  et 
qne  pendant  la  dur^e  de  notre  6t6  la  marche  de  la  temp^rature  est 
sottinise,  k  la  surface  de  la  Terre,  au  ofoins  cleux  fois  ä  un  abais- 
sement.  La  limite  de 'cette  Variation  est  de  0**,0  C.  Mais  ce  qui 
prouve  que  le  r^ultat  obtenu  n'est  pas  dA  a  une  cause  fortuite, 
mais  ä  ulie  cause  bien  d^termin^e,  c'est: 

,,1.  Que  les  observations  de  Paris  et  les  observations  faites 
pendant  50  ans  a  Inspruck  donnent  la  m^ine  marcbe  p^riodiqne. 

2.  Que  la  preni^re  moiti^  des  observations  d'lnspruck,  calcu- 
1^  de  la  mtoe  maniere  que  la  secpnde  moiti^,  offre  le  mime  r^- 
soltat. 

3.  Qne  si  Pon  combine  ensemble  les  premiers  semestres  de 
cbaque  ann^e,  et  de  mdme  les  seconds  semestres  de  cbaque  ann^e, 
ils  conduisent  encore  a  la  mdme  märcbe  p^iodique. 

L'importance  du  rdsultat  obtenu  pour  la  science  m^t^orologique 
est  Evidente,  et  il  ne  nous  reste  qu'ä  ^mettre  le  voeu  de  voir  cette 
d^couverte  publide  par  M.  Nervander  dans  tous  ses  d^tails.  Nous 
d^sirons  le  voir  ^tendre  ses  recberches  k  d'autres  p^riodes;  toute* 
fois  il  serait  indispensable  qu'on  lui  fournit  les  mojens  n^cessaires 
pour  ^viter,  dans  un  travail  de  cette  importance,  cette  partie  fasti- 
dieuse  et  pnrement  m^anique;  mais  n^anmoins  absolument  in- 
dispensable, comme  rarrangement  et  la  copie  des  nombres,  leur 
sommation  etc.'^ 
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Satz   vom   Trapezium. 

(Von  Herrn  Lebdin,  ^leve  du  College  de  Dijon.) 

Id  Taf.  I.  Fig.  5.  sei  ABCD  ein  Trapeziam  mit  den  beiden 
parallelen  Seiten  AB  und  C/l,  und  E  sei  der  Durchsehoittspuakt 
seiner  beiden  Diaf^onalen.  Zieht  man  Ton  El  ans  mit  AC  und  BD 
die  ParaHelen  EF  und  EF^ ,  so  sind  die  Dreiecke  ABC^  CEF 
und  ACD^  DBF  einander  ähnlich,  nnd  man  hat  also  die  folgen- 
den Proportionen: 

AB.ACz=zCFiEF, 

AC :  CD=BF:  CD--  CF-, 

ans  denen  sich  nach  einem  bekannten  Satze 

ABiCD=:  CFx  CD--  CF, 
also 

ABiAB-^CD^iCFxCD, 

folglich  . 

CF^  ^i?.CT 


ergiebt.    Ganz  eben  so  ist 

Also  ist  CFi=i  DFij  und  zugleich  siebt  man  bicrau$,  dassj  so  lanffe 
die  Grösse  der  beiden  parallelen  Seiten  des  Trapezinms  sich  nicht 
ändert,  wie  sich  auch  die  beiden  anderen  Seiten  desselben  ändern 
mögen,  die  eii^ader  gleichen  Linien  CF  und  DF^  constant.  sin4. 
Führt  man  den  gefundenen  Werth  von  CF  in  die  Proportion 

ABiACzrzCF.EF 

ein,  und  bestimmt  EF^  sa  erliält  man: 

und  ganz  eben  so  ist 

Also  ist 

EF-^  EF,  =  CD   jßZ^rcD' 

Aus  allem  Vorhergehenden  ergiebt  sich  der  folgende  Satz: 

Der  geometrische  Ort  der  Durchscnnittspunkte  der 
Diagunalen  aller  über  derselben  Grundlinie  beschrie- 
benen Trapeze,  deren  der  Grundlinie  parallele  Seite 
constant  ist,  und  deren  beide  anderen  Seiten  eine  con* 
staute  Summe  haben,  ist  eine  Ellipse. 


Die^  Brennpunkte   und    ilie  Baoptaxe   dieser  Ellipse  sind  nach 
dem  Obigen  leicht  zu  bestimmen. 


Satz  vom  regulären  Oetaeder. 
{Von  Abeiard  SeryMieu  Levy*).    Bewiesen  von  Herrn  H.  Breton.) 

t 

Wenn  der  körperliche  Winkel  8  (Taf.  I.  Fig.  6.)  eines 
regulären  Octaeders  von  einer  beliebigen  Ebene  ^'ifiTC'/l'' 
geschnitten  wird,  so  ist  immer 

sa:  "*"  SC  ~  SB''^  Sir' 

Beweis.  Die  zu  beweisende  Relatien  wird  bewiesen  sein, 
wenn  man  die  Eichtigkeit  der  Gleichung 

Sj^ -f. SC  __sR+sir 
sj'.sc  — SB'. Sir  ' 

oder  die  Richtigkeit  der  Gleichung 

SAT. SC   _  SB.siy 
SA: + SC      SB^sir 

beweisen  kann.  Nun  tiberzeugt  man  sich*  aber  leicht,  dass  die 
Grössen  auf  den  beiden  Seiten  des  Gleichheitszeichens  die  Seiten 
der  in  die  rechtwinkligen  Dreiecke  ASC  und  B'SJy  so  beschrie- 
benen Quadrate,  dass  ein  Winkel  dieser  Quadrate  mit  den  rechtes 
Winkeln  A'SC  und  B'SD'  zusammenfällt,  ausdrucken.  Daher 
kommt  der  Beweis  darauf  zurück,  die  Gleichheit  dieser  beiden 
Quadrate  zu  beweisen,  was  leicht  auf  folgende  Art  geschehen  kann. 
Die  Linie  SO^  welche  als  die  Durchscbnittslinie  der  Ebenen  ASC 
und  BSD  noth wendig  durch  den  Durchschnittspunkt  O'  der  Dia- 
gonalen des  Vierecks  A'B'C'I)'  gehen  muss,  halbirt  die  rechten 
Winkel  ^iS^^^  und  BSD.  Also  halbirt  die  Linie  8(y  die  rechten 
Winkel  der  Dreiecke  A'SC  und  B'SD'.  Da  nun  aber  die  Diago- 
nale  eines  auf  die  oben  näher  bezeichnete  Weise  in  ein  rechtwink- 
liges Dreieck  beschriebenen  Quadrats  den  rechten  Winkel  dieses 
Dreiecks  ofifei)bar  halbirea  mttss,  so  ist  Sff  sowohl  die  Diagonale 
des  in  das  rechtwinklige  Dreieck  A*SC\  als  auch  die  Diagonale 
des  in  das  rechtwinklige  Dreieck  B'SD'  auf  die  angegebene  Art 
beschriebenen  Quadrats,  und  diese  beiden  Quadrate  haben  folglich 
gleiche  Diagonalen,  sind  also  einander  gleich,  w.  z.  b.  w. 


')  A.  S.  Levy,  geboren  den  14teD  November  17%^  zu  Paris,  war,  nachdem 
er  sich  lange  in  England  und  Bejgien  aufgehalten,  zuletzt  Professor 
der  Mathematik  am  College  Cbarleibagne  zu  Paris,  und  starb  am  21sten 
Juni  184],  wefren  seiner  Kenntnisse,  seines  ausgezeichneten  Lehrtalents 
und  seines  trefflichen  Charakters  allgemein  geachtet. 
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Berichtigung. 


In  meiDem  Aafs.itze  No.  VUI.  id  diesem  Hefte  bitte  ich  S.  51. 
nnteo  und  S.  5&  obeo  die.  eine  Unrichtigkeit  enthaltenden,  Worte 
von  „Nun  iit  aber  offenbar «-<2,  r> V/2,  fe»>V/2,  u.s.w. 
bis  und  folglich  um  so  mehr  —  «-i-tf  +  ff^  +  ^^2,  d.  i. 
X'^2*^  zu  streichen,  und  dafür  Folgendes  zu  setzen. 

Nun  ist  aber  offenbar  A^E'=,as  als  die  Sehne  von  -/^  der  Pe- 
ripherie kleiner  als  die  Seite  des  regulären  32ecks,  und  A^DT=zWy 
als  die  Sehne  von  -f-^  der  Peripherie,  kleiner  als  die  Seite  des  re* 
guläreh  Secks.    Die  Seite  des  32ecks  ist  bekanntlich 

V/(^  -.  \/l^  +  y/{^  ^  v/2)))  =  0,1900343 

and  die  Seite  des  3ecks  ist 

1/3=1,7320508. 

Daher  ist 

S9<  1,7320508  und  ^<  0,1960343 

also  «r  +  ^ <  1)9280851 ,  d.  i.  «r  +  ^<^2,  und  folglich,  .weil  of-* 
fenhar  — »  +  tf  negativ  ist,  um  so  mehr  — ii  +  c'  +  S9  +  «sP<2, 
d.  i.  X<2. 

Man  kann  dies  aber  auch  auf  folgende  Art  zeigen.  Wenn  AB 
(Taf.  1.  Fig.  7.)  die  Seite  des  lOecks  und  AD  die  Seite  des  30eck8 
ist,  so  ist  in  dem  Dreiecke  ADF^  wie  man^  leicht  findet,  ^ADF:=2 
<  AFD  =  84<>,  also  ADz=AF  und  folglich  offenbar  die  Seite 
des  SOecks  kleiner  als  die  Hälfte  der  Seite  des  lOecks.  Also  ist 
um  so  mehr  a:^  als  die  Sehne  von  i^  der  Peripherie,  kleiner  als 
die  Hälfte  der  Seite  des  Zehnecks,  d.  i. 

,V/5  — 1 


a: 


4 


Ferner  ist  w ,  als  die  Sehne  von  -f^  der  Peripherie ,  kleiner  als 
die  Sehne  von  -f^  der  Peripherie.  Da  nun  bekanntlich  \/ — 5 — 
die  Seite  des  Fünfecks  ist,  so  ist 

.  ytf^       5-K5.  _  1  /L+il/5  _  1/5  +  A 

v/  (4 2—)  —  y  —5—  —  — 2— 

die  Sehne  von  tV  ^^i*  Peripherie,  also 

Weil  aber  offenbar  m<^2,  cf<;2  ist,  so  ist 

^c,  9   V^5-H    V/5  — 1     .    .  ^^ 

«ewar-<2.2. — 5 . — r — ,  d.  1.  «fw^<2, 

« 

und  folglich  der  absolute  Werth  von  :Z  kleiner  als  2.  Für  Xr=2 
ist  aber  F=  —  2,  also  Zz=,  —  3,  nach  der  dritten  der  Gleichun- 
gen II),  was  gegen  das  Vorhergehende  streitet. 
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Berechnung:  des  KSrperfnhaltes  der 

Prismen. 


Von  dem 

Herrn  Professor  W.  Matzka 

der  i.k.  philosophischen  Lehranstalt  zu  Tarnow  in  Galizien. 


Die  Herieitnog  des  Ausdrucks  fiir  den  KurperiDhalt  der  Pris- 
men,  wie  sie  in  den  mir  bekannten  Lehrbüchern  gegeben  wird, 
vermag  durchaus . nicht  .mich  zufrieden  zu  stellen,  weil  die  ihr  zu 
Grunde  liegende  Untersuchung,  unter  was  für  Bedingungen  Pris- 
men gleich  sind,  überall  mehr  oder  weniger  mühselig  durch  aller- 
hand particulare  Fälle  und  Verwandlun^sen  sich  hindurchzieht ,  und 
die  Beweise  der  Proportionalität  der  Prismen  entweder  nur  obenhin 
oder  gegenttieilig  scblejppend  gegeben  werden.  Ich  will  hier  zei- 
gen, wie  si^di  (ue^em  Mangel  der  Stereometrie  gründlich  abhelfen 
lässt,  und  z\^'ar  nach  zwei  Verfahren,  von  denen  das  erstere  neu 
nod  entschieden  kürzer  ist,  und  das  zweite  mehr  an  das  übliche 
sich  anschliesst. 


Erstes  Verfahren. 


.    A.    Vergldchnig  der  Prismen. 

» 

§  1.    ifaupilehrmh,    L  P.rismen  von  gleichen  Seiten  und 
congruenten  Querschnitten^)  sind  gleich. 

Beweis.  Man  erweitere  die  (prismatischen)  Seitenflächen 
der  Prismen  ACEace  und  A'OB'afc'e^  (Taf.ll.  Fig.  1.),  führe  ganz 
aussei'halb  der  Prismen  Querschnitte,  und  bringe  diese,-  da  sie 

*)  Die  Durchschniftsfigur  einer  Ebene ,  -welche  eine ,  also  auch  säuunt- 
liehe  Seiten  einer  prismatisehen  Fläche  oder  eines  Prisma  schneidet, 
nenne  ich  Vwn  einen  Querschnitt  oder  Schrägschni tt,  je  nach-* 
dem  die  iCbeae  auf  4en  Seitoii  ««nkreoht  oder  schief  (schräg)  steht. 
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der  AnDahme  semäss  congroent  sind ,  dei^estalt  mit  einander  über- 
ein,  da«8  die  T^rismen  sähst  afif  verschiedene  Seiten  dieses  ge- 
meinschaftlichen Quersc)inittes  aßySs  zu  stehen  kommen.  Dann 
lauen,  weil  in  einem  Punkte  aui  einer  Ebene  nur  eine  pinzige 
Gerade  senkrecht  sein  kann ,  die  auf  dem  gemeinsamen  Querschnitte 
senkrechten  Seiten ,  also  auch  die  durch  sie  gehendcfki  Seitenebenen 
und  sofort  selbst  die  prismatischen  Seitenflächen  der  Prismen 
überein;  und  es  entstehen  zwei,  im  Allgemeinen,  nicht  parallel 
abgeschnittene  Prismen  AVEA'CE^  und  acea'c'e'^  deren  Con- 
gruenz  sich  leicht  nachweisen  lässt. 

Denn  1)  weil  die  Seiten,  Aa  und  d'a^,  der  Prisnen  gleieh* 
lang^  vorausgesetzt  worden  sind,  müssen,  wenn  man  zu  "jeder  von 
zweien  in  einerlei  Geraden  li^^ceoden  sirichen  Seiten,  wie  Aa  und 
A'a',  das  zwischen  ihnen  befindliche  Stück  aA'  addirt,  die  als 
Summen  entstehenden  Seiten,  AA'  und  aa*,  welche  in  einerlei 
Geraden  liegen,  einander  gleich:  sein;  also  AA'  =  aa'  und  ebenso 
BB'=^bb'j  CC'  =  cc' ,....  Ferner  sind  2)  die  parallelen  Gnmdkan- 
ten  der  ursprünglichen  Prismen  eleich^  wie  AB^^^at,  Bc:=bc, ..  .►, 

A'B'=a'b',  B'C'  =  b'c', Daher  sind  3)  in  den  nicht  parallel 

abgeschnittenen  Prismen  ACEA'C'Ef  mid  acea^e'tf  die  Seiten- 
'  und  Grundkanten ,  paarweise  verglichen ,  gleich  gerichtet  und  gleieh- 
lang;  mithin  müssen  auch  die  "Winkel  jedweder  zwei  Paar  gleich- 
gerichteter Kanten  gleich  sein,   wie  ABB'=abb',  B''BC=^b'bc, 
ABC=abc,.,...    Endlich  4)  sind  an  ihnen  auch  die  Winket  der 
gleichgestreckten  Ebenen  ^eich,  wie   die  Grundkantenwilskel  an 
AB  und   ab,  und  wie   die  Seitenkantenwinkel  an  AA'  und  a<i^ 
Denkt  man  sich  daher  die  beiden  nicht  parallel  abgeschnittenen 
Prismen  ACEA'C'E'  und  acea'c'e'  dergesmH  feu  einai^der  gebrachty 
'  dass  zwei  gleiche  Kanten,  AA'  und  air,  und  Ihre  gleichen  Kanten- 
Kinkel  überein  fallen;  so  kommen  auch  die,  dfese  Kanten  bildenden 
Seitenebenen  und  die  an  den  Grenzpmikten  derselben  befindlichen 
Ecken,  wie  jene  an  A  und  a,  an  ^'und  a',  und  iiberhaimt  iedl^n  tn^\ 
parallel  gestellten  Ecken ,  mit  einander  übereft) ;  ein  solches  Prisma 
aci^a'c'e   wird  gleichsam  zwischen  der  sie  beide  einhüllenden  pris* 
matischen  Fläche  Ab'Cd!Ea',  um  die  Länge  einer  Seile  Aa  oder 
A'a'  der  ursprüngKchen  Prismen,  von  a  nach  A  jgesdhoben  vtid 
füllt  sonach  aas  andere  Prisma  ACEace  ganz  aus.    Weil  nun  in 
dieser  Lage  der  nicht  parallel  abgeschnittenen  Prismen  ACEA'CE' 
und  aceac'e'  jedweder  Unterschied  zwischen  Ihnen  aufgehoben  er- 
scheint, so  sind  sie  congruent  *-*  Zieht  man  demnach  von  densel- 
selben  das  ihnen  gemeinschaftliche  eben  solche  Prisma  aeeA'CE', 
oder  sie  selbst  von  dem  ganzen  Prisma  ACEa'c'e'  ab;  so  müssen 
die  Reste,  welche  eben  jene  mit  einander  zn  vei^leichenden  ur- 
»prüngfiehen    Prismen   ACEmee    und  A'CE'tfe'^   sind 5    gleich 
gross  sein. 

g.  2.    Lehrsatz.    IL      Prismen    von  gleichen    Seiten  und 

Querschnitten   sind  gleich. 

Beweis.  Können  die  gfeidien  Querschnitte 
1)  entweder  als  Aggregate  oder  als  Unterschiede  con 
gruenter  Vielecke  dargestellt  oder  dadurch  erzeugt  werden, 
dass  einige  stückweise  congruente  Vielecke  vereint  und  andere  da* 
von  abgetrennt  werden;  so  le^  man  durch  Xe  Cieraden,   welche 
die  gleichen  Querschnitte  als  Zusammensetzungen  oder  Ueberreste 


IIS 

OMigniratar  Vieic^e  yörottfU— »  Ebeoeq  zu  den  Seiten  dei  Fnunni 
panJIdL» 'bia  «M  in  die,  wo  ndihig  eiweitecteB,  GniDdeben^D  ein- 
9ehiiei4}en*  fiaan  gracheiiiep  auch  die  Priamen  selkKt  auf  die  neu»- 
liclie  WeM^  -als  Shunmea  iider,  Reete  von  gieichkogeD  Pnamea- 
»it  congiueul^n  QaerscfaDitten ,  alsi>  renitttg;e  f.  1.  voo  gletchgroaeen 
IVismen^'und  sind  daher  gleich. 

2)  Sind  diie Qwracftmtle  Dreiecke  odar  Paraiielegramme^ 
folglich. die  Prismen  dreiseitig  oder  Parallelepipede »  und  haben 
die  Querschnitte  a)  eine  Seite  gleich »  also  wegen  ihrer  eigenen 
dieichheit  auch  die«  der  Seite  als  Grundlinie  aagehOrige,  Hohe 
gleich;  so  können  sie  bekanntlich  leicht  als  Summen  oder  Dife- 
rensen  congruenter  Dreiecke  oder  Trkpeze  vorgestellt  werden  *), 
dakerfidpd  dii^  P^meii,  Tennugie  IX  einaadw  ^ich.  Haben  aber 
b)  di^  alä  QtwnsolHiitte  Torkonunenden  zwei  gloH^Mn  Dreiecke  odel* 
raralleiogramme  keine  Seile  gleich;  so  Jkaim  man  zur  Hilfe  ein 
drittes  Dreiedi:  «der  PaEaUek^^ramm  constiniireo»  weiches  beiden 
gleieht  uad  mä  jedem  eine  Seite  gleioh  hat.**)  Bildeit  man  dann 
Ober  diasiem  aAa  Qiacffachmt£  ein  eben  so  langes  Prisma  wie  dte 
2[wei  ¥eiplidMMieB ;  so  sind  diese  einaelni,  venBiiigea)^  ihm  gleieh, 
ai»^  AQcb  ei  na  ed  er  aeibet  gleich» 

2)  Sind  dli^  Querschetlte  der  Ptismc»  Vielecke,  die  »ich 
ie  elader  i^evwandeln  lajssen;  so  kennen  sie  nicht  bloss, 
weüi  dardb  «bkhe  VerwaodkiK  zueäcfast  irar  eine  Seite  wecge- 
braiebt  wirA,  soidwn  auch,  weU  die»  sich  wiederholt,  gana  all|^ 
laicAi  als.  Summen  oder  UnteraeUede  theiU  Vee  coogvueatet^  Viel- 
edken»  tbtila^  vo»  gleichen  Dreiedcee  oder  ParaUelogrammea  darge-  • 
sMii  wetden«  .Mithin  alftd.  auch  die  Prisnueai  selbst  gleich,  da  sie 
als  eben  solche  Suromen  oder  Unterschiede  ¥on  Prismeft  die  ver- 
möge 1)  lind  2)  aleich  sind,  sich  vorstellen  lassen. 

i)  Sefeii.' endlich  die  gleichgrossen  Querschnitte  Q,  Q"  zweier 
gleichlanger  Prismen  P,  jP  was  Immer  für  Vielecke  von 
ai^ixh'*  O'der  ^ngleichviel  Seiten.  Man  denke  sieh  4iese 
^Uchep  Quitcachiijtte  na«k  und  fiaeh  in  Dreiecke  oder  P^raliek^ 


U.m* 
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*y  Für  Parallelogramme  ersieht  maa  die«  aus  den  gewöhnlichen  Lehr- 
büchern nach  fi^Iid.  £lem.  I.  95,  oder  einfacher  nach  LesUe  aus  Tsga's 
Torles*  aber  Bfath.  7.  iunil.  Terbessert  t.  Afatzka.  2:  Bd.  §.380;  far  ]>rei- 
e^e  aas  Gerwien^s  simireidier  Zertheitung  gleicher  DreiecVe  in  con- 

riente  Stücke,   in  CreUe's  Jofumal  Bd.  X»  »,  2S8,  oder  im  Archiv. 
Theü.  S.  SSV. 

P*y  Bmm  yladbttteisdke)  Hilf Bau.f gafae  lasst  «Üeh  wie  üalgt  eia- 
fach  losen» 

Denkt  man  sich  (Taf.n.Fig.  2)  zu  dem  einen  ParaUelogramm  ABCD 
tea  glckfae  so  gebracht,  dasa  ein«  Spitaa  Ji  iertclfcca  uberaiaMki,  eine 
S^to  jih  längs  der  aadtiea  jiB  Mege  aml  im  Parallehngramin  selbst 
anm  Thotl  am'  das  entera  ia  die  Lage  Jhcd  koalflM,  se  misate  Ahumä^ 
AB  aaglelcb  sein,  fiel  Ah  die  klemeeef  daanmais  dasnbc«  ihr  zwiBchasi' 
dea  acliilichen  Paniilcien  AB  aad  CD  wie  ABCD  liegeads  PavaHebh-: 
gvamm  AM'^ABCDf^  alsa  auch  <,Ahcd  sdb,  Mgli<^  die  an*  A  aas-; 
gdMsnde  Seite  Ad  die  Ci>  ia  b  admelllsn.  Bfer  un»  A  mit  dem  Hidbr . 
BBesser  AA  heschrieiMne  Kreisbagea  sshaeidet  demaadi  die  CD  in  .rwei« 
Faaktea,  ¥011  dent»  «iaar  K  VvSgt  nna  aan  die  A9^  weldbe  =^Ad^  and 
Bfi  H  ^  siftua.^A^  dM  gefordeHe  ParaUelogiramm;  daaa  es  Ui=:=ABCD,. 
Mb»  aach  T^Abipd,  nad  hat  mit  jeaen  die  Stite  .^Ol  miA  mit  diestar 
i&e^MLtiAdzx^A^^wh. 
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girnnme  q,  a'  vefwamlelt»  die  demmdi  «benfäUs  gkidi  wcrJ— 
mfisBen,  und  iftelle  sich  über  diesen  dreiseitigen  oder  paNfcHeki' 
fftammischen  Qn^rschnitten  q,  ^  eben  so  lange  rrisaen  p,  p*  vor«- 
Dann  ist  vermöge  3),  wegen  q^^Q  und  f'=:Q^  auch  prrzp  und 
p'z=:P.  Allein  wegen ^=9'  ist  njach  2)  auch  no^h  p^^p',  daher, 
muss  auch  P=P'  sein.  • 

Der  behauptete  Lehrsatz  gilt  demnach  völlig  allgemlBin. 

B.    Proportionalität  der  Prismen« 

§.  3.  Lehrsatz.  L  Prismen  voq  gleichen  Seiteti  sind  ihreti 
Querschnitten  direct  proportional. 

Beweis.  Man  denke  sich  zwei  den  Qo^schbitten  Q,  7^' 
gleichlangen  Prismen  P^p  congruente  oder  gleiche  Vielecke  Q',  o" 
mit  einer  Seite  oder  einem  Theil  denselben  an  und  neben ,  jedoeh 
ganz-  ausser  einander  gelegt ^  so  da^  sie,  wenn  man  diese  geBiein>- 
schaftliche  Seite  auslässt,  ausampen  ein  Vieleck  ^=Q'-^q'  au»' 
machen.  Nhfnmt  man  nun  dieses  Vieleck  zum  Querschnin  eines 
eben  so  langen  Prisma,  so  muss  der  durch  die  wiederhemstellt 
gedachte  geroeinsame  Seite  gehende  Diagonaischnitt  das  Prisma 
in  zwei  Prismen  P*y  p*  von  den  Querschnitten  Q',  q'  zertheilen, 
welche  den  Prismen  P,  p  gleich  sein  müssen,  weil  ste  mit  diese« 
die  Querschnitte  und  Seiten  gleich  oder  congruent  haben«  Das  den 
Querschnitt  Q'+q'=^Q+q  enthaltende  Pnsma  P'+p'  ist  iaiso 
^iP-^-p,  d.  h.  zur  Summe  der  Querschnitte  Q,  q  gehOrt  bei- glei- 
chen Seiten  die  Summe  der  izugeh^irigen  Prismen  P,  py  mithin 
sind  die  gleichlangen  Prismen  ihren  Querschnitten  direct  proportio- 
pirt,  nemlich  Pip^Qiq.  *)  >  *  ' 

§.4.    Lehrsatz  IL   Prismen  von  gleichen  Querschnitten 
sind  ihren  Seiten  direct  proportional; 

Beweis.  Seien  P,  p  irgend  zw^i  Prismen  von  gleichen 
Querschnitten,  und  Sy  s  ihre  Seiten.  Man  denke  sich  eine  pris- 
matische Fläche  von  einem  eben  so  grossen  Querschnitte,  ai^f 
ihrer  unbestimmt  langen  ^eiie  die  Seiten  S  und  s  nach  einander 
abgetragen,  folglich  in  ihre  Summe  ^^s  vereint,  und  endlich 
durch  oie  erhaltenen  drei  Auf  tragepunkte  .parallele  Ebenen  geführt. 
Dadurch  erhält  man  an  der  Seite  S-\-s  ein  Prisma,  das  aus  zwei 
Prismen  besteht,  welche  dien  Prismen  P  und  p  einzeln  gleich 
sind,  weil  sie  mit  ihnen  Querschnitt  und  Seite  gleich  haben,  und 
das/  daher  =  P-^-p  ist.  Zur  Summe  jeder  zwei  Miten  gebSit  dem- 


'*)  Dio«e  Inirse  and  gründliche  Beweisfuhfiing  aber  die  directe  Pmh 
portionalUftt  zweier  silsaiimiengehöriger  Gattangpen  von  Grossen  scheint 
dea  mathematiichen  Sehriftstellern  and  Lehrern' aar  wenig  bekontat-Bn 
scni,  da  ich  sie  bloss  in  La  Place  M^camque  c^leAte.  voL  1.  pag.15 
anffedeatet  Jind  in  Dr.  Jos,  K  nar's,  Prof.  der  Mathematik  an  der  urätser 
Umrersitit,  Anfanesgrönden  der  reinen  Mathematik,  2  Tlieile.  jlrith^- 
metik  and  Geometrie.  Grate,  bei  Daimian  and  Sorge.  1829 ,  im  §.  &3ß 
dee  1.  Theils  erwiesen,  nnd  in  den  §§.  260,  2S1,  399,  670,  671  des  2. 
Theils  angewendet  finde.  Dieses  kleine  dsterreichische  ^  ja  sogar 'nor 
Btoyerische ,' Werkchen  äbertrlift,  hesonder«  in  der  GrondUehkeit  und 
Systematik  der  Behandlahg  seines  Gegenlitändes ,  sehr  Tiele  derartige 
Schriften,  nnd  verdient  daher  mehr  gekannt  und  nachgeahmt  sa  werden. 


Daeh  bei  j|leidieä  (^iMidiiiilite  «e  8muk(b  der  ^eUSrigte  Ptie^ 
men;  milEiD  «ind  Piuniien  von  gieicheb  QuersohBitten  itme.  Seiten 
direct  proportioDal,  nenilich  P:p  =  S:s. 

§  5.  Hauptlehrsatz.  Prismen  überhaupt  sind  ihren  Quer- 
schnitten und  Seiten  «zusammengesetzt  direct  propoi'- 
tional;  oder:  Prismen  überhaupt  stehen  im  zusammian- 
gesetzten  geraden  Verhältnisse  ihrer  Querschnitte 

und  Seiten. 

Denn  sie  sind,  nach*  ]S.  3.,  bei  gteidven  Seiten ,  ihren ' Quer^ 
scbnitten,  und  nach  6.  4,  bei  gleiefaen .  Qaeraohnitteo,  ihren  Seiten 
direct  prQpQi:tional»  dahf^r  *)  üb#r|iaupt  ih^en  Qa^rscl^nitten  un4 
Seiten  zusammengesetzt  ;direct  proportional 

Haben  demnach  die  Prismen. /^  p  die  Qüefrschnitte  Q,  q  und 
die  Seiten  Sy  i^  so  ist 


Pip  =z  Qi  ql 
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§.  6  Folgesatz,  Prismen  überhaupt  verhalten  sich  zii 
eiaander.  ivfte  die  Produete  der  Zahlin^erth^e  **)  ihrer 

'  Qiiers<;hiiitte  und  Seiten.  > 

Denn .  behält  man  wie  üblich  die  gewählte  Bezeichnung  d^r 
Querschnitte  und  Seiten  auqh  für  ihre  Z^hlwerthe  bei,  so  gilt  die 
angesetzte  Proportion,  d|t  man  in  jedem  Verhältnisse  von  (*g|elch- 
artigea)  Grossen  anstatt  dieser  ihre  (auf  einerfei  Messeinheit 
bezogenen )  Zahlwerthe  einsetzen  darf, ,  auch  jetzt  noch.  Da .  aber 
lassen  sich  die  beiden  Zahlenverhältnisse  durch  Multipiicatlon  zu- 
sammensetzen, und  man  erhält  die  behauptete  Proportion 

P  :  p  =  QS^i  qs. 

C.    Mesj^UBg  des  Raumes  diie$  Prisma» 

§.  7.  Körpereinheit  Zur  Messeinheit  der  Kürper  setzt  man  ge- 
wöhnlich ein  Prisma  fest,  dessen  Seiten  die  Einheit  der  Längen 
und  dessen  Querschnitt  die  Einheit  der  Flächeii  ist.  Fast  durch- 
gehends  nimmt  man  dazu  den  Würfel,  dessen  Seite  die  Längen- 
einheit   ist ,    oder    die   sogenannte    c  u  b  i  r  t  e/  L  ä  n  g  e ,n  e  i  n  h  e  i  t. 

§  8.  *  Messetag  oder  Ausdruck  des  Inhtdts  der  Prismen*.  Der 
Rauminhalt  eines  Prisma  gleicht  dem  Producte  der 
Zahlwerthe   des    Querschnittes    und,  der  Seite  des- 

.,  selben.  » 

Denn  ISsst  man  in  der '  letzten  Proportion  die  Zeichen  der 
Räume  der  Prismen,  wie  es  erlaubt  ist,  auch  die  Zahlwerthe^  die 
Raum-  oder  Körperinhalte,  der  Prismen  vor^telfen,  .und 
nimmt  man  jenes  Prisma   zur  Korpereinheit  ^    also    seinen  Zahl- 


«)    Reell  Knar  Arithmetik  §.  688. 
**)    gewöhnlich)  jedoeh    gvammatioch    unrichlig,   ZahiemwcHrtlM ,  und 
.wehl  eigeatUch  Werth^ahiea^ 
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T9Aiea  Gemdoi  KL,  kl  cHe  HMdhi  dieser  PatmltelognmuDe.  Die^ 
jitelben. P&irftllelofleaniiiie  AC,  mc  sind  aber  die  nach  der  Ammiinie  . 
gleichen  GrundebeneD  der  ParaUtflegipede^  uad  haben  der  Yoraus* 
sebiinff  ^peniiMidie  Crrütidiibien  Ab ,  oi  eleich  ;  abo  .tnnasen  sie 
änefa  ma-Hvfaen  KL  9  kl  gleich  haben.  Mithin  sind  kk  den  par« 
aUelc^aonmisehen  Quersehttitteo  KUf,  km  vwet  ziisammenstossende 
8eiten  ML^  'KM  vmi.,kl,  kOk  leinander  gleich;  dahek*,  -^veil.  nach 
dem  Fritherän  atueh  alle  ihre  Winkel  stuä weise  gleith  8ind$  müs- 
sen diese  Parallelogramme  und  respective  Querschnitte  KM  und 
.  km  selbst  congruent  sein.  —  Die  parallelepipedischen  Prismen 
AMBGy^  ahhg  haben  deninach  vermöge  der  Voraussetzung  die 
Seitep  Jl^,  ao  gleich ,  und  nach  dem  Erwiesenen  die  Querschnitte 
KM,  /tu  congruent ;  mithin  sind  sie^  7ü  Folge  §.1.,  einander  gleich. 
^  Hätten  die  Pamlielepipede  A  CEGvmd  acc«)  (Taf.  IL  Fig. 4«u.  4r) 
dir  Gv^ttdebenieo  AC,  ac  imd  die  Höhen  gleich^  ohne  «dass  der 
vorher  in  1)  betrachtete  Fall  eintritt:  so  tonstruire  man  erstens 
zu  den  zwei  gleichen  Parallelogrammen  A  C,  ac  ein  drittes  ihnen  glei* 
ches  at*,  (Taf.Ii.Fig.4/^9  das  mit  jedem  aus  ihnen  eine  Seite  gleich 
hat»  nemlich  ab  =2^  AB  und  bc=b(,*)  und  führe  dazu 9  als  zu  einer 
Grundebene  9  in  dem  der  Höhe  ]fP  gleichen  senkrechten  Abstände  - 
pn  eine  unbestimmt  weit  ausgedehnte  Ebene  nk  parallel;  zwei- 
tens übertrage  man  den  auf  der  Grundkante  AB  senkrechten 
Querschnitt  kM  an  die  gleiche  Grundkante  ab  als  Querschnitt  km, 
oder  auch  nur  den  Winkel -f-)  LKN  der  Kante  AB  an  die  Kante 
ab  in  den  Winkel  Ikn ,  und  lege  durch  ab  und  kn  die  Seitenebene 
af,'  dann  zu  ihr  parallel  durch  cd  die  l^eitenebene  dg;  ebdfich 
drittens  übertrage  mati  eben  so  von  der  Kaute  ftc  an  aie  gleiche 
bc  entweder  den  Querschnitt  qr  nach  qr  oder  den  Kantenwinkel-]*) 
q  nach  q,  und  führe  durch  bc  unter  dem  Winkel  9  =  <)  gegen  ac 
geneigt  die  Seitenebene  bg  und  dazu  parallel  dijiTch  ad  dielBbene 
ah.  Dann  begrenzen  die  durch  diese  drei  Vorgänge  erhaltenen 
drei  Ptfar  parallelen  Ebenen  eio  neues  Parallel epiped  aceg.  Mit 
diesem  hat  nun  jedes  der  zu  vergleichenden  Paraileleptpede  A-CEG 
ttdd  acf9,  atisser  der  Grundebene  und  Höhe  auch  noch  eine  Gmnd- 
kante  und  daran  den  Winkel +)  gleich,  daher  sfind  sie  ihm  ein- 
ireln,  nach  dem  ersten  Falle,  tbiglich'  audh  einander  selbst  gleich.- 

*)    nach  der  TVoite  **)  zu  2^  in  obigem  g.  2. 

,.'t)  Kritische  Le^er  fahlen  ge^^iss  mit  mir  an  dieser  Stelle  die  bereit« 
Von  H.  Wolf  im  Archiv.  Theil  3.  Heft  4,  Seite  446.  angeregte  Noth- 
wehdigkdt,'  die'  Abwetchung  oder  Verschiedenheit ,  welche  hei  zwei  Gfera- 
den  an  ihreiu  Durchschnittspunkte  „Winktel"  helsst,  hei  zwei  Ebenen  an 
ihrer  Btti^^hs^hniltHinfe  anders,  aber  wie?  zu  nennten ^  so  wie 
z.  Bi  das,  was  bei  Cleiteden  Richtung,  hei  krummen  Linien  Sinn 
hcisaty  Ibei  Ebenen  Streck nng  oder  ihr  StTeiol&en  geaantit'  wird. 
YoH  ^«1  a.  a«  O.  citirien  Benennungea'  tauget  scUechteri^Hig«  keine.  Viel- 
leicht konnte  und  wollte  einer  unserer  KQcyiphaen  unter  den  .Sprach- 
forschern, etwa  Herr  Graff  aus  seinem  preisswürdigen  .9,a(thoch- 
dcutscheii  Sprachschatze''  — jnit  einem  passenden  ein-  oder  höchstens 
zweisilbigen  VTurzelnamen  den  Gcomctern  helfen.  —  Ich  benutze  zugleich 
die  Gelegenheit,  um  darauf  aufmeiksHni  zu  machen,  dass  eben  so  in 
der  analytischen  Goniometrie,  wenn  man,  strenge  Wissenschaftlichkeit 
erstrebend,  aus  den  Winkeln  den  äberilüssigen  Kreisbogen  herauswirft, 
fftr  den  fast  immer  stillschweigend  als  Einheit  feu  Grund  gelegtfen  Winkel 
eise  paMliche  BeneiuNMg  Noth  ^at.  Gewehnlidi  bestimmt  marf'  Ihn  «a-    ' 
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Aestto  iB  den  wmms .  eiDfiecbteod^  die  6lej^li£dit  von  Parallele^ 
pipbdtn':«actiwels«li  -kunne»  habe  ith  biireita  im  4.  Bande  ^^ 
A^ohmi  HM  3,  S.  362.  geseigt.  .     . 

§!'^..'  Bfisottdefer  Fall.  Ein  Pafallelfepip^d  wird  durcjh 
jede  üfic^gonalebeoe  lu  zwei  gleiche  dreiseitige  Pria* 

men   zertheilt. 

'Denn  denkt  man  sich  in  dem  Parailelepipede  ADEHBCFG 
( Tit.  n.  Tis.  4". )  die  Diagonalebene  CDEF,  so  schneidet  diese 
den  Querschnitt  KLMN,  der  bekanntlich  ein  Parallelogramm  ist, 
i»  der 'Diagonale  LN,  und  diese  tbeilt  den  Quersehmtt  in  zwei 
etmgmente  Dreieeke  LKN  und  LMN.  Die  beiden  dreiseitigen 
Prismen,  In  die  das  Parallelepiped  zerlegt  wirdi  habeit  demnach 
üe  Querschnitte  congruent  und  die  Seitenkatitco  gleidi;  mithin 
sind  sie  nach  §.  1.  einander  gleich. 

B»    Propo^ionalität  der  Parailelepipede« 

J.    Bei  gleichen  Höhen. 

{;  4.    Parailelepipede  von  gleichen  Hohen   sind  ihrett 
'.  -.  Grutidebenen   difcct  proportional. 

'  '  D^nn  I  verwandelt  man  die  als  Grundebeilen.  irgebd .  ztveier 
Parailelepipede  p,  P  vorkommenden  ParaUelograntme  6,  B  ziterst 
so,  dass  sie  eine  Seite  oder  die  Hube  gleich  haben ^  nachher. aber 
noch  so,  dass  sie  einerlei  Winkel  besitzen;  so  kann  man  die  ent- 
stehenden ihnen  gleichen  Patallelogfamme  h',  B'  an  jetiei*  gleichen 
Seite  oder  zwisäien  zweien  um  die  gleiche  Höhe  abdtätidigen 
Parallellinien  det-l^estalt  an   einander   rücken  ^  -daiss  sie   nur  e  i  n 


elQfdrfei  Wiidteln  verwandeln  und  In  ein  Praraüelogramm  vereinen, 
dcv^en  eine  Seite  oder  ein  Winkel  wählbar  ist.  Legt  man  dann 
d^rch  die  Seiten  des  zusammengesetzten  Parallelogramjus  b'  +  B*, 
als  ejner  neuen  Grundebene  >  uod  durch  seine  Trennungslinie ^ 
Seiteqebenen  paarweise  parallel,  und  in  einem  der  Hohe  der 
Parallele{)ipede  p,  P  gleiciien  Abstände  von  ihm  die  zweite  Grund- 


durch,  dass  der  Kreisbogen  demselben  seinem  Halbmesser  gleicht;  er 
kann  aber  bei  solchem  Vorgange  —  wovon  ein  anderes  Mal  —  als  die 
Grenze  des  Quotienlen  eines  unendlich  abnehmenden  Winkels  durch  sei- 
lien,  Sinus  oder  durch  seine  Tangente  erklärt  Werden.  Diesen  Winkel  nun, 
itiocMe.ich,  In  Anbetracht,  dass  er  völlig  bestimmt  und  zugleich  spitz 
«efn  iiiiiss^'  so  wie  mair  das  Nennzigstel  des  rechten  Winkels  „Grad'' 
nennt,  mit  dem  kurzen  veralteten  Nameh  ;,der  Gehren*'  (franzöt« 
le  chanteau)  bezeichnen.  Man  lese  über  dies.es  Wort  die  Wörterbücher 
^on  Adelung,  Heinsius,  Heyse,  u.  a. ,  und  ich  hoffe,  man  werde  es 
passend  linden.  Neue  angemessene  wissen  schaftliche  Benennungen  schaff 
fen  ist  zwar,  weil  sie  nicht  jiedermann  gefallen,  misslich;  allein  sie 
gnnz  entbehren  oder  unpassende  gebrauchen  müssen,  ist  peinlich. 

*)•  Van  Swandcn  Geometrie.    Buch  2.   §.  »1*     Tellkainpf  Vorschule». 
GeometriCk  Capr6.  g«  268«    7*  « 
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ofceitf  patailely  so  «ntuteht  «In  PafalMepiiied ,  das  ans  üreien 
vasmamengeBetKt  ist,  welche  «ioa«li»  den  PaniHelepiii^ca  -p^  P 
rleichen,  well  sie  mit  Ihnen  Grmid«ibens"ilnd  HftfaegMch^  naben 
F§.  2.)*  Der  Snmme  h-\-B  jeder  zwM  Gnindebenen  6,'%  «ntspriciit 
aemnach  bei  einerlei  Hube  die  Summe  p+P  der  ihnen  angeliörigen 
Parallelepipede  p,  P;  mithin  sind  gleiche  Parallelepipede  ihren 
Grundebenen  geradezu  proportional,  nemiidi  p:P=:6:  A 

« 

//.    Bei  (jleichen   Grundebenen, 
§.  ?S.    Parallelepipede  auf  gleichen  Grundebenen  4ind 
ihren  Höhen  direct  prop^rlienal,         .    ^.  . 

j       Denn  roo   was  imriier   fcfr   zwei    Parallelepipeden  p,  P  über 

fleiofaen  Grundebenen  trage  mata  Aie  Hi(ben  a,  pi  itnnuttelbar  nach 
inander  in  eine  Gerade  a+A  zusammen;  «mdite-  auf  dieser  in 
den  aufgetragenen  drei  Punkte«  Ebenen  senkrci^t,  akö  unter  sitA 
parallel;  construire  in  einer  solchen  Eben«  ei»  den  gleichcti  Gründe 
ebenen  gleiches  Parallelogramm;  und  lege  endlich  durch  dessen 
Seiten  paarweise  parallele  cSbenen.  Bei  soKhei|i  Vorgänge  entsteht 
über  der  Höhe  a-i-A  ein  Parallelepiped,  das  aus  zweien  zusam^ 
mengesetzt  ist,  die  mit  den  beiden   gegebenen  p^  P  Griiddebene 

Snd,|Iuhe  gleich  haben,  also  ihnen  §;tückweise  gleich  sind  (§.  2.)«r 
[e\  gleichen  Grundebenen  gehört  demnach,  zur  Summe  a-\-A 
jeder  zwei  Höhen  a,  A  die  Summe  p  +  P  der  zügehörigen  Par- 
alMenipede  »,  Pt  mithin  sind  Parallelepipede  über  gLekhen 
Gmnaenenen  thren  Hohen  direct  proportionirt,  aemlieb  ps/^ssas^« 

///.     tJebethaupt, 
§.  6.    Parallelepipede  sind  überhaupt   im  zwn.jnvsx0n* 
gesetzten    Verhältnisse   aus    den    geradem   Vsrhiltt^ 

nissen   Ihrer  Grundebenen  und  Hohen; 
oder:  Parallelepipede  verhalten  siqhwie  dieProduct^ 
der  Zahlwerthe  ihrer  Grundebeqen    und. Hohes. 

Denn  sie  sind  nach  §.  4.,  bei  gleicher  Höhe,  ihren  Gtünd- 
ebenen,  und  nach  §.  5.,  bei  gleichen  Grundebenen,  ihren  Hohen 
direct  proporfional ;  mithin  überhaupt  ihren  Grundebenen  und 
Höhen  zusammengesetzt  direct  proporttonirt. 

Haben  demnach  die  Parallelepipede  ^,  P  die  Gmndebeneo  d,  J7 
und  die  Htlhen  a,  A,  so  ist 


P- 


b 
a 
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Benützt  man  die  Bezeichnung  der  Grundebenen  und  Höhen 
auch  für  ihre  Zahlwerthe ,  so  dart  man  in  der  noch  bestehenden 
Proportion  die  beiden  Zahlenverhältnisse  mittels  Multipltcatioa 
zusammensetzen  f  und  man  erhält 

p  :  P  =  ab  t  AB. 

C.    Messaia^  des  Raumes  eines  Prisma. 

f|.  7.    Körper^inhevt,   Zsr  Eiuheil  der  I^örper  wählt  maa  gewöhn- 
ich  ein  Parallelepiped,  dessen  Höhe  die  Linlen^nheit  und ■  dessen 


1$8 

\ 

Grandebene  die  FiäeheBeiuhc^it  ist.    Fast  immer  ertheilt  maa  ihr 
die  Gestalt  des  Wurfeis »    dessen  Seite  die  Längeneinheit  ist/ 

§.  8.,    Messung  des  Parallelepipeds.    'Der  Rauminhalt  eines 

Parallelepipeds  gleicht  dem  Producte  der  Zahlwert  he 

der  Hölle  und  Gr tti>4^i^^°c  deiäselhen. 

Denn  bedeuten  in  der  letzten  Proportion  die  Zeichen  der  Par- 
aUelepipede,,  wie  e^  yerstattet  bleibt^  a«ch  die  Zahlwerthe^  die 
Raünat-  (fdet  Kf^fperfflhake  der  Parallelepipedej  und.  nimmt  man 
dafij«iitge  ParaU^lepiped  zur  Kürfnereinheity  alsa  setoenr  Zalllwertli 
P=^5F^ ^s«eH vMvte ndie  Länge  Ar=^lt  imd.  deüSffl  Gnmdebem 
^en  Flacneninhart  B=^l  hat;  so  verwandelt  sfch  die  Proportion  in 


folglich  ist 


p  :l  =  aÄ:l.l, 
p  =  ab. 


§.  9.  Messung  jedes  Prisma,  Der  Rauminhalt  eines  Prisma 
ist    das    Prodtict    der    iSahlwertho   Aeitier    Hohe    und 
i  GriiQdebeiie* 

Denn  ist  das  Prisma 

1)  dreiseitig  und  seine  Grondebene  b,  so  kann  es  vermSge 

S.  3.  als  Hälfte    eines    eben  so   hohen  Parallelepipeds    über  der 
oppelten  Grundebeoe,  26,  dargestellt  werden ,  dessen  Inhalt  also 
=^^.tf ,  <teh«r  der  seMigj^  ^  cl^  isf. 

2)  Jedes  andere  Prisma  aber  lässt  sich  in  ebeil  isk^  viele 
dreiseitige,  Prmann  als  iseinv  Grundeb^ne  £  in  Dreiecke  zeilegen. 
Alitbin ,  ^s^  sein  Inhalt  p  die  Summe  der  Producte  der  gem^nsamen 
Höhe  a  äner  oreiseitigen  Prisitaen  in  gesammte  Grunddreiecke , 
also  aaeh  das  Product  des  gleich  bleibenden  Factors ,  idi^r  fiföhe  a 
des  FiMtoav  t«  4ie  Suttme  d«r  Grutidihfeieke,  4.  L  In  die  Gropd- 
•Heue  Ik  d^  PtisHiil ;  foJg^iek  p=^ab* 


u ".  \t\ ..;« 


\  . 


J       V 


i        •'.    ' 
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Beweis  und  Berlchtif^ung  des  Im  4» 
Bande  des  ArckiTS,  ,3.  Heft,  l§t.  332, 
NTr,  XXXT,  t9atz2,  Yorgrelesten  Iiehr- 

satzes. 

Von    dem 

» 

Herrn  Professor  W.  Matzka 

au  der  k,  k,  philosophischen  Lehranstalt  zii  Tamow  in  Gälisien. 


Der  Inhalt  dieses  zum  Erweise  vorgegebenen  Snütes  ist.  kurz 
folgender:.  .•..!*. 

Eine  dekadische  Zahl  />=  10  JV+^  ist  ".durch  einfe  eben 
solche  d=10n4:ß  theilbar^  wenn  An'faN  dadurch  theiU 
bar;i>t.  '..,.»' 

Beweis.  Durch  die  Zahl  d  ist  offenbar  ihr  Vielfaches  iV^^'lheil- 
bar,  daher  auch  der  ihm  gleiche  Ausdruck  iV(10ft4:o)-f^.^^'^b 
=^n(10N+A)±aN—An=nD  —  (An^aN).  Ist  nun  An^aN 
durch  d  theilbar,  so  muss  dies  auch  nD  sein.  Wenn  demnach 
n  und  d,  also,  weil  d=::lOn^a  ist,  auch  n  und  a,  keinen  ge- 
meinschaftlichen Tb^iler  besitzen,  muss  sicher  Z)  durcn  d 
theilbar  sein. 

Allein!  falls  n  und  a,  daher  auch  n  und  d,  einen  gemein- 
samen Theiler  haben ,  folgt  daraus ,  dass  nD  durch  d  theilbar  sein 
muss,  keineswegs  nothwendig,  sondern  nur  etwa  zufällig,  die 
Theil barkeit  von  D  durch  d. 

So  ist  z.  B.  der  letzte  a.  a.  O.  gebrauchte  Theiler^  68  von 
dieser  bedenklichen  Beschaffenheit^,  weil  6  und  8  zugleich  durch 
!2  theilbar  sind.  In  der  That  ist  zwar  die  daselbst  gewählte  Zahl 
816  durch  68  theilbar,  allein  374  ist  es  nicht,  obgleich  37.8-4.6 
=  296 -24 =272  durch  68  theilbar  ist. 

Mithin  ist  in  den  aufgestellten  Lehrsatz  die  berichtigende 
Einschränkung  aufzunehmen : 

„wofern   a  und  n  keinen  Theiler  gemeinschaft- 
lich haben.  ^' 

Bereciinung  solcher  untheilbaren  Zahlen.  Derlei 
Zahlen  D=zlON+A,  ^le  durch  eine  vorgelegte  Zahl  rf=10«±a, 
in  welch:  r   n  und   a  einen  grössten    gemeinschaftlichen    Theiler 


ISA 


t>l  hüben,  mdit  ihMtikr  'Minä\,  ihwiM  An^mNi  es  ist^-MiMfeM 
auf  felgeDde  We\»if  bereekhet^werdMi.'   '  .     .  M 


I  > 


Es  8(iU:Jir=F«i^  dttich  d  theübltr,  .also 
.uJS^=:i:iAn,.m0d  cf  «ein.- 


i  >i 


Geben  nun,  wenn  man  die  conmienten  Zahlen  and  den  Modul 
durch  ihren  «rOise^en^  gemern^charaicheo  Theilbr  .^  theilt^  die  Zah- 
len tts  fh  ^aufch  t  ffftheUt^..diQ  Quplieptei»  a^  v»  S;  bo  ^en^i^delt 
SIC«  die.  lLopgrvep;i  in.  .  ,.^  ^ 

.     ,      .      •    qLNi^±vA,.mf}d  S'  .  •  i; '   '   ' 

Lois't  man  diese  Congruenzln  Bezug  auf  iV,  inden^  man  ^  Über 
haupt  eine  der  zehn  Ziffern  0,  1/...9  gelten,  läs^,  .nach  i^inenl 
der  bekannten  Verfahren  auf;  so. sei  iv'  ein,  die  Zahl  J  tAcYii 
übersteigender.,  Werth  von  N.    Dann  ist    ..  ;      '     ' 

r    -  if=^i\r4^iÖ  u^^d^i>=^^(WTf,^^J(M.«,,,. 

wenn  z  durchlaufend  sämmtlttfhe  absoluten' 'Aniahlea  t«HB$tellt.  <  N 
Weil  jn  =  ö^rf:f>±:(10Wi:«)jf=:'lfli;dta  *e  Zahten  c»  »dt» 
keioeii  Theiler  mehr  gefti^indchaftlleh  %««dtQeBV  'muss  Ai«'  &ht 
10iV'  + J[  =  />^^  dem  ^fahHeM  Bei^eise  eemiüs« ,  dui»eh  )^  Iheilbar 
sein.    Da  nttomeht  D':^D' -\-tÜ8*z  und  <^=)fd  ist,  sa  «rird\   ; 


^^/"^'^iiC\    *     />'  .2.5. 


)    » 


Demnach  ist  Z>  allemal  zugleich   mit   D*  durch  cf  theilbar  öder 
untheilbar,  so  oft  entweder 

1.    ^==2  oder  5  ist,  oder 

%    für  %  bloss  Vielfach««ir#tt4.ciiigesetzt  werden,  oder  endlich 

3.    z  so  gewählt  wird ,  dass  -j-  4-  IO2  durch  ^  theilbar  oder 

untheilbar  ausfallt. 

Beispiel.  Bei  dem  Theiler  <;=:68=6.10+8  hat  man 
«=16,  a=8,  also  ^=2  und  fi=34,  l^=3,  a=4;  mithin  soll 
4JV=3^,  moc?  34  sein.  Ba  4  und  34  durch  2  theilbar  sind,  muss 
es  auch  A  sein.  Setzt  man  daher  ^:2  =  ^'  oder  A—l^A'y  und 
thetlt  man  sowohl  die  Zahlen  als  den  Modul  durch  2,  bo  wird 
2JV=3^',  mad  17.  Dazu  findet  sich  leicht  2x-8  =  -16  =  l, 
mod  17,  folglich,  wenn  man  mit  —8  multiplicirt,  N—N'^-IOA', 
mod  17,  wobei  N'^  34.  Sofort  ergeben  sich  folgende  zusammen- 
gehörige Werthe: 

Hilfszahl  i'=:  0,      1,      2,      3,      4 

Ziffer  der  Einer  ^'=0,      2,      4,      6,      8 

kleinste  Zehnermenge  iV'=:  0,    10,      3,    13,      6 

17,    27,    20,    30,    23 
kleinste  Zahl     .  />'=  0,  102,    34,  136,    68 

170,  272,  204,  306,  238. 
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tiMiiMst  na»  Uevoe  iie  Jdmdi  ßß  Ihcilblirtf»  ZdUen  >08^  136, 
204,  272  aus,  und  vermehrt  mni  die  aUfbmr'  def  flbri|^  »«  t»ft 
man  will  widerholt  um  34;  so  erhält  man  folgende,  trotz  der  erfüll- 
ten Bedingung,  duitdi  68  nieht  tbtilb'are.ZimUn: 

D=    34,    102,    170,    238,    306, 
;    374,   442,    510,    67S,,  646, 
7li,    782,    850,    918,    986,  ■.«•  L  . 

L^l'elifere  B^stimmungdwetäe.  Sueht  man,  entweder 
mittels  einer  Tafel  der  Vielfachen  der  ganzen  Zahlen  oder  dhirch  wie- 
derholte Addition,  sämmtUche  nach  einander  folgenden  Vielfachen 
von  d:t=:S9  und  lässt  man  der  Reihe  nach  jedes  ^te  solche  Viel- 
fache^,: dessen  Multmlt^at^r  also  selbst  ein  Vielfaches  von  t  ist, 
hinweg,-  oder  berechnet  man  ersitich  alle  Vielfachen  von  ^.vot* 
l^fiaeni  £  fachen,  und  vermehrt  sie  dann  wiederholt  um  dTei^es  ffache: 
60  sind  alle  sich  ergebenden  Vieffacl^en  von  S,  weil  ihr  Muttij^U-' 
cator  durcji  /  nicht  theilbar  ist,  derlei  durch  c{  untheilbare  Zahlen D. 

Denn  je  .nachdem  In »/)t=rm3=:^r*<ö^*Trf  3er  Iftultiplicator  wi- 

durck.t  thetibar  Ist  ^er  niehtl,.  wird.'  d^  V|e|&cho,  M  .durch  <£ 
theiAai  od^  oioht.  — *  Weil  {^rueit  d^lOi^^  o.  und  D.^mS 
UlShw±mtK^  also,  yffian±mt^AJc  lQ£.au^ji^l|t,l>:^lO(im'dbB 
^JS)-%^A  lat;  so  liadet  man  AH^aN^Apt-^(4iN^t(Avi-aN) 
^t[v  C±nuÄiFißB)^€c{m»±B)):^ifB([Q^Jc<^i=^T  Bat 
=  l[^Bd,  folglich  die  Bedingung,  ^n^aiV  sei  durch  d  theilbar, 

jederzeit  erfüllt.  /         ,    ''    , 

\   .       i     .     ' 


l- 


/ 


I 
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I     M 


Uelter  dieliformalenderKelirdbMililütle« 

Nach  drei  Aiifeätzen ,  des)  Herrii\  Qerono ,  Professeur 
de  Mathematiques ,  in  ^^n  Noufell4s  Annales  de  Ma- 
thematiques.  Journal  des  candidats;  aux  ^coles  poly- 
techniqüe  et  normale ,  r^dig^  par  Terquem  et  Gerono. 
T.  IL  Paris.  1843.  p.  16.  72.  170.  frei  bearbeitet. 


? 


V#li/ 


\.  \ 


0etm  H^r^i^^g^t^^ri 


•>*..( 


Mit  deA  Normalen ,  die  durch  einefi  gegebenen  Punkt  an  einen 
Kegelschnitt  gezogen ,  werden  könoep  ^  hat  sich  bekanntlich  schon 
Apollonius  in  dein  fitnfteii  :£t^cfae/  seines  berühmten  Werks 
über  die  Kegelschnitte  beschäftigt ,  worüber  man  den  Artikel  Nor- 
male in  dem  math<^matiscbei|  Wörterbuche.  Tbl.  111.  S.  688.  nach- 
sehen kann.  Vorzüglich  wichtig  ist  aber  ferner  eine  Bemerkung 
von  Legendre  über  die  Kriterien,  mittelst  welcher  sidk  die  An- 
zahl der  Normalen  bestimmen  lässt,  die  in  den  veri^chiedenen 
möglichen  Fällen  durch  eineA  gegebenen  Punkt  'an  eine  Ellipse 
gezogen  werden  können,  welche  man  lu  dem  Trait^  des  fonc- 
tions  elliptiques.  T.  II.  Paris.  1825.  jp.  349.  findet.  An  diese 
Bemerkung  schiiesst  ^ich  umoitt^bar  .^er  Au&a^  ^^s\  S(^rpi 
Gerono  an,  dessen  ti^esentlichen  Inhalt  wir  im  Folgenden  mit- 
theilen werden. 


l 


Die  Gleichung   einer   Ellipse,   welche  wir    zuerst  betrachten 
wollen,  sey 


\t: 


;>      Mj       >>  I 


WO  a  und  b  ihre  gewöhnliche  Bedeutung  haben.  8tnd  ^2^1,^1  die 
CoAr^iodten  «io^a  .belieUgen  t^unkto»  in  dieser  Ellipse,,  so  ist 
bekamrtlich 


•  f , 


»  .» '  • 


•    I .' 
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-     2)y-2,.=?-^(.-;r.)*)    ■ 

die^  Gleichung  der  durch  diesen  Punkt  an  die  Ellipse  gezogenen 
Normale.  Bezeichnen  wir  daher  jetzt  durch  a,  ß  die  Coordinaten 
eines  beliebigen  Punktes  in  der. Ebene  der  Ellipse,  und  durch  a^^y 
die  Coordinaten  ^es  Durchs«bnitt«rpunkts  einer  durch  den  Punkt 
(al3).an  die  Ellipse  gezogenen  Normale  mit  der  Ellipse  **) ;  so  ha- 
biNi  mr  zHt  BestiinikLUog  vom  ^v  ^'di*  helAm  fölgenäed  filf i<(^ngeii: 


3) 


(1)'+©'='' 


od^r 


.  ■  •  1 


4) 


oder,  wefin  wie  gewöhnlich 


«a-^Ä»  — ^ 


« 


gesetzt  wird: 


S) 


Setzenivit 


; ,  i 


6)     ^=^A  ^=h; 


e» 


» • 


j^ö' Wird: die  fctvei te^  der  O^ichlitigen  6): 


>'• 


*)    Wenn  man  ^-2jL=-«  und    a*.— i«=::tf*    setzt,    «o  kalln    ttitbi   die 

Gleichung  der  Normale  der  Ellipse  auch  unter  der  folgenden  bemerken«'* 
lirertben  Gestalt  darstellen:' 


uro  man  das  obere  oder  untere ''^Zeiiihen  ztf  nehmen  hat,  jenachdem  9b| 
eine  positive   oder  eine    negative   Grosse   ist  ( Comte ;    Trait^  61^m.   de 

g^öm.  anali.p;  3^.)'  ^  .   •.  ■       .  !^   . 

**)    Wd  (3t»f )  imittei*  der  Fdirktf  dei?  Ellipse  ist,  iir  welchem  auf  def ^ 
selben  die  durch  den  Funkt  (aß)  gezogene  Normale  senkrecht  niAti 
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7)    ÄÄ^  — «/^+^^=0. 

Die  erste  der  GHeichungeti  5)  kann  auf  folgende  Form  gebracht 
werden : 

I 

8)  qy      _b{a-x) 

und  wenn  man  daher 

9)    t-       ^       _b{a-x)        ^ 
b{a-{-üo)  ny 

setzt,  80  hat  man  die  beiden  folgenden  Gieichunjgen : 

«  4 

10)     ay  —  bzx^zoAzy  hx-\^nzy~ah; 
aus  denen  sich  ohne  Schwierigkeit: 

'  1+Z^    ^        1+2« 

ergiebt.  Führt  m«D<  diese  Werthe  von  x  und  y  in  die  Gleichung 
7)  ein,  so  ergiebt  sieb  nach  einigen  leichten  Reductionen  die 
Gleichung 

12)    xU^^.»+^^.-l=0, 

% 

oder,  wenn  der  ICürze  wegen 

'  13)  AJ^srm,  B=^Jf^ 

h  h 

gesetzt  wird,^  die  Gleichung: 

14)    z*  +  4i'  +  JB2-l=0. 

Weil  das  letzte  Glied  dieser  Gleichung  des, vierten  Grades 
negativ  ist,  so  hat  dieselbe  nach  einem  bekannten  Satze  von  den 
Gleichungen  *)  jederzeit  zwei  reelle  Wurzeln  ijilt  entgegengesetzten 
Vorzeichen ;  und  da  nun  wegen  der  Gleichungen  11)  jedem  reellen 
Werthe  von  z  reelle  Werthe  von  x  und  y  entsprechen,  so  sieht 
man  zuvörderst,  dass  sich  durch  jeden  Punkt  immer 
mindestens  zwei  Normalen  an  eine  Ellipse  ziehen 
lassen. 

Bezeichnen  wir  die  vier  Wurzeln  der  Gleichung  14).  überhaupt 
durch  9»,  n,  j9,  q;  so  haben  wir  zwischen  denselben  bekanntlich 
die  vier  fotgenden  Gleichungen: 


*)    Supplemente  anm.  mathematiachen  W6rt6rbttcbe»  •  Tbl.  IT. '  Artikel 
Gieichnng.    S.  396.  '  ' 

Tkcii  VI,  8 
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15) 


mnp+mnq+mpq  +  npq  =—Bs 
mnpq  =  —  1 ; 


und  können  nun  mit  Hurfe  dieser  Gleichungen  leicht  die  Gleichung 
des  dritten  Grades  finden ,  deren  Wurzeln  die  drei  Grossen 

mn+pq,  mp+nq,  mq+np 

sind.  Weil  nSmlich  die  Summe  dieser  drei  Grössen  nach  15)  Ver- 
schwindet,  so  hat  die  in  Rede  stehende  cubische  Gleichung  die 
Ji'orm 

16)    u^+AiU+Bi=:0. 
Femer  ist  nach  der  Lehre  von  den  Gleichungen 

Ai=  (mn+pq)  (mp  +  nq) 
(mn+pq)  (jnq+np) 
(mp  +  nq)  (mq+np). 

Durch  Multiplication  der  ersten  und  drltteu  der  GleichuDsen 
15)  erhält  man  aber  ohne  Schwierigkeit  nach  einigen  leichten  Ke- 
ductionen: 

AJi=Amnpq  +  (mn+pq)  (mp+nq) 

+  (mn+pq)  (mq  +  np) 
+  (mp+nq)  (mq+np)> 

Also  ist  wegeil  der  vierten  der  Gleichungen  15) 

and  foigticfa 

A,=AB+i. 

Endfich  ist  nach  der  Theorie  der  Gleichungen 

Bi=:-(nm  +pq)  (mp  +  nq)  (mq  +  np). 

Entwickelt  man  das  Product  auf  der  rechten  Seite  des  Gleich- 
heitszeichens, 80  erhält  man,  mit  Rücksicht  auf  die  bekannte  Relation 

twwpy=  — 1, 

ohne  Schwierigkeit 

Äi=     m^+n^+p^  +  q^ 

—  ( m^n^p^  +m^n^q^  +m^p^^  +u'^p^q^  ). 

Quadrirt  man  aber  die  erste  upd  dritte  d^r  Gleichungen  15)^  und 
zieht  dann  die  letztere  von  der  ersteren  ab,  so  erhält  man,  mit 
Rücksicht  auf  die  Relation 


iihoe  Schwierigkeit 

Also  ist 

und  die  cubiscbe  Gleiohaog  16),  derep  Wurzeln  die  GrusseD. 

«««'+jpy,  mp-\-nqy  mq-{-np 
»ifid,  wird  daher 

17)    i«»+(-4jB+4)t«+^*-i?»=0. 

"Bezeichn^D  wir  die  drei  Worzelo  dieser  Gleichuog  durch  tfoUt^Ks; 
so  koDoeu  wir 

iMi=  mn-t-pq^ 
tti=  mq  +  np 
setzen,  und  erhalten  hieraus  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

itti— «2=(w— y)(n— />), 
«2  — tt.  =  (wi-w)(p  — y), 
u,  -  tti = (»I -p)  (y — «). 

Wenn  nun  , 

4  (AB + 4)'+ 27  (^«  -  jB»)« =0 

ist,  so  sind  nach  der  Theorie  der  cnbisch^n  Gleichungen '^)  die 
drei  Wurzeln  Ui,  ««,  tf»  reell,  und  zwei  derselben  sind  einander 
gleich.  Sind  also  z.  B.  m  und  n  die  beiden  reellen  Wurzeln  mit 
entgegengesetzten  Vorzeichen,  welche  die  Gleichung  14)  jeder- 
zeit nothwendie  haben  muss,  so  ist  wegen  der  zweiten  der  Glei- 
chungen 19)  die  Differenz  p  —  q  eine ,  reelle  Gr5sse.  Wären  nun 
aber  p  una  q  zwei  imaginäre  Wurzeln  der  Gleichung  14),  so 
müssten  dieselbte  nach  der  Theorie  der  Gleichungen  von.  der  Form 

p=zs+tV:^,  q=s-t^r^ 

sein,  und  es  wäre  folglich 

diese  Differenz  also  imaginär,  was  gegen  das  Obige  streitet.    Da- 
»)    M.  Tcrgl.  z.  B.  ArcbiT.  thl.  VI.  S.  6. 


^      b 
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her  sind  auch  die  Wurzeln  p  und  q  reeil,  und  die  Gleichung 
14)  hat  folglich  in  diesem  Falle  vier  reelle  Wurzeln.  Weil  aber 
eine  der  Differenzen  u^—u%i  u^  —  Ut^  u^—Ui  verschwindet »'  so 
müssen  vregen  der  Gleichungen  19)  unter  diesen  vier»  reellen 
Wurzeln  zwei  gleiche  vorkommen. 
,    Wenn  ferner 

4(^j5  +  4)"+27(i<«-B*)*>0 

ist 9  so  sind  nach  der  Theorie  der  cubischen  Gleichungen*)  von 
den  Wurzeln  Wi,  u^u^  eine  reell  und  zwei  imaginär..  Well  die 
beiden  imaginären  Wurzeln  von  der  Form  r+irV"^  und  t—'w\.  — i 
sein  müssen,  so  sind  die  Differenzen  Uy-^u^,  Unr—u^9  u^—Ux 
offenbar  alle  drei  imaginär.  Sind  nun  wieder  z.  S*  m  und  n  die 
beiden  reellen  Wurzeln  mit  entgegengesetzten  Vonselchen ,  welche 
die  Gleichung  14)  noth wendig  haben  muss^  so,  ist  wegen  der 
zweiten  der  Gl^tcbufigen  19)  die  DiSerenz  p  —  ^  imaginär,  und 
da  9  weil  dje  imaginsiren  Wurzeln  der  Gleichungen  immer  paarweise 
Torhand^tiN^ind,  nicht  bloss  eine  der  beiden  Grössen  p  und  q 
imaginär  sein  kann,  so  müssen  dieselben  beide  imagfnär  sein; 
folglich  hat  die  Gleichung  14)  in  diesem  Falle  zwei  reelle  und 
zw^i  imaginäre  Wurzeln. 
Wenn  endlich 

4(2lÄ+4)'+27(^»- j»*)«<0 

ist,  so  sind  nach  der  Theorie  der  cubischen  Gleichungen'"**)  die 
Wurzeln  «i,  u^p  u^  alle  drei  reell,  upd  unter  einander  ungleich. 
Daher  sind  zuvurderst  wegen  der  Gleich^mgen  19)  die  vier  Wurzeln 
m,  n,  p,  q  offenbar  sämmtlich  unter  einander  tingleich.  Sind  aber 
wieder  z.  B.  m  und  n  die  zwei  reellen  .Wurzeln  mit  entgegenge- 
setzten Vorzeichen,  welche  die  Gleichung  14)  nothwendig  haben 
muss ,  so  ist  wegen  der  zweiten  der  Gleichungen  19 )  die  Differenz 
^p  —  q  eine  reelle  Grösse,  woraus  man.  gauA  wie  im  ersten  Falle 
schliesst,  dass  die  Wurzeln  p  und  q  beide  rem  sind.  Daher  hat 
im  vorliegenden  Falle  die  Gleichung  14)  vier  unter  einander  un- 
gleiche reelle  Wurzeln.  ■       >  ' 

R^cksichtiicfa  d^r  Normalen  der  ElHpse  er^bt  sich*  hieraus 
nun  unmittelbar  Folgendes: 

Wenn  ^    " 

4(i4i»+4)»+27(4»-Ä*)*=0 

ist,  so  lassen  sich  durch  den  gegebenen  Punkt  (ot|3)  drei  Nonnalen 
an  die  Ellipse  ziehen. 
Wenn  dagegen 

4(4Ä  +  4)'+27(4*-Jff«)»>0 

ist,  so  lassen  sich  durch    den    gegebenen  Punkt  (ap)    nur  zwei 
Normalen  an  die  Ellipse  ziehen. 
Wenn  endlich* 


*)    A.  a.  0.  S:  6.      *♦)    A.  a.  0.  S.  T. 
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4(i*B+4)»+27(^*-Ä*)*<0 

ist ,  80  können  dureh  den  gegebenen  Punkt  {aß}  vier  Normalen  an 
die  £Uipse  gezogen  werden. 

Die  vorhergehenden  Bedingungen  lassen  sich  aber  auf  einen 
eleganteren  Ausdruck  briogen. 

Setzen  wir  nämlich 

wo  k  und  iLL  ofenbiir  positive  Grossen  sind,  so  M,  wie  man 
leicht  findet: 

also 

und  die  Bedingungen 

4(^J?  +  4)«+27(i<«.-Ä*)«^0 
sind  folglich  offenbar  erfüllt ,    wenn  respective    die  Bedingungen 

oder  die  Bedingungen 

erfüllt  sind.  Weil  nun  aber  ~3;i/t  negativ ,  und  die  dritte  Potenz 
von  A'  —  ji^ '  + 1  positiv  oder  negativ  ist ,  jenachdem  diese  Grusse 
selbst  positiv  oder  negativ  ist,  so  sind  die  vorhergehenden  Be- 
dingungen, wie  leicht  erhellen  wird,  jederzeit  erfüllt,  wenn  respec- 
tive die  Bedingungen  ~ 

d.  i.  die  Bedingungen 

erfüllt  sind.    Weil  aber 

ist ,  so  kann  man  an  >die  Steile  der  vorhergehenden  Bedingungen 
die  Bedingungen 

(X->^i)3+l+3AAt(A-jit+l)|o 
setzen.    Nun  ist  aber 


\ 


lU 

and  die  vorhergehenden  Bergungen  werden  also  jederzeit  erffillt 
sein,  wenn  respective  die  Bedingungen 

I 

(X-fi+l)\a-(x)^-(X-n)  +1+  SAjtt^^O 
erffillt  sind.    Wenn  X—fi,  negativ  ist,  so  ist  die  Grosse 

offenbar  positiv;  ist  aber  X~(*  positiv,  so  ist,  weit 

(X-f».)^-(X-n)  +  l  =  (X-/i-l)*  +  (X-(ji) 
gesetzt^  werden  kann  ^  die  Grösse 

ebenfalls  positiv;  und  diese  Grusse  ist  daher  stets  positiv.    Da 
Dun  3Afi  positiv  ist^  so  ist  auch  die  Grösse 

(A.-^)a-(A-/t)  +  l+3V 
stets  positiv,  und  die  Bedingungen 

können  daher  jederzeit  durch  die  Bedingungen 

X-(i+l>o, 

d.  i.  nach  dem  Obigen  durch  die  Bedingungeo 

I 

ersetzt  werden.  Daher  ergiebt  sich  aus  dem  Vorhergehenden  jetzt 
Folgendes: 
Wenn 


(^)'-(^)'+'=» 


ist,  so  lassen  sich  durch  den  gegebenen  Punkt  (aß)  drei  JNor- 
jnalen  an  die  Ellipse  ziehen. 
Wenn  dagegen 


(^)'-(^)'+«>o 


ist,  80  können  durch  den  gegebenen  Punkt  (aß)  nur  zwei   Nor- 
malen an  die  Ellipse  gezogen  werden.  .      .        ' 
Wenn  endlich 
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c^^-c^y+x« 


ist,  so. lassen  sich  durch  den  gegebenen  Punkt  vier  Normaleti  an 
die  Eillipse  ziehen. 

Nach  dem  Obigen  ist 

A+B      f      aa 

4         h~bß' 
A-B  _1  _£^. 

4      ~h~bß'  , 


also 


(4±5)..(4^.+.=(")._(e«).+. 


6|3 


oder 


2 


9 


^^  +  1?M    ^^-l?y^  ^_(«a)'  +  (6p)»-(ga)' 


(6p)i 
und  an  die  Stelle  der  Bedingungen 

] 

können  folglich,  weil  (bß)   eine  positive  Grosse  ist,  die  Bedingungen 

(aa)'  +  (6i3)*-(e«)*|0 

gesetzt  werden.  Daher  erhalten  wir  endlich  den  folgenden  be- 
merkenswerthen  Satz: 

An  die  durch  die  Gleichung  , 

charakterisirteEllipse  können  durch  einen  gegebenen 
Punkt  (aß)  zwei^  oder  drei,  oder  vier  Normalen  ge- 
zogen werden,  jenachdem,  indem  wie  gewöhnlich 
a«  — ft2=e*  gesetzt  wird. 


oder 


oder 


ist 


(flar+(*13)'-(6^)*>0. 


9 
.'S 


(a«)'+(6/3)'-(c2)'=0, 


(aa)*+(fti3)'-(e«)*<0 


n% 


Dieser  Satz  ist  abv  fifkch^  einer  Ibemi^eii^iverthen  geometri- 
schen Intrepretatton  fähig.  '  •' 

Aus  der  höheren  Geometrie' ist  nämlich  allgemein  bekannt  *), 
dass  , 


(iMr)U(%)'=(e*)' 


-i 


oder 


die  Gleichung  der  Evolute  der  durch  die  Gleichung 

cbarakterisirten  Ellipse  ist'*''^)^  utid  durch  eine  ganz  einfi^he  Be- 
trachtung wird  auf  der  Stelle  erhellen,  dass  der  Punkt  (xy)  ausser- 
halb,  in  oder  innerhalb  dieser  Evolute  liegt,  jenachdem 


(«^)'  +  (»y)*-(«*)*>0. 


oder 


2 


(aa:r  +  (%)^~-(e»r  =  0. 


oder 


2 


2 


ist.    Daher  hat  man  das  folgende  merkwürdige  Theorem : 

Durch  einen  Punkt  in  der  Ebene  einer  Ellipse 
lassen  sich  an  dieselbe  zwei,  oder  drei^ 'oder  vier 
Normalen  ziehen,  jenachdem  dieser  Punkt  ausser- 
halb, oder  in,  oder  innerhalb  der  Evolute  derEUipse 
liegt. 

V 

Die  Gleichung  einer  Hyperbel  sei 

SO  hat  man,  wenn  a:,  y  die  Coordinaten  des  DurbhschnittspunktS 
einer  durch  den  Punkt  (aß)  an  die  Hyperbel  gezogenen  Normale 
mit  derselben  bezeichnen  ***) ,  zur  Bestimmung  von  Xy  y  die  beiden 
folgenden  Gleichungen: 


*)  M.  8.  z.  B.  meine  Elemente  der  Differential  -  und  Integralrechnung. 
Thl.  I.  Leipzig.     1837.  S.  291. 

**)  Eine  Zeichnung  der  Evolute  einer  Ellipse  s.  m.  Archiv.  Thl.  IV« 
Taf.  II.  Fig.  5. 

***)  Wo  Xxy)  immer  der  Punkt  der  Hyperbel  ist,  in  welchem  auf 
derselben  die  durch  den  Punkt  (ee/?)  gezogene  Normale  senkrecht  steht. 
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2) 


oder 


3) 


— ««ßa?— a«ay+(««+6«)«y=0; 
oder,  wenn  wie  gewnhnUch 

Setzen  wir  . 


8)5=^-^=*; 


so  wird  die  zweite  der  Gleichupgen  4): 

6)    bhx^afy-^-anf^O. 

Die  erste  der  Gieicfaungen  4)  kaon  auf  folgende   Form  ge- 
bracht werden; 


7)      «y     ^ft(a^~«) 


and  wenn  man  dah^ 

setaSt^  80  hat  man  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 

9)  ag  —  bzx^abz',  bx—azy=^ab\ 
aus  denen  sich  ohne  Schwierigkeit: 

Iftv  1+2*  2Ä1 

ergiebt.  Führt  man  diese  Werthe  von  x  und  y  in  die  Gleichung 
6)  efar.^  so  erfaUt  man  nach  einige»  knchten  RednetioneB  die 
Gdevchong'j 

Tkeil  VI.  9* 


\ 


tS9 


,i),4_.2(m),3+l(^,_,=o, 

oder,  wenn  der  Kürze  wegen  * 

12)    A  =  -lM^,B=^-it^ 

gesetzt  wird,  die  Gleichung:  '        \ 

13)    **+^'  +  JBz-l=a 

■ 

Aus  dieser  Gleichung  lassen  sich  nun  durch  g^pz  gleiche  Be- 
trachtungen wie  bei  der  Ellipse  ^  die  wir  hier  niclit  wiedierholeb 
wollen 9  ganz  dieselben  durcb.die*  Gfussen  A  und  J?  auSsedruckteo 
Bedingungen  wie  dort  für  die  Anzahl  der  Normalen  y  weiche  durch 
den  Punkt  '(aj3)  an  die  Hyperbel  gezogen  werden  konne^v  ableite*» 

Nach  dem  Obigen  ist  aber 

A—B_      f  ___axx 


also 


i^y-(j^'*^-(,%y*(<p*y.  ■ 


oder 


'%.".'  ^    f '    '  t     f 


'.'••>  'f 


und  an  die  Stelle  der  Beidingungen  ;  ^     '' 

können  folglich^  weil  (6/3)   eine  positive  Grosse  ist^  die  Bediagungen 

(aa)*-(6ß)*-(6«)'|0      '-'' 

^  * 

gesetzt  werden.     Daher  erhalten   wir  endlich  den   folgenden  be- 
meiicenswerthen  Satz: 

An  die  durch  die  Gleichung 

crharakterftBii'te  Hypiirbel  komnetn  dnxcki9jben.geg|ebe  • 
nen  Punkt  (aß)  zwei^  oder  drei,  oder  vier  Normalen 


y .   ' . 


13» 


ff 


od«r 


•"  9  1  S 


oder' 

(aar-(6ß)' -(<?•)•>(> 
ist 

Die  Gleichung  der  Evolute  der  Hyperbel  ist*) 

(«u:)*-(Äy  )'=(«>)* 


oder 


{aa:)^-{hy)^-{e^)^^9. 


woraus  sich  leicht  ableiten  iSsst,  dass  die  Evolute  der  H^^rbel 
au6|  vier  gegen  ihre  Axen  symnM^trisch  liegenden^  sich  ins  Un-  , 
endliche  ersti^eckend^n  Zweigen  besteht,  weiche  gegen  die  Haupt' 
axe  der  Hyperbel  cotvex  sind.  Betrachten  wir  nun  deb  zwisched 
diesen  'vier.  Zweigen  liegenden  (unendlichen ),  aus  :zwei  gan^  von 
einander  getrennten  TMien  bestehenden  Kauni^  welcher  dnreh 
die  Hauptaxe  der  Hyperbel  halbirt  'wird,  als  den  inneren ;  dage^n 
den  zwischen  den  vier  Zweigen  liegenden  (unendlichen)  RaiH», 
welcher  durch  die  Neben^e  der  fhrperbel  halbirt  wird ,  als  den 
äusseren  Raum  der  Evolute;  so  wira  durch  eine  ganz  einfache 
Betrachtung  auf  der  Stelle  erhellen,  dass  der  Punkt  {ay)  au»sbr* 
halb,  in  oder  innerhalb  der  Evoli^te  lieg^,  jenachdem 


I 


oder 


C^)'^(»2r)*^<€»)"^0, 


od^ 


» \ 


<-«««;)*-(%)' -(ei»  )*>0 


/<'. 


Vergleicht' natt  dies  aber  mit  dem  VoUiergelieR<ref^,.so  ergiebt 
«ich  das  folgende. merkwürdige  Theorem: 

Durch  ^inen  Punkt  in  der  Ebene  einer  Hyperbel 
fassen  sich  an  dieselbe  zwei,  'oder  drei,  oaer  vier 
Normalen  ziehen,  jenachdem  dieser  Punkt  ausser- 
halb, oder  in,  oder  innerhalb  der  Evolute  der  Hyper- 
bel liegt 


*)    'H.  miMai^EAxmäat»  der  Differential-  und  Integralradunmg'  a.  a.  O. 

9»- 


m 
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Dau  dies«  Satz  mit  dem  «km  tm  der  ElUp««  hnriMWoen 

Satze  fMuiz  ideatisch  ist,  uvA  daher  voa  der  EUiihm  nad  Hyporbel 
gilt,  fUit  auf  der  Stelle  in  die  Augen.    . 

ffl. 

Für  eine  Par^[>el ,  deren  ParaineteT  2p  Ist ,  mflasen  die  Coor- 
dinaten  x,v  des  Punkte«',  in  welchem  eine  dnrcb  den  Paukt  (aß) 
gezoKene  Nomiale  der  Parabel  aaf  derselben  senkrecht  steht, 
BUS  den  beiden  Gleicbungen  : 

P 
oder 

2)  jf^^ipx.  Xif~(a~p)s~p0=O 

bestimmt  werden.  Durch  EliminatioD  ron  x  erfa&lt  man  aber  ans 
diesen  beiden  Gleinhungea  die  Gleichang 

3)  s(»-2p(«-p)y-'2p»ß=0, 

imd  gtlangt  nun  hierdurch  mit  Hfilfe  d«r  TheoriB  der  cnbÜMheD 
GleicnoDgea *)  sehr  leicht  zu  dem  folgenden  Resultate: 

Ad  die  durch  die  GleicbuDg  y*='ipx  charakteri-. 
«irtc  Parabei  fcSanen  durch  eiaen  gegebenen  Punkt 
(ixfi)  eine,  oder  zwei,  oder. drei  Normaleo  gelogen 
tv«rdeD,  jeD&chdem 

27p|3»-8(a-p)«>0, 
oder 

27p(3»-8(a— p)»=0, 
oder 

27|)|3»-8(a-;»)><0 
ist.       ' 

Di«  Gleichung  der  Evolute  der  Pwabel  ist'*) 

woraus  sii;h  leicht  abletteo  Ifisst,  daas  die,  firohite  ans  zwei  gogen 
die  Axe  der  Parabel  symmetrisch  liegenden  unendlichen  Zweigen 
besteht,  welche  gegen  die  Ax«.conFex  sind.  Betrachten  irir  aam 
den  zwischen  den  Leiden  Zweiges  auf  deren convezen Seite«  li^^n- 
den  unendlichen  Raum  als  den  inneEn,  den  auf  den  coucaven 
^iten  der  beiden  Zweige  liegenden  unendlichen  Raum  A^^egfiB 
1^  den  Susaereo  Raum  der  Evolute,  so  wird  leicht  erhellen ,.  dass 
der  Punkt  (^i/)  ausserhalb,  in  oder  Innerhalb  der  Evolute  Upgt, 
jenachdem 

■)     M.  a.  Arcbi*  Tbl.  VI.  S,  «.   _ 

~  -umi  lalegialnohaBig K.  a.  O. 


oder 


oder 
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I 

a7#if*-8(*-|»)»=0. 


ist,  und  fvijr  erj^alten  i^her  daa  folgende  Theorem  c 

Durch  eineD  Piinkt  in  der  Elyen«  «larr  Pärt]b«^l 
fassen  sich  wn  dieselh^e  eine,  oder  mwmi,  edet  drei 
Normalett  ziehen,  jenrachdsm  dieser  Punkt  au«s#p# 
halb,  oder  ip,  oder  innerhalb  der  Ewpiui^  die?  Vß:Tn^ 
bei  iifgt, 


X   :. 


.  • 


Becbnmis« 


E«rni   Professor  ]>r.  Gerling 


r  , 


y.i  I     >>i  rf    f    ■      ) 


In  der  Vorrede  nu  meiper  Ausgleichunss  -  Recbnun 
(S.  XIII.)  habe  ich  bereits  die  Erwartang  angedeutete  dass  sie 
bald  ISacntr^e  «pd  Berichtigungen  finden  würden,  wenp  nur  ¥er^ 
ständige  Praäifcer  erst  häufiger  ¥on  der  Ausgleichung  Gebrauch 
machten.  Diese  ErwaTtvng  hat  sich  jetzt  schon  dadurch  verwirk» 
licht,  dass  Herr  Land-Messer€oester  ^ermalen  bei  der  unter 
Leitung  des  Herrn  Obristiieutenant  Wiegrebe  vorgehenden 
topographischen  Vermessung  Kurhessens  angestellt)  mir  kürzlich 
zwei  wesentliche  Umstände  mittheilte,  welcne  in  meinem  Buche 
berichtigend  nachzutragen  sind. 

Herr  Co  est  er  ist  nämlich  beschäftigt  mein  grosses  Triangel- 
System  mit  kleinereiKDreiecken  auszufüllen,  l>esorgt  dieses  Gechäft 
mit  eben  so  viel  Eifer  als  Intelligenz  unter  dem  Gesichtspunkt,  dass 
seine  Messungen  uud  tlechnungeft    mitteist  der   Ausgleicfeuegen 


U2 

fiberall  den  Prfifsteio  Här^v  Richtirieeit  in  \6ich  tragen ,  und  hat  da- 
durch eine  Gelegenheit  zu  den  reicnsten  CrJTahrungen  über  die  E  i  n- 
schaltungs-Methoden«  welche  mir  bei  den  grossen  Dreiecken 
nur  ausnahmsweise  vcnfaftmetv  Hievanf  ly«zleheri  sich  denn  auch 
seine  Mittheiluneen.  Ich  kann  dieselben  nicht  besser  Terdanki^n^ 
als  indem  ich^  die  Erlaubniss  ihres  Urhebers  benutzend,  das  We- 
sentliche davon  hier  'selbstiitändig  dafii^Ile,  und  dadurch  den 
Practikern,  welche  etwa  ähnliche  Geschäfte  betreiben  mochten, 
diese  nützlichen  Nachträge  enipfeblend  bekannt  mache.  Diese  wer- 
det «ioh  'das  Eioeefaie'.kitht  selbst  weiter  eatwiekeln.  '  > '  /- 
]  .  .Ich' »seize 'dabei  auch  •  hier  lauter  eüeiie  Flguieo  vioriiis»'  »ödem 
jedeofiük  ^Ui« 'VorlSufige  Rechnung  die. etwa  zu  berücksiohttgenden 
spk^liclieik.  Excetoe  liefert      -  ..:.!..     /    . 

1  •     .:'..'. 


Erster  Nachtrag. 

Für  solche  Fälle ,  wo  ein  einzelner  Punkt  zwischen  meh- 
rere andere;  als  absolut  genau  betrachtete,  einzuschalten  ist,  und 
bloss  an  ihm  selbst  Winkel  gemessen  sind,  und  wo  also  we- 
nigstens vier  gute  Punkte  angeschnitten  sein  müssen,  wenn  man 
überhaupt  ausgleichen  will,  rmtb  ich  (S.  303.)  die  Bestimmung  der 
eegebenen  Punkte  auf  rechtwiikiiche  Coordinaten  zu  reduciren,  und 
dann  nach  der  Methode  der  vermittelnden  Beobachtungen  zu  ver- 
fahreip»,  wie  ehbe}^;  für  . ^e  Pothenote.Gh*e  ^4l(i^W  vorge- 
schrieben zu  werden  pflegt. ' " Dieser  ßatb.ist  aber  nicht  allge- 
mein der  zweckmässigsie.  >  ^      ^  -  -  -^ 

Kommen  nämlich  Fälle  vor,  wo  man  zunächst  die  Distanzen 
des  einzuschaltenden  Punktes  von  den  gegebenen  suchte  und  sind 
dann  überdies  alle  Winkel  moA  (Seiten  zwischen  den  gegebenen 
Punkten  schon  fertig  bei^echntet  (wie  dies  z.  B.  in  meinem  grossen 
System  der  Fttll  ■ist);''so  Intnn  man  <9bne  recbtwinkliche 
Coordinaten  bequemer  zum  Zi^l  kommen,  indem  man  die  Auf- 
gabe als  eine  bedingte  behandelt. 

Man  wird  auch  hier  zuerst  aus  den  Richtungen  auf  drei 
(zweckmässig  gewählte)  von  den  vorgegebenen  Punkten  den  Orien- 
tirungs -Winkel  einer  Visirlinie  gegen  eine  der  gegebenen  Verbin- 
dungslinien zu  berechnen  haben,  und  zwar  aus  Gründen/  die  sofort 
erhellen  wei^den,  in  scharfer  Rechnung. 

'  .•■Hiejsü'  würde. ich' vorschlagen,  'rtwa  auf  folö:endfe/ W*^3e/^wei 
vorliegende  Seiten  und  thtbp  eingeschlossenen  WlnkeT  zu  hexpA^^n^ 
BezelcHnen  wir  den  einzuschaltenden  Punkt  mit  0,  'die  drei  gege- 

Iben^n  mit  1;  2.;  3;  und  «liehen  die  Winkel  ^— ^«^  ttndT=;;^.o^ 
ßXiB  d^n  gemessenen  *q?  und   q  ;  so  ifst  die  Gleicbung     '      ;, ,  \ 


.    •1.2-  2.3-  •      ■    ' 

>   .  '  .  .  '      •    f..   '    •     •     '  '  .  .;     •       '  I    .    i  ".  •  /    .■   •  .         <(,, 

tto  erfüllen    Diese  giebt  zunächst  »*. 


1(18 

% 

'    ■  ■•    •'      ■Ji^ß'^Ji.Y     IvS''  ..i-2.ö ■:•«"..;.. /i-)!; -11»    i.;' 


•i  Oaräuö'erhWf  iriah/WeHnaph  der  Vbraiwsetiubk'  '  '    '.   "      * 

•    •     • »  '  i         f 

gegeben  irt,,eiidIi|Bh    f. .   :  .,      i   ):  ..  a  n; // 


und  som^t  ^}  Q^d.  r^y   .  .    .^  .  ^   .    ,,  ,    .  .    .       \    *'    //•  s  .  .; 

F'ei^Der  wird  inaVi  nuü  die'CrlßicliuDgäufzuHucKeb haben ,  wel- 
che Ätilßc^^  deö  ifccKtüngs  -  VJÄessemng  ^j  CoD""^' 

der  Verbefisernng  der  berechnetei  Richtung  a  bestebti-    Da   quo 

(9^)=-^^  und  (r)=^'+(^  lat,  i^  erhält  'man  diese  .G}eichtfkig 

und  zugleich  eine  Prüfung  für  die  vorige  Rechnung ,  wenn  man, 
mit  Benutzung  der  loearithmischen  Differenzen ,  die  Oleichung  Q) 
bereqbnetl    £f»  mufls, dann  fnoth wendig'  der  log  0.2  auf  beiden  Sei- 

ten  übereinstimmen^  was  zur  Prüfui^  dient ,  überdies  aber  muss 
er  einerseits!  die  Correctionen  CqJI  Co)'C2J'  andererseits    die 

Correctionen^Q^ ;  (^0^5  ^2^  **'*  ®^*^  fuhren',  wodurch ., sich  also 
die  Gleichung 

oder  durch  eine  leichte.  (Jmgestaltung      ^.  \  .^ 


•  "t  I 


ergiebfe»Miiifi^hat  also,  sobalä  demnSdhstYQ^ ;;  Qj);  rQ\bek«»rat 

sind 9  Huth ,  schon  .  den,  defimtiven  ^Verth  vim  Jog. 0,2 ,  wenn  man 
ihn' durch»  ^Substitution  zu  finden,  vorzieht* '  ..    '    '' 

Wär^nxnift)  die.  drei  Punkte  1,  2,i3ialleiQ  angeschnitten y  udd, 
also  nichts -.au^ugieicheti»i'^>>^ürde  die  Rechnung  dooh  eben'so^ 
gemaohtwerded  müssen,  w<nn.  man  denEiidlu^s  zu  wissen  wünschte, 
ymlchm  die  unvermeidlichen  Fehler  .dierVisidinien  auf«<Ue  Orien- 
timog  ausübten*  ♦    »  ,      />.;■.  .t  >'  •    '  • 

Sollen  nun  aber. .weiter  die.  übrigen  angeschnitteBeii  Punkte 
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zur  Ausgleiclraoir  dler  Hsirlinien  beontei  wer4«i ,  so  giobt  jeder 

▼OD  ihnen  eine  Bedingufegsgleichung  aritCer  Klasse  in  der  ffir  Auf- 

findnng  der  definitiven  Distanzen  bequemsten  Form,  wenn  man  eine 

weitere  Distanz  ans  zwei  Dreiecken  lierechnet,  in  welchen  je  eine 

Distanz  zweier  gegebenen  Punkte  vorkommL    Die  Winkel  dieser 

Dreiecke  Jassen  sich  nämlich  durch  die   noch  zn.  veibesse^de» 

Richtungen  der  Visirlinien,  durch  die  gegebenen  (als  absolut  Mnau 

betrachteten)  Winket  zwischen  den  gegebenen  Verbindungslinien 

und  durch  q  (oder  r)  au^drficken.    Demnach  hat  man  mit  Hülfe 

der  Gleichung  (6)  jedesmal   eine  Bedingungsgleichung  zwischen 

lauter  Richtnngs  -  Verbesserungen. 

WSre  z.  B.  ein  Punkt  4  zwischen  2  und  3  und  j€taseife  der  Lt- 

2  3  2  4  4  3 

nie     *  ^  angesfshnitten »  so  hfitte  man  entweder  ^ '  ^.  UDd    ^  ^^^ 

3  4**24  •      •'   •  • 

und    ^    oder  endlich  beide  Paare  von  Gr5ssen  zu  benutzen, 

upi  entweder  log  0.2  oder  logü.Z  oder  lo^  0*4  doppelt  ävszn- 


•  •  •   * 


drücktoi  .Mai^  hat  also  die  Wahl  zwischen  den  drei  endlichen 
Gleithtiiigen . 

0»2 ■  •     ^^  /2r3  ,    V      •  .     .1^/2.4  .  4.3  i^\ 

."•3     f.  >        •_ •  •        0^  noAA      ««Ol,  ^i2«4,  4«0\ 

• .   Xa:s««'"=T-4:8*'«<i*"-  0  -••+3  +  0  >' 

•  0  ^^     • 

S.4  4.9 

••      1*1  V  **'*     0 

In  allen  drei  Fällen  erhält  man,  wenn  filr  (r}=3  ^2^  sein  Werth 
aus  (5)  eingeffthi^  wird,  eine  Bedingungsgleichung  von  der  Form 

Sollte  aber  etwa  ^.4  zuföllfg  fehlen  und  statt  dessen  1.4  bekannt 

sein /so  beständen  drei  andere,  endliche  Gleichi|ngf)n^wr;Am^dh|> 
die  auf  dieselbe  BedingungsgleichuDg  führten. 

Man  wird  also  unter  den  vevscbiedeBeD  Wegen  zu  letzteivr 
denjenigen  wählen^  welcher  das  grOsste  tir^  zu  geben  verspricht^ 
oder  wenn  keiner  sich  hierin  überwiegend  vortheuhaft  zeigt,  den^ 
welcher  die  becjoemste^' Rechnung  darbie^te^  (vergl.  8.  2Ö&^ 

Sind  nun  die  m^3  Bedinenngsgleichntigen,  welche  bei  w  vop- 
geffebenen  Punkten  sich  offenbar  finden  müssen,  auf  diese  Weise' 
aufgestellt,  so  wird  endlich  zu  den  Correlaten  -  Gleichungen  imd 
Normal -CHMehungen  auf  die  bekannte  ^eise  fortge^hritten. 
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IMto  blmehiii  iMhi^e  Hrlliui^vechiiiing  gtebt  dann  die  defi 
nltiven  Dist^ncen,    so    me  auch    aus  dem    amsgegiicheoeD 
Whddei  die  d^finitiveB  Aziimithe  des  Putikte  in  jedem  ge- 
gebenen Punkte  folgen.    ^ 


Zweiter  Nachtrag. 

Wenn  auf  einem  einzuschaltenden  einzelnen  Punkte  keine 
Winkel  gemessen  «tnd^  sondern  derselbe  bloss  von  meh- 
reren gegebenen  Punkten  aus  ange«ehnitten  ist^  deren  also> 
wenn  Ausgleichung  stattfinden  scm,  wenigstens  drei  sein  müssen; 
so  kann  es  allerdings  vorkommen^  dass  man  nur  die  Richtungen 
zwischen  je  zwei  und  zwei  der  gegebenen  Punkte  benutzen  kann. 
Dieser  muglicb^  FaU  wird  aber  in  der  witkfichen  Praxis  nur  buchst 
selten  vorkommen.  Vielmehr  wird  man  hier  fast  immer  ein  voll 
ständig  gegebenes  System  zum  Grunde  zu  legen  und  mit  Rück- 
sicht auf  gegebene  Riebtungeo  und  Seitenverhältnisse 
desselben  auszugleichen  haben. 

Es  ist  in  dieser  Beziehung  also  (m  S.  304.)  nachzutragen^  dass 
man  huchtens  ausnahmsweise  sich  mit  einer  solchen  Bedingungs- 

fleichung  wird  begnügen  dürfen,  als  welche  in ^ dem  Rechnungs- 
Beispiel  S.  202.  vorkam ,  vielmehr  in  den  regeimässiff  ehitmtenae»  ' 
Fällcfn  nach  derselben  Weise  einzuschalten  hat,  wie  lai  (Beiträge 
S.  173.)  den  Frauenberg  zwischen  vier  Hauptpunkte  einschaltete. 
Vorausgesetzt  älso^^ass  eine  beliebige  Anzahl  von  Punkten 
in  einem  voll<siä«idi^€n  System  von  Richtungen  und  Distanzen 
vorgegeben  und  nun  ein  einzelner  bIo3S  angeschnittener  Punkt  0 
mit  Ausgleichung  einzuschalten  sei;  kommt  es  zuerst  auf  Abzah- 
lung der  Bedin^ngs^eldiufngen  dritter  Klasse  an.. 

Hier  findet  sich  leicht ,  dass  allgemein  für  n  gegebene  Punkte 
n-^^  unabhängige  Bedingmigsgleichungen  bestehen  (wie  auch  bei- 
spielsweise A^isg).  R.  iS.  305*  und  Beiträg-e  8. 173.-  und  174.  vor- 
kommt). Denkt  man  sich  nämlich  in  dem  gegebenen  System  dieje 
nigen  Liniefa  gezogen,  wekdie  zur  BesHminung  desselben  «lurcli 
lauter  Richtungen  «.«usoeicben  (mii  Weglasiseng  der  überschüssigen), 
so  sind  deren  2n  — 3.  Hierzu  kommen  nun  die  n  Anschnittsricntun- 
g6n;  a!s*o  hat  man  in  w.  58.  (S.  277.)  zu  setzen:  f==37ir-3; 
p^rzn'-^l,  und -erhält  also 

z^8  =  /— 2p  +  3=w  — 2. 

Dasselbe  ergebt  sich,  wenn  man  die  Linienverbindung  zwischen 
zwei  und  zwei  der  gegebenen  Punkte  als  Polygon  betrachtet,  in 
welchem  alle  Seiten  und  Winkel  gemessen  sind.  Kommt  dann  der 
Punkt  0  mit  seinen  n  Anschnitten  hinzu,  so  hat  man  in  n.  59 
(S.  326.)  zu  setzen  /p=:2«;  Ix^^n;  p  =  n-{-l;  t~0  und  erhält  also 
zusammen  n  Bedingungsgleichungen,  von  welchen  aber  nach  der- 
selben Formel  (/p=n;  lx^=n;  p^=n;  t=Q  gesetzt)  zwei  dem 
gegebenen  System  angehürige  als  erfüllt  vorausgesetzt  werden ;  so 
dass  für  die  Einschaltung  nur  n-~2  übrig  »leiben. 

'l'Jieil  VI.  10 
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Wa«  nun  die  Aufsuchung  und  DarfiTtellung  betrifft^  so 
ist  es  auch  hier  wieder  im  AiigemetneD  unter  den  obigen  Umstanden 
am  bequemsten,  von  den  (als  absolut  genau  yorausgesetztenl  Distan- 
zen der  gegebenen  Punkte  von  einander  auszugehen,  una  die  Loga- 
rithmen der  Distanzen  des  einzuschaltenden  Punkts  von  jenen  zu 
suchen,  um  deren  Differenzen  för  die  Bedingungsgleichungen  zu 
benutzen,  wie  dieses  im  Besonderen  för  drei  gegebene  Punkte 
(S.  305,)  vorgeschrieben  ist. 

WSre  also  z.  B.  der  Punkt  0  von  fSnf  gegebenen  Punkten  an- 
geschnitten, so  hätte  man  etwa  die  drei  endlichen  Gieiehungen: 


0.2 


1.2    .    2.0 

stn    I 


2.8     .    0.2 
..«»'S 


•    •       •.V./2.0  ,0.K        -,v./3.ü  ,  0.2x 


2.3  ~.     3.0 

sm 


3.4    .    0.3 
stn  ^ 


0.3^      .  .'"^    2  .    .   ^    4       , 


3.4   .    4.0 

5272     Q 


9.4    .     4.9 
0.4_        .    .^^     3 


4.5    .    0.4 
.   .««    5 


sin 


(5.0^0.4^ 


logarithmisch  auszuföhren,  und/ erhielte  dadurch  die  dfei  Bedin 
gungsgleichungen  , 

Es  bedarf  keiner  Erinnerung,,  dass  man  eben  so  gut  den  doppelten 
Ausdruck  "^^^  ff-^l  O-i;  0.1  oder  jeder  beliebigen  Dreizalii  von 

Anschnittslinien  zum  Grunde  legen  könnte ;  und  dass  sich  die  Aus- 
wahl nach  den  bewussten  practischen  Rücksichten  bestimmt. 
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Heber  die  Terwandluni?  der  4|iiadral>- 
iFVurzetai    in    unendliche    periodlsclie 

Kettenbracbe. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  O.  Schlomilch, 

PriTatdocenten  ao  der  UniTertität  in  Jena. 


Es  lisst  sich  bekanntlich  jede  Quadratwurzel  aus  einer  pesi- 
tWen  ganzen  Zahl  in  einen  unendlichen  und  periodischen  Ketten- 
bruch auflösen;  die  hierzu  nothigen  Operationmi  sind  leicht  aus 
einem  einzelnen  Falle  zu  ersehen.  Um  z.  ß.  1^28  in  einen  Ketten- 
bruch zu  verwandeln,  bemerke  man  zuvorderst,  dass  Vanii^B  plus 
einem  Bruche  sein  müsse,  und  -setze  demnach 


woraus  folgt: 


^9  = 


4^28—5 


V28+5 


3 


wenn  man  Zähler  und  Nenner^mit  1^-f5  multiplicirt  und  im 
Nenper  den  Sats  (tlT-/?)  (V"o+/?  )  =  «  —  /?*  anwendet.  Da  nun 
ysäi.=5  phis  einem  Bruche  ist,  so  muss  der  Zähler  V2S  -f  5=  |0 
plus  einem  Bruche,  folglich  der  Quotient =3  plus  einem  solchen 
sein.    Deshalb  sei  weiter  ' 


a;i  = 


3 


woraus  folgt: 


or  r=      _^       ^      f28+4)      V28-I-4 
•       V28— 4  12         —        4        * 


Da  der  Zähler  hier  =9  plus  einem  Bruche  ist,  so  setzen  wir 
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woraus  folgt: 

^   _-         *  4(VS+4        1^28  +  4 

V^  — 4  12  3 

Der  fernere  Gang  der  Rechnung  ist  jetzt : 

* 

1 

Hier  ist  aber  0:5  =  ^:1,  folglich  wird  bei  weiterem  Verlauf  0:6  =  3:,, 
a:r  =  x^,  u.  8.  f.  in  inf.  Substituiren  wir  jetzt  von  allen  gefundenen 
Gleichungen : 

^^====^+i'    ^^=^^+^'    ^•"'^^^J;'' 

jade  in  die  vorfaei^ehende,  so-  «tiudten  wir 


3 


V"28=5+ — i— , 

3+— i 1 

10+ 


a+ 


1 


Z  -|-  •  •  t  • 


also  Vs»  in  Form  eines  unencHtchen  periodisehen  Kettenbrucbes. 

So  bekannt  nun  Dieses  ist^  so  wenig  scbernt  ma»  &idh  im  ^e 
E'^enschaften  der  einzeloeD  periodisch  ToricommjendeB^  Nenuep 
bdsfiiiiraert  zu.  haben.  Eine  nur  flüchlige  Untctsuchung  dieses 
Gegenstandes ,  welche  für  anderweite  Zwecke  iuitoin«miiiett  wucde, 
gab  folgende  foemerkenswerthe  Resultate. 

1)  Ist  die  Periode  zweigliedrig,  also  der  Kettenbruch  von  der 
Form 

1 
b+-J— 

a+ — i— 
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80  ist  b  eine  gtrade  Zahl  uad  a  ein  Theiler  von  b,  also  — ganz, 
wie  9.  B.  ig  ■  a 


V3(h=5  + 


2  + 


10+ 


1^45=6+-^—, 
3  + 


a+ 


12+ 


10+.... 
2)  Bei  eiper  dreigliedrigen  Periode  wip 

1 

1 

1 

c+ — ?^ 


3+ 


12+..., 


a-(-r- 


6+ 


a+.... 
iiit  6=A,  c  gerade  und  zngleich 

■  gp  +  l 

eine  ganze  ZaM.    Da  hier  wegen  des  geraden  e  der  Zähler  Immer 
ungerade  ist,  so  muss  fiDlg;lidh  «  iomner  j$erade  sein,  weil  sonst 
der  Nenner  gerade  würde. 
Beispiele: 


i^41=6+ 


2+ 


i^l6l5'=40+ 


6+ 


2+: 


6+* 


12+ 


80+ 


«+ 


6+- 


c  + 


Ä  "T" •  •  •  •  U~f~»«»« 

3)  Ist  die  Periocle  viergHedrig,  also  der  Kettenbrach  von  der 
Foqnt 

1 
1 
1 
1 

rf+— L_ 
a-{-,,,, 

«o  ist  ci^üy  ferti6r  <{  gerade  und  d^  Ansdraek 

aM+6  +  rf 
a»6+2a 

eine  ganze  Zahl,  wie   z.  B.   in    dem   oben  entwickelten  Ketten- 
bruchtt  filr  V^äs  und  den  folgenden : 


'♦'"'248=15+- 


1  + 
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^T248=35  + 


3+ 


1 


2  + 


17+ 


1  + 


3+ 


30+ 


1+.... 


70+ 


«l-r«  ••• 


4)  EntbSIt  die  Periode  fönf Glieder,  steht  alm  der  Kettenbmch 
unter  d«r  Form: 


«  + 


b+ 


c  + 


(2+ 


e+ 


a+.... 
«SO  ist  e  6iDe  gerade  Zahl,  ferner: 

abc  +  ff + c=  bed  +  6  +  rf 

und 

öcde+bc-j^be  +  de  +  l 
abcd+ab  +  ad+cd+1 

eine  ganze  Zahl,  was  man  z.  B.  an  den  Kettenbrüchen ; 


^13=3+ 


1  + 


i^29=6+- 


2+ 


1  + 


1  + 


1 


1  + 


1  + 


1  + 


6+ 


2+ 


1+.... 


10  + 


2+.- 


bestätigt  finden  wird. 

Ueberhaupt  ist  in  jed^r  Periode  der  letzte  Nenner  das  Doppelte 
der  ganzen  in  der  gesuchten  Wurzel  steckendep  Zahl.  Fat  die  übri- 
gen Eigenschaften  aber  wollte  sich  auf  dem  Wege,  weichen  ich 
einschlug,  kein  allgemeines  Gesetz  entdecken  lassen. 

Das  Mitgetheilte  reicht  wohl  hin,  um  zu  zeigen,  dass  hier 
noch  ein  weites  Feld  zur  Bearbeitung  offen  liegt ,  welches  vielleicht 
auch  für  die  Theorie  der  Zahlen  majiche  Ausbeute  gewähren  kannte« 


«  > 
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Velber  die  im  TorlierseheiideiiAiifJiatze 

aufd^estellten  Sätze. 

Von 

Herrn  Richard  Müller, 

Stndirendtn  der  Mathematik    xn  Jena. 


Die  Periode  eines  periodischen  Kettenbruches  x  sei  neliedrig, 
q  sei  der  letzte,  p  der  vorletzte  Nenner  der  Periode,  so  dass 


:r=_l 


«+      » 


•MiA^kB^ 


6+.... 


^+  1 


9  + 


6-|-.... 


Da  die  Petiodenzafal  unendlich  gross  ist,  so  wird  der  Wertb 
Von  X  nicht  geändert ,  wenn  wir  die  erste  Periode  ganz  weglassen 
und  den  Kettenbruch  erst  mit  der  ^weiten  Periode  beginnen;  es 
ist  mithin  der  Theil  des  Kettenbruchs,,  der  nach  dem  ersten  q 
noch  folgte  selbst  gleich  x,  und  folglich 


a;~ 


«+  1 


Ä  + .  * . . 


q^'{-x. 


Auf  di^se  Wel^e  Ist  6s  uns  gelungen,  den  unendlichen  Ketten- 
bmch  in  eine  endliche  Form  zu  bringen,  in  welcher  es  uns  allein 
knuglieh  wird,  seine  Eigenschaften  zu  untersuchen. 

Bezeichnen  wir  nuti  die  einzelnen  NSherungsbrfiche  des  Ketten- 
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P       P 

bnichs  der  Reibe  nach  mit-^,  -r^yetc,  so  wird  der  Näheningsbrucfa, 

der  zum  Nenner  p  gehOrt,  durch  y^^=^  und  der  zu  ^gehörige  durch 

p 

j^  zu  bezeichnen  sein,  da  p  4er  {ft*«l)ste^und  q  der  nte  Nenner 

des  Kettenbruchs  ist.  Nun  wissen  wir  aber  aus  der  Lehre  von  den 
KstleDhrfiehtt ,  wie  die  eteaelaea  •  NiAeni0g|^ALete  nttHetei  der 
Partialnenner  aus  einander  berechnet  werden  Kunnen ,  dass  namiich 

p 

Dieser  Näheningsbmch  -^  geht  nun  aber  in  den  wahren  Werth 

X  des  Kettenbrtichs  tiber,  wenn  wFr  q-{-x  statt  q  setzen ,  und 
es  ist  also 

Qn^ia:*  +  (qQn^l  +  Qn^2'^Pn^l)a:==qPn^l+Pn^2y 

• 

da  bekantlich  -Pnrz  ^Pn— i +/^i— 2  '^t.  Wir  haben  auf  diese 
Weise  eine  quadratische  Gleichung  erhalten.  Soll  nun  der  frag- 
liche Kettenbruch  einem  Ausdrucke  von  der  Form  —  m  +  ^V^iJ*  wo 
u  und  V  ganze  positive  Zahlen  bedeuten,  gleich  sein,  so  muss  der 
^  Coefficient  von  x  ganz  und  gerade  sein ,  weil  in  jeder  Quadratischen 
Gleichung  der  CoeflFicient  der 'ersten  Potenz  von  x  gleicti  der  Summe 

der  beiden  Wurzeln,  also  hier  gleich  —  Stc  ist.  Das  Glied  ohne  x 

p 
ist  aber  immer  gleich  dem  Producte  beider  Wurzeln,  also  ■     "  «■ 

_  'Qu—  1 

=  (~w+Vv)  (— w— i^i;)  =  w*— V,    also    eine    ganze   ZahL     Es 

muss  also  noch  q  +  ^"^^  2 2^:1.  ganz  und  gerade  sein.  Da  nun 

Qn— 2 

q  schon  ganz  ist,  so  mus»  also  auch  ? ^"^   ganz  sein; 

Qn— 1 

es  ist  aber  uothwenAlg  Qn— 1  >  Qn— 2^  ^^^  ^^^^  ^^  mehr 
Qn— i>Qn- 2  "-Pn-ijiUiid  es  kann  also  der  Bruch  ^"^^"^    ""^t 

nicht  anders  ganz  werden,  als  indem  der  Zähler  jdeidi  Ni|lHvird , 
also    Qu— 2  — -Pn— 1  =0   oder   Qn— 2=-ft»--l«    Da  nun  abe^  der 
Coefficient  von  x  auch  gerade  sein  soll,  so  muss  q  gerade  seta. 
Wir  haben  also  die  drei  Haupteigenschafte«^ .gefunden:  ... 
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I. 


muss  ganz 


IL  P,_  !=(>._  2  «nd 
III.  q  gerade  sein. 

Entwickeln  wir  die  ersten  Nähernngsbrüche  (är  die  Nenner 
a,  by  c,  d,  so  finden  wir  der  Reihe  nack 


ftc  +  1 


bcd^b^d 


a      ab-^-X*     aAc-f-a-f-c'     abcd'\-ad'\-cd'{-ab'\-V 

Es  muss  also  für  Kettenbrücke  mit  zweigliedrigen  Perioden  - 
ganz ,  b  gerade ,  also  auch  a  gerade  sein.;  fSr  dreigliedrige  Perio- 
den muss       "y    ganz,  6=a  und  e  gerade  sein;  für  nergliedrige 

Perioden     .TT — Ranz»  6c+l  =  a6+l  oder  a=c  und  d  «e- 
abc  -{'a-{'C  °  ° 

rade  sein  u.  s.  w. 

Da  nun  nach  den  Gesetzen  für  die  KettenbrjLiche 

Pn— 1  9«— 2  ~"  A— 2  P«— 1  =  ±  1> 

und  da  wir  Qn'-^%^=Pn-^\  gefunden  haben,  so  muss 

sein;  es  muss  also  dieses  Kreuzproduct  Pn^2  Q»— ]  immer 
um  die  Einheit  grosser  oder  kleiner  sein  als  eine  Quadratzahl. 

Da  Pn  und  Qn  relative  Primzahlen  sein  müssen  und       " 

ganz,  so  müssen  auch  Qn  und  Qn-^x  relative  Primzahlen  sein; 
ebenso  müssen  Qn'-^\  und  Qn^2  Ossein,  da  Q«— 2=^»— 1  ^^^ 
Pm^2  P^^™  zu  Qn— 1  sein  muss. 


Theil  Yl. 


10« 


1S4 


Aufldsuns  der  Clleicliuiiip  ac^^zif»  in 

reellen  Zahlen. 


Von 

Herrn  T.  Wittstein 

ZU  HannoTer. 


1. 

Unter  deo  drei  directen  Operationen  der  Arithmetik  zeichnet 
sich  das  Potenziren  durch  die  Eigenthfimlichkelt  aus,  dass  man 
die  beiden  gegebenen  Zahlen^  mit  denen  die  Operation  vollzogen 
lyerden*  soll  5  nämlich  Basis  und  Exponent^  nicnt  allgemein  ver~ 
tauschen  darf,  ohne  zugleich  die  Potenz  zu  ändern.  Diese  für 
die  genetische  Entwickelung  der  efementaren,  Arithmetik  so  wich- 
tige Thatsache  führt  aber  <zu  der  Frage ,  ob  sich  nicht  wenigstens 
isolirte  Zahlenpaare  angeben  lassen,  welche  der  Gleichung 

air==y*....  (1.) 

Genüge  leisten,  und  schliesst  man  dabei :y  wie  billig,  die  Auflösung 

x=y....  (2.) 

aus,  so  führt  schon  ein  Durchsuchen  der  ersten  Zahlen  der  natür^ 
liehen  Zahlenreihe  zu  dem  Resultate 

2*=4a....  (3.) 

Ob  dieses  Resultat  das  einzig^  ist,  sei  es  dass  man  sich  auf 
positive  ganze  Zahlen  beschränken  oder  dass  man  auch  negative 
Zahlen,  Brüche  und  Irrationalzahlen  zuziehen  will;  oder  wie, 
wenn  es  nicht  das  einzige  ist,  man  allgemein  solche  Zahlenpaare 
angeben  kann,  welche  der  Gleichung  (f.)  genügen:  das  zu  unter- 
suchen ist  hier  die  Absicht.  Zunäcbst  soll  von  positiven  Zahlen 
allein  die  Rede  sein. 

Aus  der  Gleichung  (1.)  folgt  unmittelbar 

—  ■         •  •  • .  i  **.  j 
X     log  a: 
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Man  setze  *=l-|-ä,  denn  der  Werth  von  ^  nrass  nöthwendig 

von  Binft  vei^diieden  sein,  well  die  An^Ssung  (2.)  ansgegeliiossen 
bleibt;  und  ausserdem  wird  die  Allgemehibeit  nicht  beschrSnbt. 
wenn  man  unter  a  eine  positive  Zahl  versteht,  denn  dadurch  wiri 
nur  die  Bestimmung  eingeüBhrt,  es  solle  von  den  beiden  positive» 
Zahlen  y  und  x  jene  die  grössere  sein.    Man  hat  also  aus  (4) 

^=:l-|ha»  woraus  y=a:(l-f«); 


folglich 


■  o  y=l-f  a,  woraus  3f  =  a?l+ct; 


1  1  -i"tt 

a?=(l  +  a)ff»  y=(l  +  a)~ir' 


•  •'•  •  y^») 


Diese  beiden  Gleichungen  enthalten  di«  vollständige  Auflösung, 
und  iSsst  man  darhi  a  alle  Werthe  von  a  =  0  bis  a=oc)  durch- 
laufen ,  so  erhält  man  alle  positiven  reellen  Werthe  vob  x  und  y , 
welche  der  Gleichung  (1.)  Genüge  leisten. 

Für  a=0  reduciren  sich  die  Werthe  von  x  xmdy  nach  einem 

bekannten  Satze  beide  auf  die  Zahl  6=2,718 /welcher  Fall 

mithin;  als  der  Gleichung  (2.)  angehurig,  ausgeschlossen  wer- 
den muss. 

Für  jeden  andern  Werth  von  a  hat  man 


l  +  a<ca  =  l+a  + 


a' 


1.2 


(l+fli)«<c,  a:<s 


und 


a<(l  +  a)iog(l+ot)==a  +  i:p2--+J-^y^^+.... 

1  +  a         (l  +  ar 


1-f-a 


Ferner  ist  fOr  a=^<x>' 


lim(loga?)==5lim'-?S-^li^)  =nm  (^    *    ^=0,  lima;=] 

a  '  vl  +  ay 


und 


Hm(logy)  =  lim^^  +  «^'^g^^+^>=Mmll  +  log(l+a)?=oo, 

limy=QO. 

Folglich  liegen  alle  Werthe  von  x,  welche  in  den  Gleichungen. 
(5.)  enthalten  sind,  zwischen  1  und  «,  alle  Werthe  von  v  dagegen 
zwischen  e  und  oo;  oder  mit  andern  Worten,  jeder  Zahl  >e  cor- 
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regpondirt  eine  andere  <«  und  >1,  die  mit  ihr  Terbnoden  eine 
Auflusang  der  Gleichung  (1.)  liefert. 

Eine  Folge  hieraus  ist,  dass  zu  keiner  Zahl  <1  und  >0  eine 
correspondirende  positive  Zahl  angegeben  werden  kann»  die  mit 
ihr  die  Gleichung  (1.)  löst;  man  überzeugt  sich  davon  aber  auch 
leicht  unmittelbar^  nenn  l>edeuten  x  und  y  zwei  Zahleil»  die  >1 
sind  5  so  .hat  die  Gleichung 


©'=G>-  <•■' 


upmittelbar  zur  Folge 


X* 


welches  absurd  ist^  wenn  x.  und  y  verschieden  von  einander  sein 
sollen. 

2. 

Soll  die  Auflösung:  der  Gleichung  (1.)  auf  rationale  positive 
Werthe  von  o.*  und  ,^  Deschränkt  bleiben,  so  wird  auch  die  Hülfs- 
zahl  a,  ihrer  Definition  gemäss,  nur  rational  gewählt  werden 
dürfen.    Es  s^i  deshalb 

•    • 

1)   <»=:z-» 

n 

wo  m  und  n  von  Eins  verschieden  und  ausserdem  relative  Prim- 
zahlen sein  mögen,  sp  erhält  man  aus  (5.) 

_X_J„.3,=Q_J_J    „    ....(7.) 
und. sollen  diese  Werthe  rational  werden,  so  müssen,  wenn  ins^u 


1.  j, 

(m+n)"»=p,    wn=:q 


setzt 
so  sin 


t,  V  und  q  ganze  Zahlen  sein.    Nimmt  man  ferner  p  —  qz=:r, 
ina  mithin  q  und  r  an  die  Bedingung  gebimden: 

»  ' 

(y+r)"»  — 5^=m, 

^    ^      .'m(m  —  1)  ■      rt   o  ,       -    «. 

welcher  Gleichung  augenscheinlich  durch  positive  ganze  Werthe 
von  q  und  r  nicht  Genüge  geleistet  werden  kann.    Die  Annahme 


m 

Es  sei  ferner 


a  =  -^  liefert  mithin  keine  rationalen  Wetthe  von  x  und  yl 
n  "^ 


2)  a=i, 
n 
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WO  n  eine  beH^bi^  gaoie  Zahl  Inkleitteii  mag,  so  h^  tdati  an» 
(ß.)  jetzt 

welche  Werthe  unmittelbar  ratiooal  siod,  und  deshatb  AnflSmingeD 
der  gegebenen  Aufgabe  enthalten.    Man  hat  z.  B. 


«=1,    2,      3, 


4 
625 


-^9      9      «4 
^~"    '    4'    27'    ^'•••' 

_.    27    256    3125 
*""8  '  MT   TIB4*'" 

Man  bemerkt  leicht  >    das«  alle  diese  Werthe  vod  a:  und  y 
swischen  den  Zahlen  2  und  4  liegen. 
Es  sei  endlich 

3)    a=9ii 
und  m  eine  beliebige  ganze  Zahl,  so  wird 

a:=(l-fm)»,  y=:(l-|-m)"';;r^....  (9.) 


und  damit  diese  Werthe  rational  werden,  muss  (l-f-m)»»  eine 
ganze  Zahl  sein.  Aber  zwischen  1  und  e,  in  welchem  Inter- 
valle alle  Werthe  Tofi  (1-f  nt)»  enthalten  innd,  liegt  nur  die  ein- 
zige ganze  Zahl  2,  una  ihr  entspricht  der  Werth  iit=l,  folglieh 

die  einzige   rationale  Auflosung  unter   der  Voraussetzung  a=jit. 

Dieselbe  fand  sich  aber  auch  schon  vorhin  fiar  ar=., 

n 

Fasst  man  die  Torsteheoden  Entwickelungen  zusammen,  so 
findet  man,  dass  in  der  That  die  .Gleichung  (3.)  die. einzige  mög- 
liche Auflosung  von  (1.)  in  positiven  ganzen  Zahlen  enthäß,  wäh- 
rend der  Auflösungen  in  rationalen  Brüchen  beliebig  viele  möglich 
sind,  die  durch  die  Gleichungen  (8.)  gegeben  werden* 

Nebenbei  kand,man  noch  bemerken,  dass  die  Werthe  in  (3.) 
zugleich  die  Eigenschaft  haben,  dass  für  sie  auch  die  Potenz 
09  oder  V'  raüonal  ausfallt,  welches  für  alle^  andern  ans  (8.)  ge- 
Werthe  von  x  und  y  nicht  der  Fall  ist. 


zogenen 


3. 


~  Um  jetzt  die  Auflosung  der  Gleichung  (1.)  auch  auf  negative 
Werthe  der  Unbekannten  auszudehnen,  darf  zunächst  die  Bemer- 
kung nicht  übersehen  werden,  dass  man  mit  einer  Potenz  einer 


15« 

negativen  Zftlil  nur  dami  eine  bMtimmte  Bed^ttüttig^  verbinden 
kaon^  wenn  der  Exponent  rational  ist,  während  bei  irrationftlein 
Exponenten  da«  Vorzeichen  der  Potenz  durchaus  unbestimmbar 
bleibt  Aus  diesem  Grutfde  wird  hier,  wo  eä  sich. um  die  Gleich- 
heit solcher  Potenzen  bandelt ,^  nur  von  Tationaten  Zahlen^  die 
Re^e  sein  können. 

Es  sei'oiui  snerst  die  Gleichung 

(-x)-»=(^y)-'....  ao.) 

zu  losen,  wo  x  und  y  positi?  sein  sollen,  so  hat  man  daraus  so- 
gleich 

welche  Gleichung  in  die  beiden 

a;y=:y*  Und  (-1)»  =  (---l)^         ... 

zerfallt  Die  erste  dieser  beiden  Gleichungen  wird  aber  nur  durch 
die  in  (8.)  gesehenen  rationalen  Werthe  von  x  und  y  au&elost, 
und  da  dieselben  Werthe  auch,  der  zweiten  Gleichung  Genüge 
leisten ,  so  enthalten  sie  mithin ,  wenn  man  ihnen  das  Mimiszeichen 
vorsetzt ,  die  vollständige  Auflösung  der  Gleichung  (1.)  in  Negativen 
rationalen  Zahlen.        ^ 

Es  sei  zweitens  die  Gleichung  ^ 

.  .   ' 

(-xyi  =  y~'....  (XI.) 

gegeben,  wo  wiederum  X  und  y  positive  Zahlen  bedeuten ^  so  be 
merke  man ,  dass  hier  nicht  x=^y  sein  kann.  Ferner  ist  zur  ReaU-^ 
sirung'idieeer  Glcdcbung  nothwendig  und^khireidiend,  das<9 

a:8f=y-«  und  (  — 1)»=1  *  ' 

sei.    Aus  der  ersten  dieser  Gleichung^  zieht  man  sogleich 


X,   '      logj: 


V- 


md  aetst  maa  -^=M>  ^o  f^   positiv  und   ?ob  Eins    verschieden 
sein  muss>  so  hat  man 

folglich 

—    1      •.  /* 

w^f*'    ^+1,    y  =  /ti/*-i-i  .•..    (12.), 

Sollen  nun  x  und  y  rational  werden ,  so  muss  auch  fti  rational 
sein.    Man  setze  deshalb 

m 
n 

s 

wo  m  nnd  n  ganze  Zahlen  sind,  jedoch  weder  gteScbzeitig  =1 
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sein  9  noch  einen  von  Eins  verschiedenen  gemeinschaftlichen  Divi- 
sor besitzen  sollen.  Die  Wertfae  (12.) 'verwan)deh)  steh  dadurch 
in  folgende: 

und  damit  diese  rational  werdeq,  müssen 

»  •  *      * 

sanze  Zahlen  sein.  Ist  nun  m>n  (die  Annahme  ^>m  ändert 
nieran  nichts  Wesentliches,  weil  durch  eine  Vertauschung  von  m 
und  n  zugleich  a:  und  ^  vertauscht  werden)^  und  folglich  p'^g, 
und  setzt  man  p  —  q^r,  so  sind  q  und  r  an  die  Gleichunff  ge^ 
bunden :     .  ' 

welche  Gleichung  durch  keine,  positive  ganze  Zahlen  fSr  q  und  r 
aufgelöst  werden  kann.  Mithin  ist  die  Gleichung  (II.)  in  rationalen 
Zahlen  nicht  losbar,  oder  die  Gleichung  (1.)  ist  nicht  losbar  durch 
solche  Paare  rationaler  Zahlen ,  von  denen  die  eine  positiv,  die 
andere  negativ  ist  Beiläu^  kann  man  aus  dieser  Entwlckelung 
noch  schliessen,   dass  die  Gleichung 

nur  die  eine  Auflösung  x^y^=^\  in  positiven  rationafen  Zahteo 
zulässt 


I 

/■ 


Durch  geometrische  Betrachtungen  kann  man  sich  auf  mehr 
als  eine  Art  die  vorstehenden  Resultate  zur  Veranschaulichung 
bringen.  Nur  kann  dabei  keine  Unterscheidung  der  rationalen  vo^ 
den  irrationalen  Werthen  stattfinden,  aus  welchem  Grunde  hier 
auch  negative  Werthe  unberücksichtigt  bleiben  jnüssen. 

Es  sei  ein  Werth  y^^a  gegeben,  und  man  sucht  den  zuge^ 
hurigen  Werth  von  x  aus  der  Gleichung 

.7^^  0*.."..     (13.) 

Man  betrachte 

x  =  a;*   und  2'  — a*....    (14.) 

als  Ordinaten  zweier  Curven  f3r  einerlei  Abscissc  Xy  so  werden 
die  Durchschnittsuunkte  dieser  Curven,  in  denen  J=i'  ist,  die  Auf- 
lösungen der  Gfeichung  (13.)  enthalten. 

Es  sei  nun  zuerst  a«^!,  so  ist  für  .17=0 
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dagegen  fiir  a;=:QO  wird  lim  --;=;:x,  folgtich 

mithin  müssen  siph  die  beiden  Curven  in  einer  ungeraden  An- 
zahl von  Punicten»  also  wenigstens  einmal  schneiden.  Dieses  ee- 
schieht  ab<^  augenschniniich  in  dem  Punkte  x=^a,  und  da  die 
Curven  vor  diesem  Punkte  einander  ihre  convexen  Seiten,  nach 
demselben  aber  ihre  concaven  Seiten  zuwenden  (wie  man  leicht 
aus  der  Entwickelung  des  zweiten  Differentialquotienten  findet) ,  so 
können  sie  keinen  zweiten  Punkt  mit  einander  gemein  haben. 

Es  sei  ferner  a=l,  so  werden  beide  Curven  in  s^erade  Linien 
übergehen,  die  gleichfalls  einen  Durchschnittspunkt  nahen»  näm- 
lich für  a:=:a. 

Es  sei  endlich  a>l,  so  ist  für  a:=0 

und  (ßi  x=x>  wird  lim-^^^O,  folglich 

mithin  muss  die  Anzahl  der  Durchschnittspunkte,  wenn  es  deren 
i^iebt,  gerade  sein.  Nun  aber  haben  beide  Curven  wieder  ^en 
Fu^kt  ^  =  a  mit  einander  gemein,  und  .'aus  der  Betrachtung  der 
Differentialquotienten 

geht  hervor,  dass  beide  sich  nur  dann  für  ^=a  auf  einerlei  We^h 
reduciren,  wenn  log  a  =  l  oder  a=^  ii^t.  Folglich  wird  der  Punkt 
j:=a  ein  Berührungspunkt  werden,  wenn  a=e  ist,  dagegen  ein 
Durchschnittspunkt,  wenn  a  von  e  verschieden  ist,  mithin  muss 
es  im  letzten  Falle  noch  einen  zweiten  Durchschnittspunkt  geben; 
und  zwar,  weil  für  x^=a 

dz  ^  dJ 
dx      dx 

wenn  log  a<l  also  a<e,  dagegen 

dz_      d^ 
das      dx' 

wenn  a>e  wird,  so  muss  für  a<0  der  zweite  Dni%hschiiitts- 
punkt  einer  Abscisse  x^^a^  und  für  a>e  derselbe  einer  Abscisse 
X'^a  entsprechen. 

Fü^t  man'  diesem  letzten  Resultate  nun  noch  hinzu,  dass 
wegen  der  Symmetrie  der  Gleichung  (13.)  in  Bezug  auf  x  und  a 
auch  für  ir<e,  a*^x  und  für  a:>e,  a^x  sein  muss^  so  folgt, 
dass  der  zweite  Durchschnittspunkt  der  Curven  für  a<«  einer 
Abscisse  a:>e,  und  für  a>6  einer  Abscisse  ^<e  entsprechen 
wird. 


II» 


heiA^Ui Curve«.  ([L4)  ^ißma^'  eiD^|l  Dur«jki9chniti9sf9A9jk^.  b««Uz9li>,  ^M 

teo  Durchschoittspunkt,  dessen  Abscisse  a:  voo  a  verschieden  ist, 
besitzen  werden ,  wenn  a  zwischen  1  und  e ,  oder  zwischen  e  und  ' 
ao  liefft,  und  zwar  wird  im  ersten  Falle  diese  Absciss«^  zwischen 
0  -vmiraoi  ku  iewtflten  'Palie^  tvAtÜMk  t  unfl  «•  Hegen«:  «b^ein- 
stirameod  mW  §i  h      -  ^ 


'\  • 


*   .'».    i* 


»I    '.:  i .  • :  I  / '    . .  f 


'1  ) 


.1. 


5, 


f> 


»    '•    :i. 


•  I  >    • 


Eine  andeny  j^ottf^ii^die  Dkrcit^tfib^id^l'  ill  >R^4«  st^tu^bd^f 
Aufgabe  ergiebt  sich,  wenn  man  die  Gleichung  (1.)  in  die  Form 


A 


Man  stfÜM»' 


'   a;*3=^....  (15.). 

'. .  .  I        .  ■         .        *   '» 

•    • 

I 

'  I 


und  betrachte  diese  Gleichung  als  Gleichung  einer  Curve,  deren 
Abscissen  a  und  deren  Ordinaten  u  sind.  Der  DMTei^ntltÜqübt^^nf 
derselben  .    ,  ^.  . 

<^  •  i/-'«"       •    ■  j"' 

dx~^f      (l-logj:>  , 

wird  in  dem  Intervalle  von  x^O  bis  a:=QO  einmal  NliUri^tltH^^h 
für  je=e,  wobei  er  .aus  dem  Positiven  ins  Negative  übergeht; 
fplglich  wächst  u  von'orr^O  jbis  ;rt=:e,  und  nimmt  ab  von  a:==e 
bis  ;r=x,und  hat  eiü  Maximum    * 


M=6«  für  j:=e. 


r .'    ' 


Ferner  ist  lim  w=0  fiSr  .2:^=0  und  Kill  u=^l  für  a:  =  x,  mit- 
hin wiederhole^  sich  nach  dem  Maximum ,  nämlich  von  a:=^e  bis 
ar=ä:Qb,*sile'd!e  Ordinaten 'wieder /'welche  vor  dem  Maiittmum  r&ti 
a:=?I  ^i«  <a:=c.,^ge^vfjsen  sind,  dagegen  diejenigen  Qrdinaten;^ 
welche  jden  Abscissen  von  t^'f=0  bis,a:==l  ent^pijechep,  komm^n^ 
inJderCirye  ijur  einmal  vor..         ].         •      ,-.  J/,    ,v  .  . V; 

^'  Betmcntet  man  i^un  4C  als  Ual^^kannte  In  der  4j^leiql^un^  ^%h    ' 
so  ergjiii^t  &\q\l  zunächst  3^.  i^di&s  4'i^  AuflWng  n»]^'  mpgp^cb  yßt  iüp 

W%r^eV6<i  tt  2^IÄ;hen  i«:^»  und  tt^'^T^.  ikibW-'ha«  Rir  alW 
\l^fthe  voü  tr,  "w^ürihe  twischeii'ttt=«  tmÜ  t«>=:l  Hegen ;  die  GIW^^ 
^iitt^g  büf  ein^  Wurzel ,  tkti4  di^s&'Uegt  gVeieÜfaüs^i^isth^n  9  4nd  1; 


tf        ••   < 


1  >   I 


J'         .1         •,'. 


Hei^eiehitii  füv.ttt^ef  ;iMit*  eine   !Wurafll=:7A   i  Da^gmi  für    ttUe 

Wl»rth»,Vok#U'>i»fi6clien  M^:=^\  x^d  «tf/e«  Ibeiitzlf  d&e  iGleicbtani^ 
swtii  'Von  '  eintMider  verdichiedeiie  Wurzebii^  «ivea  defliNo .  die  eii^ 
^ääohtili'l  Hmi&\€f  4ik>  avd^r  zwischen :e  udd  oO-  lk|^;  'imd  hiemli 
sindllp  litf  Thbt.wiedemm^dk.ErgtebBkäe  des.  §1  litjsiS9:\!otschei& 
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^cfcoHiiMD-,  da  nAittbar  die  AaflOsttBg  d«r  iBt«febttD|f  <MJ)  idwitisch 
Mmlt  der  Anfsoehung  derjenigen  siMUUikieBgettOrig«»  Weitlie 
YDD  X  ood  y,  wetcbe  d^  Gieiehirog  (15.)  eder  (1.)  Clekiüge  leMen« 


6. 


.'!    »     < 


AVas  nan  #ndlick  die  Aufcabe  betrifft»  zu  eincal  gegebaaea 
Wertbe  y>I  der  Gleichung  (1.)  den  zueeborigeA  Wettb  %ob  w  aa 
finden ,  so  gelangt  man  dazu  durch  Aoflosang  der  Gleichung  (16.) 


fiir  x,  indem  man  u=yii  als  bekannt  ansehen  bann.    Man  findet 
aämlicii  leicht  Termitmst  der  Reibe  von  Lagtaage:* 


1 1 


I   I 


Dividirt  man  den  nt«n  durch  den  (n  — l)ien  Coefficienten ,  um  über 
die  Cpnvergenz  der  Reihe  urtheilen  zu  können,  si>  hat  n(^> 

Jt  +  lV-1 


(^)' 


and  da  för  n^oc- 


so  convergirt  mithin  die  gegebene  Reihe   mr    alle  Wertbe  tod 
l^g  n  zw|i|ohen- 

!  ) 

£  •         <  1 

log  f«=*-~  und  logiert-  ' 
oder  för  alle  Werti^e  von  u  zwischen 


n      «»    • , 


Viod  da  für  die   vorliegende  Aufgabe  t«  niu^  zwjiicfaen  ^ti,==:|  und 


•   I 


tt'=:ee  fallen  kann,  so  convergirt  die  Reihe  in  dbr  That  Ih  hllen 
vorkommenden  Fället.  Aber  sie  Kefert  Vöki  den  beiden  TVürzeln^ 
welche  die  Gleicij^ung  (16.)  in  dem  gegenwärtigen  Fälle  biesifzt',  rmt 
eine,,  nämlich  die  kreinere.  wie  man  daraos  ersieht,  dbtss  die 
äumnie  der  Reihe  zugleich  mif 'i^  ^egenr  I  convergii^,  'und  sie 
iüat  mitUninur  die  Aufgabe?  ,Zu  einem,  gegebnen  ]^^rthe  >i9^ 
Aß^  zugehörigen  WerUi  <«  ^u  iSbden;  nicht  aber  die  u^agekefarte»' 

Anmerkung^    Die;  vorstehenden  Entwicl^^ 
sie  sind,  schienen  mir  der  Beachtung  nicht  unwertn  zu  sein,  theus 
weil  die  erörterte  Fr^^  an  sieh  von   Interesse. ist ,i  thelks  Ä^ 

auch,  xweir dadurch  der  Werth  (1-f  a)^  und  sMue  Grande,  die 
Zahl  e,  in  men  aa  nahen  und  iaai^eh  Zasammenhane  mit  der 
elementaren  Theorie  der  Potenzen,  treten;  däss  ihvev  schon  auf 
einer' viel' fiNifaerii  Untetriebtsstlifey  aAs'  es  gewGhaliek  der  Fall  tat. 


M 


,!  /  : 


EmftkMM  ||e«ch»lMii\lHMM|».Qie«eieiateve  Bctfierkwc  aottfliMi^ 
sflchlich  Pädi^^offCD  gefagC  seip,  für  welche  ich  wohl  nicht  hin- 
xajBnAigen  brtaqne,  cbu»  fiir  dilB  Stufe»  welch«  ich  andeutete»  eine 
viel  mehr  elementare  Darstellimg  des  Gegenstandes  nothig  sein 
wird»  9i$  ich  hier  gegeben  habe. 


Anmas  a«»  einem  Urtefe 

j  des 

» 

Herrn  Professor  Steichen 

aa  der  Acole  joilitaire  Belgiqae  an  BroMel 

sn  den 

Herausgeber. 


,  Tai  rhonneur  de  tous  conummioicnr  quelques  observatiQuii» 
concernant  ceft^ins  passages  da  lä  •  theorie  analyilque  du  s^st^eme 
du  moode  parMr.  de Pontecoulant.  Je  ne  saurais  admettre  la  compa- 
raison  ipie  Toii  ^tablit  babituellement  entre  le  mouvement  sur  un  arc 
elliptiijjhe  et.  1^  mourement  d'un  mobile  qui  oscille  Un^aireiiHhit  de 
pari  et  d'autre^d'un  centre  fixe  qui  attire  avec  une  «^nert^e  Inver- 
sement  posperlieDneHe  am.  qpaxf^  de  1a  djstanoe,  «t  j^adniettrai 
encore  moins  Tes  conclusions  que  Insr  autevrs:  en  dtf^iiAseiit  par  le 
moyen  du  beau  th<^or^me  d*Euler  et  de  Lambert  qui  fait  connaltre 
la  üur^e  du  mouvement  en  lbnttion*de  la  corde  et  des  rayons  vec- 
tears  extremes  ^voir  Touvrage  cit^.  p^  277.  et  f.  291.  (h).).  Pour 
justifier  mon  opinion,  je  resoudrai  directement  la  question  suivante : 
tj|^,  corp^  ou  .ün  simple  point  mat^riel  d  ftbord  au  re- 
pös  vie.nt  a  Hre  altir^  par  un  ,ce,ntre  uxe  de  masse^ 
On  demande  a'examiner  les  circoöstances,  du  mouve- 
ment dansThypotb^se  que  cette  masse  ^  laisse  au 
mobile  ^u  libre.^passage  et  que  Tättraction  soit  en 
raison  inverse  du  quarrt  des  distances. 

.  Sc^ütion.  Soit  k''^  l'accä^ration  de  lunitä  dema^se.a  lunite 
de  ^i^^nce;  Kik'^  exprimera  donc  Taccd^ration  du  centre.. donn^  C 
i  Vuxdii  de  qi'^.taoce^  £oo^id^rons  le  mouvement  pendant  llnstant 
dt,  qui  succede  äu.t^mps  i  deja  ^coule  depuis  le  point  de  depart 
A  du  mobile  qui  est  parvenu  apr^s  t  en  un  point  M  intermödiairie 
entre /^, et  C  Enposant  MC=Z9'MA=:a:,  AC^Rn  on,obtient 
l'equation  diflfer.  Sicconde: 

,  "         di^  ^       dt^^.    z« 
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f:  ■;:;\a?='*'™*^;*''''-'':i-'"''+f^-,--:,w^  'j, ::;■;;•; 

Si  l'oD  detennine  la  constante  d'apr^s  la  condition  de  —  ^:=:0,  et 
.dez=jR|,  il  viendra:  __^_       __  , 

S=^-^-p»'— l=*'VS-  VS3....(.,. 

Od  prend  dans  cette  ^aafioD  -j-  avec  le  sign«  —,  paiceque.les 
^l^ments  dti  A  taÄtit  »ft.  nnai-  caitfr*fce4f*ft  :■  Jt.  i'iutre ;  gl  l'oa 
pose  pBcorepoQT  a,impti&er  i'  y  -^  =  H,  l'^q^mtiOD  hoavie  devieDt: 

Si  Ton  iDMgre  et  ^n«  r«ii  fioiwMe,  £\  la  constante  amen^  par 
cette  oprfratioo,  on  obtient: 

B.t=c'+irR,f-t-i+  Ä..arc  (tang=  V^^'~'): 

et  cdmine  en  coitibtant  le"teiiit)ä  dqs  l'lDStaiit' dti ' ^^bi^  ka'4  ob 
•doitr  aFoir  i,^a  tois  tti=&,  i=ß,V,  il  vien^  c'f=|)  st'^'  ''*■,        ■  ■ ,' 

J.  :i'M-iI4^  M  caoditt  facilentfat  punr  !■  iliiH'iinjiü  ii^ni iiifiili  ili> 


■■!■■  ■'■■■  -'^ä-  ff=^§*-'77*^^-'-'.W-- 


'  Dao^  See  cas  d'attractlon  annlo^iies  k  celui  que  Von  e^aihine 
Ifei  'de  Ceftalns  auteurs  ont  codcIii  que  le  mobile  ne  saurait  jatnaie 
descendre  au  dessous  du  centre  C,  purceque  alors  le?  qnautit^s 
fti,'£  deT(*naöt  ntgallvea,  l'eXpression  de  la  vltesse  au'desüous  du 
'fcientte,  donn^e  nar  r4quation  (2),  devenait  selno  eux  iinagitiaire. 
Mr.  de  Pont^oalant  a  adniis  avec  raison  qu'ildoit  y  avoir  un  mouve- 
,'inent  <!BcIIFatoir^  egal  de  part  et  d'autre  du  centre  d'attraction  ;  en 
effet  npQ  senleinent  les  quantit^s  R,  et  :  doivcnt  chaugel*  d6  Eigne 
au  dessöufi  .de  C;  mais  i|  faut  amiter  ilu  m^me  changement  Ja 
force  Ä'*ii,.  puisqiie  dans  le  cas  contraire  on  supposerult  ayec 
Eulef  öt  d'äufree,  el  sans  a'en  appereevoir  qu'au dessous  de  (,'la  Force 
attrartive  deflennö  Tepulsive.  Ör  en  fäisaüt  ce  chatagelneVit  conipliat 
de  signes ,  |a  fonsule  (2)  reste  ce  quelle  est,  et'  el^'  donne'ri  ponr 

-~  -^  uoe  valeur    r^^Ue '  dans  t'un    et  raii^-e  ca<a.     Mais    rerretir 

dt  '  :  ■■■ 


les  «oMiMS  «rthiMiiiinBi  OD  «prend  pmr^vmit^'iai  qlMnitiM- qwe  «oilii 
Hiimbort»  A;*<^;'»ic«'  qui  revisBt  ihi  .quelqne  'aMtt-ib  cfccwr  lü  -trafcf 
d^ttDe  quantit^  qüi^doitichkigiär  ikisign^^  Aii  i^e^e<ileMelol>berviitHiiv 
de  toottOi  piirt  4  ihqßtm'ucnun  «rmm  ^etü« <nfttif eiief  iit.  annl^f  par 
botre  system^de.notations  dans  le  mouTement  eliiptique  des  pla- 

bert  dans  ses  ^püsi^les.  Mais  celui-ci  n'a  pas  resolu  toutes  les 
difficult^s  de  1$  westioA,^  etcfious  nous  proposons  d*y  reTentr  plus 

toiit  embarras' nomnuMii^  if  la  distapce  dq  mobile  au  point  CVquaud 
ib  (fi6ü-4fM^^ eil  dc^ssmi^;'l(«')iiuf&' doM'^ti  obdetVtttit  i^t'  M^ 

I  I  *  *  *  t  • 

■   •      •  I        *     t    '  •  •   ,     *       "  •  '     f     ,   •   ■  •  •   . ;  j  .     .   ■   ■   *  I  "        '  I     '     .  r  •  •  •    ••  j ' 

• : "  *ä&^-^H .■^•RA^^'f.t^HiM-^-^ '  V  .  'v;:':  ran.  v  •'■• 

€eU««Qi!dDnBera*dotiei  jiati  i'intäghillMiy:  eo  -noiiliwirit)  «<  :lä  eeii- 

Or  'poiä'^f  Instant' 'Äti  päissaige  par  le.^Cfii^eies'  ^quafibus    (Ay  Ä^) 

...    .;  ..wrtaiit;,^.f^^c -^iS,  .aix(tane==:aoj;=c  -7-T.Ä..i   ..      , 

Substtttiaptr^dapß  ^Qtte :  der^i^re  \^,  y^lewc  de  r  J!iHirfi{0i  par  4'.40di4^ 
(3),.o0\pbtilrnt  c^=%.Rf,  ei(A*)  devieudra  par  Substitution: 


döduit  de  (B)  en  posant  2'=Ri  a  la  valeur: 

qu  eile  vaut  par  cons^quent  le  double  de  la  duröe  de  chüte  de  A 
¥ers  C  partant  que  les  dur^s  des  4p.^^ '  ^^^^'^^^^^o^  ascendantes 
et'  descendantes  sont  isochrones.  *    "      ^ 

Les  räsultats  prc^cedents  ^tant  une  fois  trpuv^s,  nous  sommes 
^en  ^lat  id'ÄpD0^«er'.  fe  pham  oa  le  nrarns:  de^'^üditt^'' des.  assdrtions 
dNK'lIr(Vd0  tAotitecoulont  L'atiteuc  aiTirinb  dlapv^  IlAplace •t^qif'Me 
plannte  apr^savoir  atteint  Textrömitö  du^graqd.  a^Ke  reviemt^aii 
pofbt'd'ou  eile  ^tait  partie;  que  dans  Te  roouvement'  rectilign^  a^ 
contraire  le  corps  parvenu;  ^u  1  oyer  d*ftttractipif,\  pusse  au  dHi  et 

3u'ii  s'en  <^carte  ä  une  distance  ($gale  k  celle  dont  il  est  d'abord 
escendal  de«ört|»'^|e  ee  il'iiit  qu'i^eflr  daux  tevdluttons  de  la  plär 


m^m  ^'4  M  letiWre  «I  aft^e^  pdiiiCid^  4^^  avec^  clle^  €e«to 
4mi^e  proponlion  est  loezacte :  'Cai  len^si^äsaat  k  rorbtte.de  «Ht 
pkd^t^  an  doni-gnMid  «xe»  a,  «i  ihm  «xcentrieite:  e,v  •!  f»iiwi# 
«partir  k  lä  fols  la  pbii^t«  ei  le  mMnie  idii  iH^rihtflle;  <la  1««  av<^ 
aa* i4t«we  pnifre»  c4  Fautfe  «v«c.iiiie  iriteif»  fiuile;'Ja,(ri«ii^e  ly 


4  . 


•J 


Mvimlra  far  et  4|^*on  aail  apv^s  ua  tampa 


^  ''^t  taodiaqaa  le 


kfrn 


aMUlea'yieiric^iidrtqaaprtoiiptmpa     ■  '  ?,  J^  ^  '  Cetta>dnrai»e 

dur^eyandfa  ffeulemaat  la  dorile  de  d^uxrevolutioo^i  da  la  ptaa^ta  daiia 

le  cas  particolier  ou  roD-anralt  (l-^«*)*=^%:^qtiattoti  a^sotch'  p'our  tmt» 
lea  cas  imaginabiea  da  mouyement  elliptique;  mai«  la  plao^te  et  le 
mobile  ae  retrooreroat  äu  m^me  pvint  de  d^part  ,<;onu|iuo  apt^s  une 
revolution  et  üne  doublaiOacillatioD  dans  1^  cas  barticulier  de  «=:0, 
car  alora  lea  duröes  demouvement  deTiennent  (^galea.  Od  n'ecbappera 
paa  k  nda  öbjaetiona  eo  pr^Ddaat  qa*il  fkut  bJate  pertir  le  mobite 
dune  distance  2a  du  eentre;  caralors  la  duröe  d'uae  double  eacii* 

htioa  du  niöhile  a^a  lc.    '       _  ,  taadiatpe  eeUed'aae  double  r^o- 

1  äV — 
Intiou  de  la  plannte  resjte   ,  ^  __  ..  D'ailleurs  les  mobiles  aamif^nt  dapa 

ee  das  ilea  points  de  d^paft  et  de  retour  dlC^reots.  £n  faisaat 
partir  le  mobile  dune  distance  2a  rauteurcit<^  (p*2d4.)  prend  la  dur«^ 
de  cbute  sur  2a  ou  de  A  Ter»  C  ^galeä  naVa:lltfyjii9   tandisque 

h  fefmide  (3);  dönae   pbur;  c^tte    durrfe  la  valeur  '^- .  ^^  ,  — 

ff .  a't^2  :/Ä^  iTiV?  Bfais  puisque  ces  conclusions  aont  inexactes,  il 
Impeiiie  4'a8siga^r,1a  souree  premi'dre  d'ou  alles  «d^cMleat  0¥.en 
consid^rabt  atec  Tauteur  ja  chüte  rectiligne  d'un  co^ps  attirö  par 
le  cent|re  fixe  et  partaot  d  une  distance  2a«  on  trouve  selon  lul  ^ue 
fa,  duree  du  niiouVement  sur  uq  espace  c'  — q  est  'extirim^e  par  la 
formüle  (p.  298):      .  •  r  r 


')  f 


dans  laquelle  on  iait  pour  abreger: 


^^Q'^ 


=i=cosr 


1  f 


a-^6 

■  =  cos  t.. 

'  a>  •      '    .  ^ 


■'t 


•  c 


II  Doustl  reatei  doD<i  k  vi^ifier  si  ea  effet  cette.fökimile  est 
ie&> Celle  que  peuilbürBiEnotre  i^qnation  (^)>^  (IB).  Dans 

.(^i)^  fabpps,  d*ftbord,    .  '  '^.    =  tang*9,  ce  qui  dbnne  z=Äj,co,s  *9 

■  "•     '  ■     '  '  '  t  ■    ,      ' 

Jä.'eoS  '9,  et  Äj  r— t»=:4a^Siii  ^9,  p^irtanti, 


}    .  f  . 


I. 


,  I 


H,  |eB2<»«  sili  9  cofi94'  %<«  <P  :»a<i)9  «f  Biv99). 


•\f 


et  «oH  f  le  iMipB  qiie'  Uf  mobile  empM«  ä  McHte  !2a--t^;  pii 
^ura  en  posapt  encpr^  une  iot«     V  .  .;■:::;=  tmg'cy/.;. 

•'    .  .  .  •  .  •     ,    :     '     '  t       f  .  . 

partant:.Ä^^(^-0=«;(V-29+sin2cp'---Bm29),  ;    !!    ...  '.] 
ou  en  remettant  pour  J?  sa  valeur: 

Or  jamais  cette  fonnule  ne  «anrait  itte  identlfi^  dans  le  seiis  ie 
l'auteur  ä  la  formule  (O,  qai  doone  la  dur«^  du  monvemeot  aar  an 
arc  elliptique  par  la  corde  et  (es  rayons  vecteurs  extremes:  1)  par- 
ceque  Firrationnel  ^1  entre  danp  Je  seiend  membre  de  (/>);  et  2) 

Sarceque  les  sinus  sin  29V  an  i^  ^t^s  sieneB  coDtratres  a  cetiz 
es  quanttt^s  siDz^t^.  ein  z^  de  la  formule  (C)  de  Lambert;  ainsi  la 

siir  riu:c..^#nD6e.nie^t,^  ejjacte  fo\^  rep^e^eqter  la  our^e^du 
motttement  recW?|(^e  «ut  one  ^iendue  «— li*;  cVst  ce  qn'mr  penf 
aus« C^ldkiKiiie^  jßttH  üH^MniK .  90S0^i  m  «Oifi  ^^  Bm  »|:  2a : 

a— 2,  1    a  —  z 


a  a 

la  formule  (A)  deviendra: 


QBSc',»y  =cosc; 


/f.f=a.sin£'+2«(^|-.£); 
paf tant  ir(  «^  - 1)  —  a .  (  ß!|i  c'  --  sin  «  +«  -  cO , 


\'i 


etr— /=: — — -(c^c  +sin«  —  ßin«),. 
Or  datf*  <^e  notiv^lle  transfötniratfoti  les  anales  ^/i'  firont  pr^cf- 


diff^re  de  spii.^correspondaiit  d^n^,  (Q  danislerappcfrt  det^2;)i,  iJ^ 
tennine  par  riB4icatl[on  de  quel<|^s  autres  leger,ei|.  firreurs  /au« 
Fau^eur  corrige  at|  reste  dans  le  courant  du  calcul,  maili.^i.ji^  I|A9r) 
s^pas  qttf(:d*embanraspfe'  le  l^teur;.!);!!«'  3^m^  tfrjßa«  4^  dpv;^ 


loj^iiement  de^;jpf..202.>  doit  6tre  p^is  atec  le  i^igne -f.^  2J  Ziee^ 


.1 


Wua  cocp«  laq«^  4»ds  iM^me  n'iqflue.  fan  »m  i'ea^im  ifh  atxU^ 
coniqu«  (p.  '^■);  mais  il  [^estsas  exact  de  dire  (p.  ^2o7.)  que  si 
ü  viteMe  initial«  «sl  perproditafetre  ab  rayOtt  i-meuv,  ToitSt* 
diente  8oit  ud  cercle;  il  laut  encore  que  te  mubile  Boit  Udc^  avec 
une  viteese  cODVeDable  fMp  i'pD  d^ermh^ei^  racllement  Du  reste 
cette  obaervtüpn  a  ^te  de^a  faite  ici^  luais  je  ne  saurais  me  rappeler 
ai  le  nom  de  Fauteur  tii  n  i^^entl  oö  je  croi«  l'kvdir  Ine. 


xattn. 


BemerkniiireBttber  die  bei  d«wHe<Htia^ 

i(ilä«iii8  der  oesenlenKmis  aBJpkuttifrr- 

taaiSMililBien  l»escli]!4el»eBe«GHirv«in. 

VoD  dem' 
Herrn  Dr.  Haedenkfimp,    ,  .       , 


Oberlehrer  ap  GyniMiiuni  zb  Hamm  in  Westphaleo. 


Um  die  Kolb^istapgeD  be^^  Dampl^yliDde^  od«t  auch  bei  ee- 
wKfanlicheti  Pumprio  nabreDd  der  auf-  und  niedergehe ndeo  Be- 
wegung in  «enlfrecbtet  Rictftung  der  fNregung  zp  erbalteo,  dient 
bekanntlich  der  Mecbanismns  der  Gegeolenliun^.  '  Es  soll  durch 
denselben  zugleich  die  schädliche,  die  Dicbtung  Termindemde 
Reil>iir>^'  <li'r  KollicrMtangen  in  der  StQplb^cb*«  ood  .,^s  Kipib«n 
ifl)  tylinder  so  viel  uls  inüglicfa  beseltij^t  Herden.,  Es  hat^^q  ein 
pruktisches  luteresse  m  wissep,  in  wie  fniit  ijpr  b^absitJjtigt^ 
Zwecjc  durch  diese  Vorrichtung  der.  Gegenleuknng  erreicht  werden 
kaiin.  Von  Praktiken!  Veranlassi  b'abe leb  daher  die"  t&r  dbn  Ma^- 
Hchihentiau  tjicht  umtlebtige  Curvtf'tonttTSUcbt,  die  '  ij«r  EltiMHge-^ 
fWHk^  der  HottMtlstinRe'bet  -dei'l6«t;enlbnltuhg  TTChrend:  der  'ä«f> 
OA^IiAtfd^rgehMMeD  Btttrttgubff'  bedcMeibt;  4nd  tbeUe  defeb  GM' 
(«titi»  htcf'ialt;  Bi«  geWShäieben  VbrrIcMnngm 'rittä'fot^dilH  Vitt 

£i)desß»ancier8,mit  dessen  Endpunkt  Z>  das  QoentackJiZ)  'Ue- 
tregfidi^TeAwiJtn  iat  Mit  dein  andern  Ende  desselben- ifriiideM  o^i- 
teslfalwl.'tiM  GsMnleabMgltnunii,  d^r  sdinen  fesItnDtebNiiMia 
4. hat,  in  Verbiodttnr  gebibehk:  !■  dm.Uitte  C ^rdi diblCol|ieti^ 
ii^igtiicingflifingt    uienBc,  Pudki!  beschreibt  i  in  aUeil  Wlpeii'3nfig<' 


liob^  Lagon  eh«  Cnrve,  die,  Mir  Ucr  .imtereiichfln.^frAllM.  Eine 
andere  GegeDlenlcunK  ist  unter  dem  Namen  Pdrallclos^ainm  bekannt 
und  wird  in  der  Reeel  bei  doppeltirirkpuilfii  Diimgirniastbiucn 
angewandt  Bei  dieser  Vnrricbtun^  ist  an  dem  Arm  BD  (Taf.  lil. 
Fig.  2.)  des  Balanciers  das  in  seilten  Ecken  betveglicbc  Parallelu- 
eremm  CDEF  angebracht.  Der  Eckpunkt  £,  in  weicbera  bier 
die  Kolbenstange  aufsebängt  ist,  bescnreibt  wäbrend  seiner  auf- 
nnd  niedergehenden  Beiregune  vermittelst  des  Lenkers  AF,  der 
seinen  festen  Drehpunkt  in  A  hat,  die  krumme  Linie,  die  näbe- 
rungsweise,  so  weit  sich  der  Endpunkt  der  Kollienstange  in  dieser 
bewegt,  eine  gerade  Linie  sein  muss,  wenn  der  durch  die  Gcgcn- 
lenkung  beabsichtigte  Zweck  erreicht  werden  soll. 

Es  sei  AE  (TftT.  Ui.  Fi?,  l.)  die  Ase  der  x  und  F,  die 
Mitte  Ton  AE,  der  Anlatig  Jer  Coordioaten.  S^ien  die  Coof- 
dinaten  des  Punktes  B:x_,,  y\;  von  C:x,  «;  von  /):j:,,«,;  die 
CdnstABto»  AE='U,  AB=r,  Bß^iai  JiE=p.  Manlüt  zw 
BesÜKiniiiigder  Cime,  -di«  der  PuDkt  C  bMcbicibt,  lUg^defiM- 
ehiwgenl.  >. 

ix'=iXi+Xa,  ^=yi+ja.    ■  '     ■   ■ 

Durch  Elimibatibn  von  a;i,':r3,  j^jr^  erhSlt  man  zuerst  diese  beiden 
G]eich^ngeD: 

■■■■'",'  '■.■!^^±^=«,«  +  fla-l:^a-2«rfcosif; 

'i',' .,',■.■  worin  w=CF,'i['  =  CCf'.     '         ''"  \ 

Hieraus  erhjtit  man ,  wenn  noch 

gesetzt  wind ,  fSr  die  gesuchte  O^ve  folgende  Gleichung : 

a) 


Dfese  Gleichung  Tom  6)eii  Grade  ItUst  sich  nur  unter  beeondern 
Bedingungen  in  zwei  Factoren  vom  2ien  und  4ipn  Grade  z«rle^en.  Es 
ist  nicht  Zweck,  die  mann^tachea  Formen  der  in  dieser  Gleichung 
enthaltenen  Curven  hier  genauer  zu  untersuchen.  Es  genägti  Ue^ 
die  allgemeine  Gleichung -mitget heilt  zu  hkben.  Der  Eiidpunkt  der 
Kolbenstange  beschreibt  während  seiner  auf-  und  niedergehenden 
Bewegung  ein  Stack  dieser  Curve,  welches  Um  «len  Dikccb schielt ts- 
(tunkt  derselben  mit  der  Achse  liegt  ü^  .der  Weg  der  Kolben- 
staDge  kein  eeiader  sein  kann ,  ergiebt  sich  aus  der  gefundenen 
Gleichung,  für  gegebene  Constanten  lässt  aich  die  Abweichu^ 
der  Tangente  von  der  Curve  in  jedem  beliebigen  Punkte  berechneD, 
und  somit  die  zulässige  Höhe  des  Kolbenhubs  bestimmeB4 
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Seist  man  in  der  Glelciiui^g  (1)  f'=^^,  i6  erhält  sie  eine  etwas 
•iofiidiere  Fenn: 

(2)  apa[««-in«+(a+d)«]|«r«~in*+(a-r  «0?];=4tf2  Ä:2(w2-m«). 

In  diesem  Falle  schneidet  die  Cunre  die  Linie  .^£  im  Punkte  jP, 
der  Mitte  von  AE^  und  die  auf  beiden  Seiten  der  Achse  iei  y  lie- 
genden Arme  der  Curve  sind  anch  eongruent 

Die  Tatigente^  im  Punkte  JP  an  «Ji^X^urTe  gelegt,  bestimmt  die 
Richtung  der  Bewegung  der  Kolbenslänge  gegen  die  Achse  AE* 
Nennt  man  q>  den  misungswinkel ,  den  diese  Tangente  mit  AJE 
madit,  so  findet  man  jßicnt: 


CO* 


^  4/«  rf«  , 


Hietiiis  flneht  man,  dass  die  beiden  in  jP  sich  schneidenden  Tan- 
genten gMehel NeiguBi^  R<^^en  die.  Achse  AE  haben«  OonfStrairt 
man, aus  a,  d,  r  ein  Dreieck,  so  ist  der  von  d  und  r-i^lnge* 
schlossene  Winkel  das  Complement  Ton  9,  wonach  die  Tangenten 
Mcht  gefeeidinest  werden  kcinnen.  Setzt  man  in  der  Oleichnng  (1) 
noch  dc=zr  und  d=:^a,'8o  lässt  sie  sich  in  zwei  Factoren 

zerlegen ;  der  eine  stellt  die  Gleichung  eines  Kreises  \  der  anderie 
die  Fusspuif^ktencurven  einer  Hyperbel  dar«     bi  diesem'  Falte  ist 

Um  die  Curve  ^   die  bei  hej  Vorrichtung  tnH  dem  Parallelo- 

framm  von  dem  Endpunkte  der  Kolbenstange  heschrieben  wird,  zu 
nden,  seien  (Taf.  111*  Fig.  2)  dieCeordinaten  des  Punktes  F:a:i,yi; 
von  Cix^^y^l  ^^^  I^»^z9y%  und  von  E:x,y;  femer  die  Constanjten: 
AF=r,  AB=2d,  ClJ=^b.  Zur  Bestimmung,  der  Curve  dienep 
dann  folgende  Gleichungen: 

Hieraus  erhält  man  zuerst^  wen*  A  als  Atifängsßunkt  der 
Coordinaten  und  AB  als  Achse  der  x  genommen,  AE^^vj  und 
-4 GF^^  gesetzt  wird,  folgende  Gleichungen: 

b  (fl«-r«-rf"-p?-  26p)  -  if  ( r^-^'^-orO + 2M:f  ==::  ^  Md  (4+rt  cos  ^i, 

r*  =?;  6* -f  Ol*  +  2ÄW  (  j?  cos  i(^  ~  y  sio  t|> )  ; 

nnd  hieraus 


:tb 


-)V( 


m2  2 


^a:(Jtf+iVa,»4if<r) 


+  (iI!l+iV«"+J?ar)»oi» 


9  y 


,  I  f 


wo  6((o^-T^'-d^'-Q^-^'2b^)-^Q(r^--'b^-^ap*)4--^==M+Noj*i^^ar 
gesetzt  ist.  ,    a  ■  ••    i  .    .    ■  -,. 


17^ 

/ 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  vom  6tejt  Grade  b  =  r,  so 
geht  ein  Zweig  dieser  Curve  durch  den  Anfang  der  Coordlnaten , 
welcher  zur  senkrechten  Bewegung  der  Kolbenstange  dient.  Um 
die  Tangente  in  diesem  Punkte  und  somit  die  Richtung  der  Bewe- 
gung der  Kolbenstange  zu. erhalten»  setis  .man  in  der  vorhergehen- 
den Gleichung  w  und  y  unendlich  klein ,  und  man  erhält  zur  Be- 
stia|i|l|inj;  dN  N«lgiii|swiBitels^  der  Tiungeote.  ge^en  die  4^«^ 
der  a:  die,  folgende  Gleichung:        . 

sin  <!>•  == : ^ — '  .^,  ■-'  • 

Setzt  man  r=^  ufid  a-r^d;  so  iSsstsi^  die  Oleldiung  (3)  in  diese 
beiden  Factoren  zerlegen: 

wovon  die  eine  die  Gl^ickong  eines  Kreises  darstellt;  die  andere 
Curve  schneidet  die  Achse  der  x  in  einem  Punkte «  <ler  von  A  u«^ 

— (r— 6)  eutremt  ist.    Verlegt  man  den  Anfangspunkt  der  Coordt- 

r  *  •    :      . 

natien  in  diesen  Punkte  indem  Ä:=-(r— Ä)+ar,  gesetzt  wird,  so  wird 

T 

»«•{(*+r)*^3r«^(^(i--*H«.)>]-— y«. 

Im  Anfangspunkte  deir  Coordinaten  erhSlt  man  ffir  diq  Richtung  der 
Tangente: 

Ist  UQch  r^=A,  so  wird  die  vorhergehende  Gleicbuog  diese: 

w*(4r*-w»)=:4rf*y*. 

» •  * 

Hier    ist    sin  9  =  j- ' 
'•  a 


.      4 


ll** 
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<  1 


Berecliniinf?  der  deschwliidigrkeil;  €er 
IiocomotiTen  auf  Elsenjbalmeii. 


Von  dem 

Herrn  ]]hr*  Haedenkamp^ 

Oberlehrer  am  Gymnasium  zn  Hamm  in  Weatphalen, 


'Wenn  he\  einer  Locomotive  die  Kraft'  dft  'Maschine  nnd  der' 
Widerstand ,  den  die  bewegten  Massen  der  Beweguns  entgegeti ' 
stellen  9  bekannt  sind  >  so  kann  man  atich-  beji  db9s^  JMnj^cRifien' 
für  jede  Zeit  die  Geschwindigkeit  und  den  von  der  Maschine  zu^ 
rflc^^legten  Raum  berechnen.  Wir  wpljen  hier  veirsuchen,  ijnter 
der  Voraussetzung,  dass  alle  auf  die  Bewegung  der  Locomotive 
Einfluss  übendan  Kräfte  bekannt  sind^  die  Geschwindigkeit  der 
Locomotitre^  mit  'den  daran;  gebäi^eni  Wafen^^  bestjifitDen. 

Die  widerstände  in  der  Bewegung  auf  gerader  Bahn ,  die  wir 
hier  allein  betrachten»  sind:       .  . 

'   F  'Die  gleitende  Reibung  an'  den  Wagenki^hsen, 

2.    Die  wälzende  Reibung  der  Radfelgen  an  den  Schienen,' 

3l  Der  Widerstand  dar  Luft  auf  die  in  Bewegung  begriffenen 
Wagen  des  Coufois,        ^    '  '     '' 

4.    Auf  einer  Schiefenebene  das  relative '  Gewicht  der  Massen, 
welches  subtractiv  oder  additiv  ist,  jenachdem  der  Cpnvoi  fiuf  der. 
Schiefenebene  herunter  oder  herauf^geht.     '='''-  .  ••  i 

Nennt  man  den  Reibungscoe^Ticienten  der  Reibung  der  Räder 
an  der  Achse  /li,  die  Halbmesser'  der  Aclise  und  des  Rades  r  und  R 
und  das  Gewicht  der  Wagen  und  Ladung  ohne  das  der  Räder  M* 
so  ist  der  auL  den  Umfang  der  Räder  übergetragene  Widerstand  der 

Reibung  — ^  •  Der  Coefficient  ^u  hängt  noch  von  dem  guten  Zu- 

stände  der  Achsen  und  der  Achsenbüchsen  ab  und  ist  insofern  verän-^ 
derlich.  Bei  richtig  abgedrehteii  und  gut  geschmierten  Achsen  kann 

1 

/i  bis  zu  ^  heruntergehen.    It^<lj^r  Rege]  wird  ^  zu  0,1  gerechnet. 

Bezeichnet  /u'  den  Reibungscoefficienten  der  wälzenden  Reibung  am 
Radumfange  und  m  das  Gewicht  der  Räder,  so  wird  dieselbe, 
weil  sie  im  umgekehrten  Verhältnisse  der  Grosse  der  Radhalb- 
messer steht,  durch  - —  p  '^     ausgedrückt     Diese  Reibung  ist 

im  Allgemeinen  auf  Schienen  im  Verhältnisse  zur  Achsen  -  Reibung 
sehr  gering,,  und  kann  in  den  meisten^ Fällen  vernachlässigt  werden. 


1« 

Einer  Reibung  den  SputkrafTEes  ab  ä«h  SbbnBbhiepeil  solF  ittthi  da- 
durcb  vorgebeugt  iveraen,  dass  man  dem  Bade  ef ne  coniache  Tifiiie 
giebt  und  auäserdem  den  Rädern  auf  jeder  Seite'  der  BaliH  «tAeA' 
gewissen  Spielraum  läattt,  Lknn  abeii  dennoch  durch  zußllligea 
Seiten druclc ,  z.  B.  durch  Wjnd  und  dadurch,  dasa  die  Schieoeii 
nicht  in  horizontaler  Ebeue  Hegen,  beträchtlich  werden.  Wir  ver- 
nachlässigen diese  Art  Reibung  hier.  Um  den  Ausdruck  fliv  den 
Widerstand  der  Luft  zu  erhatten ,  tetze  mau  die  ganze  wider- 
stehende Fläche  des  Conroi's  i,  und  die  Geschwind iglieit  dessel-' 
ben  v;  »o  wird  dieser  Widerstand  bekanntlich  durch  fv^«  atasge- 
dril«kt,.Tro  ed«  auf  die  flKcfaeneinhett  ausge^Ibte  Widerstand  ist 
FasSt  man  diese  drei  Widerstände  zusamnbii  s«  efhlitnia«  ftiv-d«* 
Gesammtwidersfand  diesen  Ausdruck:  .  -i     i 


:L+e«,'='^+«." 


auf  einer  horizontalen  Bahn.  Auf  einer'  unter  dem  Winkel  ib  ge- 
neigten Ebene  geht  dieser  Aosdrudc  fOr  den  Widcrstud  iil  fol- 
genden aber;  •'    ■'■ 

^  C08.tf>±(^+W)  «ÖD  l}» +£*».". 

.  Zw  Betechtuing  der  benegendei)  ^aH  der  Maschine  bezeichne 
man  den  wiik^iWen  Druck  des  Dampfes  auf  den  Kolben  mit  dem 
PWhmepsei  d  au/  die  Flächeneinheit'  durch  p ,  naoh  AIizui;  des 
LuEUEUcksi  und  ajler  Reibungen  der  Maschine  v^n  der  Boilenflüche 
dcvB,  DMPP^'fK''A^^ ''^  ^"'  Kurltel.  DerDrucJi^nnf  die  ganze  Kot- 
benflScEie  wird  durch  —?^-  aussadrtekt.'  Datos  ^hri'ExfutwtoyiU' 

scbineti  p.  niAt  eonetant,  sein  kan^i,  rerf tefat  sich  von  selbst^  AntJi 
bei  Uasehitieil  ahoe  Eipantiloa  k«on  p  während  der  Dauer  eines 
KolbeabMfe»  nicht  genau  constant  sein,  und  deinr  Drucke  de« 
DaiBpfeslkn  Kei^el  niicht  entApiechen ,  da  der  Dampf  durch  ^e 
Dantofleilangsriibren  nicht  momentan  aus  dem  Kessel  in  den  Kolben 
eindnngen  kann,  auch  Wärme  beim  ITebereange  des  Dampfes  ver- 
loren geht,  p  mus«  von  der  Geschwindigkeit,  Wöniit  der  Dämpf 
in  den  Cylinder  stürzt,  abhaagen.  Je  weiter  der  Dampfcanal  und 
je  EcDsser  der  Druck  nn  Kessel,  desto  daher  ist  p  einer'Constante 
gleich-  ti  Emangeluott  genauerer  Versuche,  und  weil  immer  der 
Unterschied  uubetrüchtlich,  nehmen  wir  bei  Mascbinea  ^ne  Epmf 
Bios  p  c|>iMtaui.,  Um  b«i  Expansionsmaschines'  dei^  Dr^ck,  d^ 
Dampfes  im  Cylindelr  nach  der  Absperrung  desselben  durch  eine 
Formel  aus»idrucken ,  benutzen  wir  die  vom  Grafen  de  P^bour 
in  seinem  Werke  aber  Pamp&naschineQ  mitgeth eilten ,  aus  den 
Naviersebbn 'Versbcheii  abgeleiteten  Formeln-  Sei  iV  4l>8.y(d)imeD' 
des  Dampfes  ni'  Cylinder  iui  AugenbltcJie  der  Absßeinwg,  welcher 
sieb  ilDter  dem  Drucke  p  aus  dem  VolumcB  S  Wmmwt-:  g«bildet 
^t;  «»ist  dach  Nari«rs  VcBäochMi    : 


wo  d  und  j3  Constanten. 


m 

Vetum.iti'i  M'  ämt  yaHaiaau  D^m^p,  we^xhen  oich  iiDt«r  .d«Bi 
Qrucke  pf  auch  der  A)fiifftn\ias  aus  dciuselbeD  Volumeu  S  Wassefr 
gabUdethiit,  »9  wird 

»  1 

HiMtMW  «rbiitt  aun 

IstBWiV.di«  flWue  Länge  das  Kellte Dlttufi  uqd  f  4i«  LAW" 
Ut  AlwperniQg'deH  Dampfes,  und  9/  ,dcr  acb&dUcD«  ' 


.^perniQg'ded  Dampfes,  und  y  ,dcr  acb&dlic] 

Raum,  dann  ist  fiii  den  um  ^  vvfgerviCKt^l)  Kolbea. 

Hleniu:ci>liiUt'nHui  fSr  den  I>nkk  a«t  den  Kulbcu  »ach  der 
Ab^»«Tang  des  Dampfes 

Ua  bekaaotlitih  die  LocomotiTe  so  eingerichtet  ist,  dass  dei' 
Daiii|ir,  nachdem  er  seioe  Wirkung  gethan,  durrh  eine  Rvhre  tod 
geriiigpiii  ihirchmesser,  das  Blasrohr  genannt,  durch  den  Schorn- 
«teiu  in  ilie  Luft  «entweiclit,  irodurcn  ein  künstlicher  LnftstrttiA 
erzeugt  uird,  dar  zur  lebhaften  Verbrennung  in  der  E«se  durchaus 
noth\ven(I]!j  1^:  so  bann  dieser  Dampf  nicht  sugenbli«hlich  ettt 
wtiek«»  ini{d  nuris  -  daher  -  fMAtwad  des  AuästriimeQs  wiph  einep 
Prnt^k  gegen  den  Kolbea  ausüben,  der  dem  Drucke  p  entgegenge- 
Mtzt  ist.  ^its  ancestellten  Versuchen,  die  Pamboor  in  seinem 
Werke  «her  Dampf^ugen  mitg^theilt  hat,  hat  sich  hennsgestellti 
dass  dieser  Widerstand  bei  derselben  Oeffnung  de»  Blasrohr«« 
flah^  der  Geschwindigkeit  der  Locomotire  proportional  gcsetxt 
werden     krmne.        Diesen     Wid^stand     beteichnen     nir    dnroh 

-j-q».    Die  bewegende  auf  den  Kolben  wirkende  Kraft  der  M»- 

sckine  wird  demnach  durch  —^{p—yv)  bei  Maachinfin  ohne  £x- 
paoftioQ  ausgedrtckt  Bei  Maschinen  mit  Expansion,  ist  ror  der 
AhSperruDg  des  Dampfes  die  Ktfift  anch:    -j-  (f»~fv)'un4  nach 

der    Ab,p«™ni:    *?[^(?+y)j^^±2- _  !^,„]. 

Diese  Ki'aft  des  Dampfes  Wird  durch  die  Kolbenstange,  die 
Immer  ein  md  dieselbe  Richtung  beibehält,  und  durch  dip  mit  det- 
s^en  Terbnndcne' Lettstanee  enr'  Kurbel  fortgepflaazt ,  setist  diese 
und  das  damit  verbundene  Triebrad  md  so  die  Maschine  und  den 
angehSngten  Waf;en  in  Bewe^ng.  Bei  dieser  Einrichtung  kann 
die  Dampfkraft  nicht  senkrecht  auf  den  Kurbelbai broesser  wirken 
und  v>us8  daher  in  den  verschiedenen  Lagen  der  Kurbel  rerschie- 
dene  Werthe  annehmen.   Um  dies  deutlich,  zu  machen  und  die  auf 


0 

deb  Vitifatig  ilberg«trag«»ne  Krittt  dei^  l>ampiber  20  beteelni«ii,  6^1 
itt  Taf.  in.  Fig.  3.  da  Mii  Stück  derKdtbeii^tMige/.iie^f  dl«  Li^iv 

•  1  '     • 

Stange  und  hc^^  der  Halbmesser  des  Knunmzapfens.  Nennt  man 

%nün  die  in  der  Richtung  f/a  wirl^ende  unmittelbare  Kraft  des 
Dampfes  P  und  die  In  e  übergetragene  aut"  he  senkrechte  Kraft  Q, 
so  findet  man  leicht 

^      n sin  ftra      «  .       p,  ,          ^coscp      ~~\ 
Q=P j— =/'sinq)|  1+  ■     ^ I, 


H-o  Wink*ef£*fi=:9,  4^'  =  ^  ist. 

FAr-di*  Kraft  detf  Dampfes  in  fl#eite«  CyHndei  diif  deto  __ 
dem  -Kurhetänn,  der  sräkvecht  attf  dem  ersten  aii^9enoiUBeD'*wiBd,9 
hat  nuw 

'  ■  '      '  '  .< 

':q=Pcob^Vx^    J^^p,   1.     • 

'  '^L*   4^i-.jfc*cö8^c/J'-     ' 

Trägt  mfD'  diese  Kräfte  auf  den  Umfang,  des  Triebrades  Aber^  so 
wird  für  den  eihen  Kolbep  die  Kraft : 

und  fiir  den  andern: 

d^l/  X  r*!  ^sincp      T 

wo  D  der  Durchmesser  des  Triebrades. 

Für  beide    Kräfte  zusammen  setzen    wir  der  Kürze    wegen: 

^j^(p^gv)Fq).    Diese   Ausdrücke    gelten    für  Maschinen  ohne 

Expansion;  für  Expaqsionsroaschiuen  gelten  vor  der  Absperrung 
dieselben  Formehi,  tind  nach  der  Absperrung  muss  man  daiin  f<to 
p  den  "obigen  Werth  p'  setzen.  Demnach  wird  die'  Kmft/*  welche 
die  fortschreitende  Bewegung  des  Convoi's  auf  horizontaler  Bahn 
bewirkt,  diese:  "^  ...  4 


\ 


i 

und  lär  die  beschleudisende  Kraft  erhält  man  den  Ausdruck: 


^9.{_^<'^-r)m-¥^'*^%  '■  i  . 


.]. 


B 


ji 


wo  g  lieü  Fallraum  Jn  dtfr  ersten  Sekunde  und  fnA*  das  Moment  der 


N\ 


XrSgliftt  d^  Jlftder  .)»«9wic|iiiet  flififtu9  erMUt  mim  ep4iii?h  nach 
4eD'bekaBDteQ..Ges«tzieD  der  Bewegunr  na  Bestimimiog  der , Ge- 
schwindigkeit des  ganzen  Wagenzugs  folgende  Qleidhung: 


<üli«^«.iR»i_*(!! 


•.j 


M+m  + 


Ä' 


Die  Integration  dieser  Gleichung  giebt  die  Cr^schwindigkeit  fSr 
jeden  Stand  des  Kolbenid  im  Cylinden  und  in  jedem  Punkte  der 
"bahn ,  und  so  die^  vollständige  Losung  unserer  Aufg^hi^. .  ^Iqd^ss 
ist  von  dieser  Gleichung  das  Integral  m  endlicher  l^orm  nicht  zu 
erhaHeo;  Um  hier  ReLmenlwiekefiiogen  a«  v«hneideii,  MsdkHlnken 
Mfw  uns» auf  Anähemigen»  Zu  diesem  finde  seiken.vrtt  jd^undFi^) 
constanty  und  zwar  F(9)=l,  d.  h.  wir  betrachten  die  durah  m^ 
Kolben-  und  Leitstange  fortgepflanzte  Kraft  des  Dampfes  als  auf 
den  Kurbelarm  senkrecht  wirkend«  'Unter  jlieser  Voraussetzung 
wird  die  Gleichung  (1),  wenn  wif  noch  der  Kürze  wegen 


t » 


.  .  j 


^* 


t       >       • 


setzen^  folgende' 

2)    'v^  =  2g(A-2Jliv-Cv% 


Nimmt  man  von  dieser  Qleichung  das  Integral  und  setzt  fär  or^O 
auch  v=^0,  so  wird  \ 


ii 


wo   ^^  A      j, L, 


■  '  ■         j  in   —   • —  **  * 

^^2  +  Äa  va^  +  b^ 


t  '• 


OS  der  von  der  Locomotive  durchlaufene  Raum  und  /  die  zu  x  ge 
hörige  Zeit  ist 

Wollte  mati  den  vom.  ßlasrohre  herrührenden  Widerstand  v6r 
nachlässigen/ so  würde  die  Gleichung  (ß)  diese: 

^-v%=^'e-4.c*'*x  oder  v=d^l-e-^c*ts 
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Für  ein  unendlich  grogses  orwird  die  GeschwindigkMt  constairt 
und  i;  =  li'= ip — i — .  Obgleich  dieser  Zustand  genau  ge- 
nommen nie  Statt  findet,  so  tritt  er  doch  in  der  Wirklichkeit  an- 
nähernd bald  ein. 

Die  hier  gegebenen  für  eine  horizontale  Bahn  geltenden  For- 
meln gelten  auch  für  geneigte  Ebenen >  wenn  man  jd  (2)  für  A* 
diesen  Werth  setzt: 

-^^— r-^os  t{)  -  ( Jf  +  wi )  sin  ^ 


Ä* 


Um  zu  berechnen,  wie  weit  ein  Wagenzug  sich  noch  fortbe- 
wegt,  wenn  bei  einer  bestimmten  Geschwindigkeit  die  Dämpfe  zu 
wirken  aufhören,  muss  man  die  Gleichung  (2^),  nachdem  darin  p 
und  47=0  gesetzt,  so  integriren,  dass  ßir  ;i?==0,  v  einen  bestimm- 
ten Werth  v'  hat.  -  Man  erhält  dann 


^2  _  C^  ^/2 


Um  steilere  Ebenen  ohne  stehende  Dampfmaschinen  mit  Dampf- 
wagen noch  hinanzusteigen,  bedient  man  sich  zweier  Züge.  Alan 
lässt  nemlich  einen  Zug  auf  der  schiefen  Ebene  heruntergehen ,  wäh- 
rend der  andere ,  der  mit  dem  ersten  durch  ein  auf  Rollen  liegendes 
Seil  verbunden  ist,  auf  einer  zweiten  parallelen  Ebene  herauf  geht. 
Dass  ein  solcher  Betrieb  noch  einfach  und  sicher,  wenn  die  Eoene 
nicht  zu  steil  ist,  ausgeführt  i werden  kann,  hat-  die  Elberfelder 
Bahn  bewiesen.  Wir  vroUen  für  diesen  Fall  noch  .die  Geschwindig- 
keit berechnen ,  womit  ein  Zug  eine  solche  Ebene  noch  hinangeht. 
Zu  diesem  Ende  wollen  wir',  der  Einfachheit  wegen,  die  beiden 
Züge  in  allen  Theilen  gleich  setzen.  Es  hindert  aber  nichts  diese 
Rechnungen  auf  ganz  verschiedene  Züge  auszudehnen.  Das  Seil-, 
welches  die  beiden  Züge  verbindet,  habe  bei  der  Länge  /"das  Ge- 
wicht G ;  die  Halbmesser  der  Rollen  und  deren  Achsen  seien  q,  '; 
der  Reibungscoeificient  an  der  Achse  der  Rollen  sei  /li/",  ^  Ist  nun 
die  Geschwmdigkeit  der  Züge  v,  und  x  der  von  denselben  durch- 
laufene Weg  von  dem  Kopfe  der  schiefen  Ebene  angerechnet: 
dann  ist  der  Widerstand  des  hinaufgehenden  Zuges  mit  Beibe- 
haltung der  früheren  Bezeichnungen: 

upd  des  heruntergehenden: 

der  Widerstand  vofi  beiden  Zügen  ist  also: 

2(i^+G^^r)cosi|'+^^^=^.Gsintf;  +  2«4i;V   .. 

Theil  \I.  12 
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Hierbei  Ist  der  ans  der  Steifigkeit  des  Seiis  der  grossen  Setlf<dlen 
hervorgehende  Widerstand  ausser  Rechnung  ^lassen. 

Setzt  man  die  Kraft  der  beiden  Maschinen  auch  gleich  nod 

jede  wie  früher :  ^r-^  {p  -^  qv) ,  dann  ist  die  beschleunigende  Kraft : 

MC  -Q  ^^ 

wo  m*  das  Gewicht  der  Rollen  und  m'^''  das  Moment  der  Träg- 
heit bedeutet.  Hieraus  erhält  man  zur  Bestimmung  der  Geschwin- 
digkeit wie  in  (1)  folgende  Gleichung: 


vdv 
dx 


^igR* 


deren  Integral  die  Abhängigkeit  t^n  x  giebt. 

Numerische  aus    Versuchei^    entnommene  Details  werde  ich    '' 
an  einem  andern  Orte  mittheilen. 


AnflSsungr  der  Aufl^alie: 

In  ein  grefpelbenes  Tiereck  ein  €|aadrat 

zu  beschreiben;  nebst  einigen  Sätzen, 

welche  zu  beweisen  slnd^ 

Von 

Herrn  Pr.  Seydewitz, 

Oberlehrer  am  Gymnasium  za  IIeilig«aaUiilt< 


A*    Trigonometrische  Behandlang. 

A  n  a  1  y  s  i  s. 

Es  seien  in  einer  Ebene  (Taf.  III.  Fig.  4.)  die  Geraden  A,  A^\ 
B,  i?i  als  die  Gegenseiten  eines  einfachen  Vierecks  gegeben,  und 
Py  Qf  ^9  s,  fi  g  der  Reihe  nach  die  Durchschnitte  von  A^B; 
B,  A^;  Ai,  B^;  Bif  A;  A^  A^\  B,  B^;  man  denke  sich  ein 


17» 


Quadvat  aba^bi,  dessea  GegeneckeD  a,  a^;  b,  b^  auf  jenen  Ge- 
raden liegen;  es  werde  die  jLänge  von  fg  mit  a,  die  Seite  des 
Quadrates  mit  q,  die  Winkel,  welche  A,  Ai  und  a6  mit  der 
Richtune  Ton  f  nach,^  bilden,  mit  a,  a^  und  <p,  und  die  Winkel, 
welche  B,  Bi  mit  der  Riehttmg  von  g  nach  /  bilden,  mit  p,  ßi 
bezeichnet.  Diess  vorausgesetzt,  so  hat  man  folgende  Relationen: 


sm  ai 


^>^'-%ioT.°+^.)'  ^g=%i,(^+..)' 


^;,=  «-L«"  '^ 


Sin  a 


sin(«+ft^         ^"""sinO?  +  a)' 

also  tfy-ff«'°(«+/^)«'"/^.-«'P(«+i^i)«'P/g  _       sin  «sin  tf,-^)     . 
^  sin  («+/?)  sin  (a+^J  sin  («+/?)  sin  («+/?,)' 

...    sin  (^+ «)  sin  «,  —  sin  (/y  -f «, )  sin  « __        sin/?  sin  («,—«) 


sin  ( /9  -1-  et )  sin  (/^  +  «i ) 


sin  0»+«)  sin  (/?+«,)• 


»\  sin(/^ — 9)  ,        sin(«+9>) 


sio  («+<»)' 


siD  (/»  +  «)' 


I 

also  pi-^o«^p(j^-y)«'»(/yi+«)+<^Q«(/^'-y)«^p(«+/^)- 

.  sin(«-hy)8in  («1+/^)+ cos(cet+y)  8in(^+'«) 

'^^     ^  8in(a+/?)sin(/?+«^) 

Aus  1)  und  2)  ergibt  sich: 

Qv     sin(/y  —  y)  sin(|g,-t-a)+cos(/gt  — y)8in  («  +  fi)_ 
sin(a-f  9)  6m{a^+ß)+  cos («4  +  9) sin («+/?)"" 

(sip/gcoty  — cos^)  6in(/y^+g)-|-  (cos/gtcety-f  sin/?^)sin  (a+ß)  _ 
(sinacofty  +  cos«)  sin(ai+i^)+  (cosa^coty  — sinai)  fcun(a-f  ^)  "^ 

sin«  pin(yt •-/?),  ^j^^ 
sin/?  sin  («^  —  a)' 


cot7= 


[sin ßsnn  (a^  —  o)  [  cos  ^ sin  ( /?i  +  a)  —  sin  ß^  sin  (« + /^ )]"1 
+sin  «  sin(/?i  —  /^  [cos  a  sin  (aj  +  ^)  —  sin  «i  sin  (a+/^)J  J 


[sin/?sin(ai  — a)[cos/?i  sin  (a+/?)  +  sin^sin(/?A +«)]"!     ^ 
—sin« sin (ßi—ß) [cos«!  sin («-f /?)+sin «sin (tti+/?)]JI  . 

Endlich  ergibt  «ch  nun  aus  2)  und  3): 

A\  pg  __  sJP  (tf~y)  _^  sJP /^ coty^ cos^  _  Zsin  ^  —  iVcos ß  _  Zi  ^ 
p^~~8in(«+9)"~"sinocot9+cos«"*"Z8ina  +  iVcosa~'iV,  ' 

Z,  =  -*slQ/^«n(a,  --pt)siü{<i^ß)[cosßcosßi-i-s^uß^ußi]  . 

12' 
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+  8111  «bin  {ß,^ß)  L^s|n(„^.^)(eos^co8«i-8in/?siii«,)J 
_gl    /     .  «N  rsinasiii(/?i--/?)(co8(«i+/?) +8in(«ti+^))-l. 

i  V     T^r/|^  — SineegiD(/?i  — ^)C0S(«i-ee)  J 

folglich  P^  = 

sin  a  sio  (fi{—ß)  [cos  («t  +  ^)  +  sin  («^ + /^)]  —  sin  ß  sinX«!  —  «)  cos  (ß,—ß) 
sin  /?  sin  («i— «)  [cos  (ß^  +  a) + sin  (/^^  +  a)]  —  sin  «  sin  (ß^  —  /?)  cos  (ai— «)* 

Konstruktion. 

1 )  Aus  irgend  einem  der  vier  Punkte  p,  g,  ty  «,  z.  B.  aus  py 
dem  Durchschnitte  von  ^1,  ßy  falle  man  auf  2I.  eine  Senkrechte 
pCy  nehme  auf  A^  die  Strecke  cd=:cp  uqd  ziehe  pd.  Sodanii 
errichte  man  injp  auf  B  e\x\e  Senkrechte ,  fali^  vom  Punkte  6, 
wo  letztere  die  ß^  schneidet ,  eine  Senkrechte  eiaut pdy  welche  2I1 
in  h  (undpeinn)  schneidet^  und  lege  durch  h  mltpc  eine  Parallele;  so 
erhält  man,  als  Durchschnitt  dieser  letzteren  mit  A,  einen  Punkt  k. 

2)  Auf  dieseihe  Weise ,  indem  man  nur  die  Geraden  2I  und  B, 
Ay  und  B\  mit  einander  vertauscht ,  suche  man  die  den  Punkten 

'   Cy  dy  e,  h,  k  entsprechenden  Punkte  c^y  dyy  e.,  ä^  A.. 

2)  Jetzt  verbinde  man  die  Punkte  k  und  k^  mit  einander  durch 
eine  Gerade  >  welche  A.  in  v,  B^  in  w  schneidet,  beschreibe  über 
kkyy  als  Diagonale,  ein  Quadrat. A:aA:iß.  und  über  vWy  als  Diagonale, 
ein  zweites  vywS,  und  verbinde  die  Punkte  a  und  ß  mit  p  durch 
zwei  Gerade,  und  y  und  ö  mit  r  durch  zwei  andere;  so  ist  eitfer 
der  Punkte,  in  welchen  letztere  die  beiden  ersteren  schneiden, 
aber  auch  nur  einer,  z.  B.  m,  der  Mittelpunkt  eines  Quadrates 
aba^biy  dessen  Ecken  a,  a^;  6,  6.  auf  A,  A^;  B,  B^  liegen; 
und  zwar  sind  die  Diagonalen  desselben  'den  Seiten ,  und  die  Sei- 
ten den  Diagonalen  der  beiden  vorigen  parallel.  Errichtet  man  in 
k  (oder  k^  auf  kkx  eine  Senkrechte,  welche  B^  ^oder  Ay)  in  Ar« 
schneidet,  beschreibt  über  kk»,  als  Diagonale,  ein  Quadrat,  und 
verbindet  die  beiden  neuen  Ecken  desselben  mit  s  (oder  q)  durch 
zwei  Gerade ,  so  geht  eine  von  diesen  ebenfalls  durch  den  Punkt  m, 
so  dass  also  über  diesen  Punkt  keine  Üngewissfaeit  weiter  bleibt. 

e  w  e  I  s 

1)  W.  pfr^a^'-uy  \S.pgT=zß,r-h  W.  «?jT  =  a,+/?,  W. 
/?Är=/?^  +  a;  pc=^pf.    sin  («^  — a),  fc=ipf,  cos  («i  —  «),  pe=^pg. 

,tang(/?,-^),  ^rf=yc+;)c=jp5r.(cos(^i+/?X+«in(«u+i*));  P<^v 
=pg'S\u(ß^-ß)y  gci=pg.co9(ßy-'ß)y  pe^= pf. tsing  (a^-a)y 

8dy—scy+pcy=ps.(c08(ßy  +  ay+8m(ßy-t-a));^^^i. 

Da  W.  pcq=zepq  =  Ry  so  ist  W.  pqd=:W.*epny  und  da  W. 
et/]=  W.  peq  =  Ry  so  ist  W.  pdq—  W.  pne^z:^  W.  dpc=^  W.  nhc 


.  I 
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^^A,  also  ^pqdoj/^pen,  nc=^ht,  und  pg:pe^=!:^dq:pn;  dem- 
nach pn=pe.^=pff.i&ng  (ß^--ß)(cos(a^+ßy+ sin(a^+ß)) ,  und 

Äc  =  nc  =/?n  ~  »c=pflr.  fang  (^i—/J)  (cos  (a^+/?)+ sin  (eti  +/?)) 
—pf  sin  («1  —  «). 

Ebeosö^  ist,  - 

2)  Da  hkllpc,  h^^l\\pc^^,  also 

*     '  pfxpk*:^  cf:  ch ,  pg'pky = c^g :  e^^  A^ ;  so  ist 

P^i  P9  VT     Äi^i-cos(tf^  — «) 

yystp(/yt-/>)(cos(rtt-h/g)-fsin(«|-|- /?))-^ip/'<^n(«t~^a)  co»(ß^-ß) 
p/^JBin(rt,  — «)(cos(/?i+«)+»iti(/?i+a))^>J7sin(/?^-^)cos(«^-a)* 

3)  Zieht  man  durch  einen  beliebigen  Punkt  m  der  Lioie 
pa  mit  ka  und  ^i«  die  Paraiieien  ma  und  m6,  welche  von  A  und 
£  begrenzt  werden,  so  ist  ma:mb=ka:kia=zl:l,  also  W.  mab 
= m6a =^12= W.  akk^ ;  folglich  a6 1 1  kk^. 

Denkt  man  sich  in  k  auf  ArAr.  eine  Senkrechte  errichtet »  welche 
B^^  in  k^  schneidet,  sodann  über  kk^,  als  Diagonale,  ein  Quadrat 
beschrieben,  und  die  neuen  Ecken  desselben  mit  s  durch  zwei 
Gerade  verbunden »  so  werden  die  Seiten  dieses  Quadrates  mit 
denen  des  kak^  ^einerlei  Richtung  haben,  und  eine  dieser  zwei 
Geraden  wird  die  pa  in  einem  Punkte  u  schneiden ,  welcher  in  der 
Richtung  von  A:a  und  k^a  sowohl  von  A  und  B,  als  auch  von  A 
und  Bi  gleichweit  absteht,  d.  h.  uao=:ußo  =  uß'Q,  wenn  die  Punkte 
«•/^•>  Pa  auf  J,  B,  ^i  liegen,  und  A»tt|^'o  II  *4«*,«»o  ||  Ar«  ist. 
Denkt  man  sich  nun  ua^  um  uat\=ua  verlängert,  so  ist  <toßo»'oß'Q 
ein  Quadrat;  und  es  ist  zu  zeigen,  dass  die  Ecke  a'^  auf  Ai  liegt, 
und  dass  die  Punkte  u  und  m  identisch  sliid. 


mit  A,  IS  Duaet,  ==«.—»,  «i+p;  una  es,  mögen  aie  winKei, 
welche  A  und  B  mit  fiff  bilden»  a^  und  /?«  heissen.  Wir4  Qua 
die  in  der  Analvsis  gegebene  Entwickelung  jn  Ansehung  der  Ge- 
raden A,  B,  A^,  B^  und  des  Qudrafes  (f^^ß^^^oß^^  wiederholt,  so 

findet  man:  "  ..  ' 


w 


j>tt^_sin«,6inGg,~^)(cos(rt^4-/?)4-sip(ft,H-g))~^sin^^ 

pßo    sin/?.  sin(a4— a)(cosOJ?t+Ä)+sinO?i +a))~sin«aSinO?i---^)cps  («i—«)' 


>k  . 


vergleicht  man  abi^r  diesen  Ausdruck  mit  dem  für  £^  in  2.)  gefun- 

denen  und  bedenkt,  dass  Z'Ä-.  ||  a^^,,  also^^l=^^,    und    dass 

sin  «,  :sin^«:=p(7:j»^i  ist,  so  überzeugt  man  sich,  dass  pf^=zpf 
sein,  also  A^  mit  ^zusammenfallen  muss. 

Und  da  mm  ii«'o  =  ii^'o,  also  der  Pankt  tc  auch  auf  der  Ge- 
raden tS  (oder  ry)   liegen  muss,  so  sind   die  Punkte  u  und  m^ 


\    . 
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und  smuit  auch  da«  Quadrat  «o  ßo  «'o  ?'o  w^  d<em  durph  die  Koo 
struktioD  erhalteueo  Viereck  abajb^  identiscii» 

DeterminatioB.  ' 

Da  zwei  Quadrate  mit  parallelen  Seiten  ähnüche  und  ähnlich 
liegende  Figuren  sind«  also  die  Geraden  A^  A^,  ß,  ]B^y  welche 
Ihre' Ecken  paarweise  verbindeii.  In  einerlei  Punkte  convergiren» 
80  kann  es  für  die  gefundene  Richtung  kk.  nur  einen  einzigen  Punkt 
m  geben.  Da  aber  die  Punkte  d  und  a^  ein  jeder  resp.  sowohl 
auf  der  einen  als  auf  der  andern  Seite  von  pc  und  je^Cc  Hegen  kann« 
man  also  zwei  Punkie  k  und  zwei  Punkte  Ic^  erhält,  so  scheint  es, 
dass  die  Aufgabe  im  Allgemeinen  einer  Anzahl  von  yier  Auflosun- 
gen föhig  ist.  Hierüber  wird  die  folgende  Untersuchung  ein  be- 
stimmteres Urtheil  gewähren. 

Anm.  Ist  Ji||.^|  und  B\\By,  so  ist  sin»itAnß  =^ pgtpf 
=  1,    cos(«i-~«)  =  cos  (ßi—fi)  =1*    «in  («i/-a)  :  9in(:ßi—ß)  = 

Vß.  sin  («  +/^  ) :  ^  sin  (ft  +1^) = üo ;  »5 ,  wodurch  sich  die  obige  Kt)n- 
atruktion  sehr  vereinfacht. 


B.    Mittels  projel^tiviseher  Gebilde« 

Analysls.  > 

Der  Bfittelpunkt  des  gesuchten  Quadrates  ist  der  Mittelpunkt 
der  Hypotenusen  zweier  gleichschenkliger  rechtwinkliger  Dreiecke« 
deren  jedes  einem  von  zwei  gegebenen  Dreiecken .  eingeschrieben 
Ist «  also  der  Durchschnitt  der  geometrischen  Oerter  dieses  Mittel- 
ppinktes  für  die  zwei  gegebenen  Dreiecke. 

Es  sei  (Taf.  HL  Fig.  5.)  npq  irgend  ein  gleichschenkliges«  bei 
p  rechtwinkliges  Dreieck«  dessen  Ecken  n,  g,  p  auf  drei  der 
Lage  nach  gegebenen  Geraden  A,  A^,  A^  liegen«  m  sei  der  Mit- 
telpunkt von  nq,  also  mn=mp=>fnq  und  W.  qmp=^R.  'Es  seien 
B,  Jß|  die  Durchschnitte  von  il«  mit  A,  A,^  durch  B  mit  pq  die 
Parallele  a'«  weiche  A»  in  a^  schneidet«  una  durch  B^^  mit  jpn  die 
Parallele  a\«  wekhe  ^  in  a  schneidet«,  gezogen;  lerner  seien  B^ 
und  BjO.  öder  a"  und  a'^^  parallel  mit  »m .  und  der  Punkt  m  mit  B 
und  B,  durch  zvrei  Gerade  a«  a^  verbunden «  welche  resp.  die  a^| 
und  ar  in  a  und  a.  schneiden.  Diess  vorausgesetzt«  so  ist 
/>iBtiipi^co ^pqm  uoa  ^BiOaco^pnmy  W.aiÄit|=W.5|wii=:W. 
aB^o.:=zyf,npm=^iR  und  ^a^iBa^=pmipq=^pm:pn=^ByaiB^(X 

Die  Geraden  a'«  a\  sind«  ebensowie  pq,  pn,  rechtwinklig  zu 
einander;  denkt  man  sich  also  da3  Dreiedc  7^g  fortwährend  unter 
denselben  Bedingungen  variirt«  und  die  den  Liaien  ««  «i«  a',  af^, 
cCj  (i\  entsprechenden  Linien  der  Reihe  nach  mit  h^  hy,  6'»  6',, 
6",  y\\  €,  Ci;  c',  c'p  c!'yd\\  d,  d„  d',  d\,  d",  d'\  ....,  und  die 
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den  AiriEteo  4,  a^  «f  «i  totsprcfeh^odeD  Paukte  mit  b^-bt»  p,  ^^; 
<^%  .(i»  79  y^y  ^9  ^t»  ^9  ^19  ••  ••  beaeiofaoet^  ae  liegen  die  Durchecmiitte 
je  zweier  Geraden  al y  a\\  V,  6'.;  ef  y  €\\  df  y  lü'.  ••..  anf  einer 
^Kreiedinie,  deren  Difirchmeseer  BB^  ist;  und  da  W.a|lfa.=:=b|£^l 
=:C,Äy|  =  ö,J5ai....  =  aÄi«  =  bÄ./?=  cßiy=:bjßi*,...=iÄ,  und 

—  i&,;':^iC=J3i^:i?ib«..:sl:t^2  Ist»  und  da  sämmtliche  Piinm 
^t>  ^1'  ^t*  ^L-"*  ^^  einer  Geraden  A^y  und  Bämmtiidie  Punlcte  a,  i, 
c,  b . .  • .  auf  einer  Geraden  A  liegen »  so  ratissen',  nadi  einem  be- 
kannten  Lokaltheorem ,  auch  die  Punkte  a,,  ß^,  y^y  ^  ••••  alle  auf 
einer ^  und  iKe  Punkte  Uy  ßy  yy  d,..  alle  auf  einer  andreren  Geraden 
liegen.  Bedenkt  man  endlich,  dass  aowebl  die' Geraden  a^  b'y  cS 
f/'.««  und  af'y  b",  ffy  d" ,..y  als  auch  die  Geraden  dt^y  h\y  c\y  d\... 
und  al\y  b'\,  d\y  d'\,*,.  zwei  concentrische  prejeentisoh  -  gleiche 
8trahlbÜ8chel  bilden ^  so  kann  man  der  Reihe  nach  setzen: 

Ä(a,  6,  Cyd...)=By^{aryyb'\yCr^yd''^...)  —  B^{a\yb\yc\yd\...) 
=  B(a'yb'yc'yd'...)  —  B(a"yb^',cry  d*...)zzB^{ay,  b^yC^y  d^...)-, 

also  ist  B(ay  b»  c,  e?..  .)=Jff|^(ai9  b^^  c,y  c^i*..). 

Da  je  zwei  Strahlen  af' ,  a  •  parallel  sind;  so  müssen  sich 
irgend  zwei  derselben,  und  folglicn  auch  zwei  der  Strahlen  14,  a^t 
6,  6|...  längs  der  Geraden  Bß^  vereinigen,  also  Ist 

B(ay  by  Cy  i2« . • )  =  J^^ ( Ol ,  6^,  C|,  <{|..*)#  ^  k. 

die  Durchschnitte  sammtlicher  Strahlenpaare  a,  a^;  6,  &|;  c,  r.; 
iZ^  r/f..,  oder  sämmtliche  Punkte  m,  liegen  in  einer  Geraden  o. 

Macht  man  W.  BBig  =  'W.  BiBh=^R  und  Biz^hiy  BJt 
'=gky  so  sind  offenbar  auch  i,  k  zwei  solcne  Punkte  m,  also  die 
Gerade  S  durch  diese  zwei  Punkte  leicht  zu  konstruiren. 

Jeder  Punkt  m  dieser  Geraden  hat  also  die  Eigenschaft,  dass 
wenn  man  durch  ihn  eine  Gerade  na  legt,  welche  Ton  Ay  Ai  be- 
grenzt und  in  m  eehfilftct  wird,  una  in  m  auf  nq^  eine  Senkrechte 
mp  errichtet,  welche  von  A^  begrenzt  wird,  jedesmal  mp=mn 
-^mq  sein  muss.  Uebriffens  j^t  es  allemal  zwei  Gerade  Sf 
und  nur  wenn  2I  ||  ^„  fallen  beide  in  eine  zusammen.  Sie  schnei- 
den sich  auf  A^ ;  und  je  zwei  denselben  entsprechende  Dreiecke 
npqvmdnjj^q^  (wo  nundn^  auf  ^,  q  und^^  auf  A^  liegen)  haben  eine 
solche  Lage  zu  einander,  dass  wenn  durch  blosse  ^Verschie- 
bung des  einen  n^piq,  in  der  Ebene  die  Punkte  n,  n^ 
vereinigt  werden,  unudie  Gerade  n^q^^  in  die  Richtung 
vonn  nach  9  gelegt  wird,  die  Punktej9,j9|  auf  verscbie-' 
dene  Seiten  von  nq  fallen. 

Konstruktion. 

Sollen  (Taf.  HI.  Fig.  6.)  die  Gegenecken  des  gesuchten  Quadratei» 
paarfiwise  auf  den  gegebenen  Geraden  Ay  ^^  und  By  B^  liegen ^ 
und  sind  p,  q,  r,  i  die  Durchschnitte  von  AyB;  B y  A^;  A^^  B^f 
Bi,  Ai  so  beschreibe  man  üb^  irgend  zwei  der  vier  Strecken  pqf 
qty  rsysp,  z.  B.  fiber  j9^und  n,  als  Diagonalen,  zwei  Quadrate.  Zwei 
anstossende ,  von  p  una  q  ausgehende  Seiten  des  einen  mögen  ditf 
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xi,  uod.il  in  den  Punkten  p^iiiM  ^^  die  beiden  anderen  Seiten 
dieeelben  Geraden  In  p^  »nd  ^.;  sehneiden,  und  auf  ähnliche  Weise 
seien  durch  die  Seiten  des  anderen  Quadrates -die -Punkte  «t  und  r^ 
^„  und  r„  bestimmt  Man  verbinde  die  Mittelpunkte  der  Strecken 
^ni|  und  qq^  mit  einander  durch  eine  Gerade  S^  und  ebenso  die 
Mittelpunkte  der  Strecken  pPj,  und  qq,,,  ss,  und  rr^,  ss„  und  rr„ 
durch  die  Geraden  S^,  S^,  S^,  Die  Geraden  S,  S^  schneiden  die 
Geraden  S^,  S^  in  vier  Punkten  m,  «i,  r/i,,  Wg*  Lept  man  durch 
irgend,  einen  dieser  Punkte,  z.  B.  durch  m^eine  Gerade  am^, 
welche  von  A,  A^^  (oder  B,  B^  begrenzt  und  in  m  gehälftet  wird, 
und  errichtet  in  m  auf  aa^  eine  Senkrechte,  Wekhe  JB^  B^  in  b;  b^ 
schneidet,  so  ist  mb7=:ma^=max^=imjb^\  aber  in  zweii  Fällen  fallen 
die  Punkte  6,  6.  mit  dem  Durchschnitte  von  ^  und  By  zusaipmen, 
und  nur  in  den  neiden  andern  bilden  die  Punkte  a,  6,  a|,  6^  ein 
Quadrat  .    »         * 

Beweis, 

« 

Da  der  Punkt  m  zur  Geraden  S  gehört,  so  folet  aus  der  Ana- 
lysis,  dass  7?t6=ma==mai »  und  da  er  auch  zur  Geraden  S^  ge- 
hurt, 'so  ist  auch  mb^^=^mia^^  ma^,  also  sind  a,  Uy  und  b,  b^,  wo- 
fern nicht  b  und  6,  zusammenfallen,  die  Gegenecken  eines  Qua- 
drates. Da.  nun'7ii&=7?ta  =  7it6i,  so  muss  der  Punkt  ni  auch  auf 
einer  der  beiden.  Geraden  liegen,  welehe  man  ebenso  wie  S,  «S^ 
findet,  indem  man  A,  ^,  mit^,  J?|  und^mit  A  vertauscht  u.,s.  w. 
Welcher  zwei  der  vier  Strecken  pq,  qr,  rs,  sp  man  sich  also  auch 
zur  Konstruktion  der  Punkte  7n,  m^,  m^,  m^  bedienen  mag ,  allemal- 
werden dieselben  Punkte  sich  darunter  befinden,  welche  itk  irgend 
einem  Falle  Quadrate  liefern. 

Det  erminati.onv 

Nennt  man  irgend  zwei  Dreiecke  wp^rund  n^igrj(Taf.III.  Fig.5.) 
welche  zu  zwei  der  vier  Geraden  S,  S^,  S^^^S^  (Taf.  111.  Fig.  6.) 
gehören^  gleichliegend  oder  unglelchliegend,jenacbdeDi  die  Punkte 
p,  p^  auf  einerlei  oder  auf  verschieaene  Seiten  von  nq  fallen  ,r 
wenn  das  eine  Dreieck  auf  die  in  der  Analysis  angegebene  Weise 
verschoben  wird,  und  sind  7ii,mt  z.  B.  die  Punkte,  wo  jS^  von  jS^und 
<$i  geschnitten  wird  ^  6o  iässt  sich  folgen derraaissen  urtheilen.  Ist 
irgend  /  eines  der  Dreiecke,  welche  zu  S^  geboren,  mit  irgend 
einem  der  zu  S  gehörigen  gieichli^gend ,  so  müssen,  weil  alle 
Dreiecke,  welche  zu  einer  und  derselben  Geraden  gehören,  gleich- 
liegend sind,  je  zwei  Dreiecke,  welche  zu  S  und  S^  gehören, 
gleichliegend  sein ,  und  da  je  zwei  zu  <$  und  Si  gehörige  Dreiecke 
ungleichüegend  sind ,  so  müssen  auch  je  zwei  zu  S^  und  S  |  ge- 
hörige undeichliegend  sein,  und  umgekehrt.  Gesetzt  also,  es 
fielen  die  durch  m  erhaltenen  Punkte  6,  6^  zusammen,  so  wären 
die  Dreiecke  abti^  und  06,0^,  deren  eines  zu  5,  das  andere  zu  S^ 
gehört,  gleichliegend;  folglich  würden  die  beiden  durch  den  Punkt 
TU,  erhaltenen ,  zu  S,  und  S;^  gehörigen  Dreiecke  ungleichli^end 
sein,  also  ein  Quadrat  bilden,  und  umgekehrt  Hierauis  vfolgt, 
dass  allemal  zwei.,  aber  auch  nur  zwei^  der  vier  (Punkte  m, 
mi,  m^9  m^  Quadrate  liefern*     . 
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UeWigei»  gellt  die  UDnSgKchiceilv  dase  die  Aufgabe  vier 
AiiflösiuigeD  babe^  noch  einfacher  sqnon  daraus  hervQr^  weil  einer, 
jeden  der  Strecken  ^^,  yr,  rs,  «p  ein  Paar  Gerade  S,  St  ent- 
sprechen ,  und  eine  jede  von  diesen  acht  Geraden  zwei  der  Punkte 
m,  Tiip  m^,  m^  verbinden  müsste,  was  unmöglich  jst^  wenn  nicht 
lyvßi  derselben  mit  zwei  anderen  zusammenfallen  sollen. 

Anm.  Ist  A  I|  Ai  und  B  \\  B^,  so  fallen  alle  vier  Punkte  m 
mit  dem  Mittelpunkte  des  Parallelogramms  zusammen^  und  dann 
wird  die  zuletzt  gegebene  Auflösung- illusorisch«  weshalb  man  in 
diesem  Falle  die  in  der  vorigen  Anmerkung  angedeutete  oder  auch 
die  iii  Diesterwegs  Geometrischen  Aufgaben  nach 
der  SIethode  der  Griechen  $.,  166  mitgetheilte , Auflösung 
zu  wählen  hat. 


Zu  beweisende  Sätze.  ' 

t  m 

1«  Bildet  man  ao^  einer  .beliebigen  Anzahl  n  Taiifffjnten  eines 
Kegelschnittes,  deren  Berührungspunkte  alle  auf  eineriei  Seite  der 
Hauptachse  liegen,  irgend  ein  cHiraches  n-Eck,  so  ist  die  Summe 
(1er  Winkel 5  unter  welchen  der  Abstand  der  Brennpunkte  von  ein- 
ander von '  dea  Ecken  aus  gesehen  wird «  eben  so  gross  als  .  die 
Summe  der  Winkel,  unter  welchen  derselbe  Abstancjl  von  den  Be- 
rührungspunkten aus  erscheint,  und  ist  daher  für  alle  so  möglichen 
3.4.5...(fi  — 1)  einfachen  n-Ecke  von  gleicher  Grösse. 

2.    Haben  eine  Sehaar  von  Kegelschnitten,  welche 


eine  *  reelle  oder  ideale  Sekante 
gemein  haben,  mit  einem  und 
(demselben  Kegelschnitte  eine  re- 
elle oder  ideale  doppelte  Berüh- 
rung einerlei  Art:  a)  so  liegen 
auf  jeder  Tangente  des  letzteren 
zwei  pro jektivische  Gerade,  deren 
entsprechende  Punktenpaare  auf 
jenen  ersteren  Kegelschnitten 
liegen ,  und  zwar  sind  aUemal  im 
Berührungspunkte  und  auf  der 
gem.  Sekante  entsprechende 
Punkte  vereinigt;  b)  und  je  zwei 
Tangenten  des  letzten  Kegel- 
schnittes sind  auf  zweifache  Weise 
in  Ansehung  der  Punktenpaare, 
in  denen  sie  von  den  ersteren 
geschnitten  werden ,  perspekti- 
visch ;  und  zwar  liegen  die  beiden 
Projektionspunkte  auf  der  gem. 
Sekante;  c)  dagegen  sind  die- 
selben in  Ansehung  der,  auf  die 
beiden  noch  übngen  Weisen 
combinirten  Punktenpaare  zwar 
projektivisch ,  aber  scniefliegend. 


Theil  VI. 


einen  reellen  oder  idealen  Tan- 
gentendnrchschnitt  gemein  haben, 
mit  einem  und  demselben  Kegel- 
schnitte eine  reelle  oder  ideale 
doppelte  Berfihrjng'  einerlei  Art: 
a)  so  ist  jeder  Punkt  des  letzteren 
der  Mittelpunkt  zweier  projekti- 
vischer  Strahibüschei ,  deren 
entsprechende  Strahlenpaare  die 
von  demselben  an  die  ersteren  ^ 
gehenden  Tangentenpaare  sind; 
und  zwar  sind  längs  der  Tangente 
des  letzten  Kegelschnittes  und  in 
der  Richtung  nach  dem  gem.  Tan- 
gentendurchschnitte  entsprechen- 
de Strahlen  vereinigt ;  6)  und  jeder 
dieser  beiden  Tangentenbüschel 
ist  mit  einem  der  beiden,  welche 
irgend  einen  anderenPunkt  dessel- 
ben Kegelschnittes  zum  Mittel- 
punkt haben,  perspectivisch ;  und 
zwar  gehen  die  beiden  perspec- 
tivischen  Durchschnitte  nach  dem 

§emr.  Tan^entendurchschnitte ;  c) 
agegen  ist  derselbe  mit  dem 
jedesmaligen  anderen  zwar  pro- 
jektivisch, aber  idchiefliegend.^ 

12? 
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3.    Hakan  ^a4  Schaut  vi 
eine  tealle  oder  Ideale  Sekante 

Semvlo  haben,  mit  eioem  nad 
emtelben  Kegele chnitte  eine  re- 
elle oder  Ideale  doppelte  Berüh- 
ruoa  einerlei  Art:  a)  so  liegen 
di«  uerahningspunkte  aller  Tan- 
senten ,  nelche  von  Irgend  einem 
Punkte  der  eem.  Sekante  an  iene 
Ke^elijchnitle  gesogen  irerden, 
aui  dem  Umfange  eines  neuen 
Kegelschnittes,  nelcber  den  lets- 
teren  ebenfalls,  und  iwar  unter 
jenem  Punkte  (als  Berahnings- 
pole)  doppelt  berührt,  und  wel- 
dier  mit  denjenigen  Kegelschnit- 
ten, die  die  hannonischen  Pole 
ie  «tner  beliebigen  Geraden  in 
leing  auf  die  erste  Schaar  ent- 
halten — ,  einerlei  Sekante  gemein 
hat.  A)  Alle  mittels  der  einzel- 
nea  Punkte  der  gem.  Sekante  je- 
ner Schaar  so  eneugten  K^el* 
schnitte  bitdeneine  streite  Schaar, 
wetche  eine  Sekante  gemein  und 
mit  deatseben  Ken^scKnitte  als 
die  erste  Schaar  eine  doppelte 
Berührung  «incrlü  Art  haben. 
e)  Diese  beiden  Scbaarea  too 
kegelschfüttm  stehen  in  t«II- 
kommenet  Wechselbeiiehwic  n 
ttnander.  d.  k  die  erste  kann 
WM  der  aweilea  ebenso, ni« diese 
aas  jener ,  «raevgt  werden  n.  s.w. 

i.  Die  Selten  slranllicher  Dreiedie,  welche  einem  gMebeneb 
Dreiecke  ringesthrieben  und  einem  anderen  g^^tenen  Dreiecke 
Ihallch  tdnd,  sind  die  Tangenten  drMer  K^elscbaitte,  deren  jeder 
awei  Selten  de«  entemi  Dreiecks  berSlhrt 

Dle«wr  Matere  Sata  fahrt  ra  etaer  si«nlich  eintärden  Lösnng 
der  Angabe:  U  ein  te«ebe«e«  Dreieck  «In  nrrites  za  beschreiben, 
«•Iches  «4n««i  geneoräen  dritten  Khnlkli  sei  und  dessen  eine 
Seite  dajKk  eine«  |t^tehenen  Punkt  g*h«. 


n  Kegelschnitten,  weloW 
einen  reellen  oder  Idealen  Tan- 
gen lendurcbschnitt  gemein  haben, 
mit  einem  und  demselben  Kegel- 
schnitte eine  reell«  oder  ideale 
doppelte  Berührung  einerlei  Art: 
a)  so  nmh  allen  alle  Tangenten  der- 
selben ,  deren  Berührungspunkte 
mit  dem  gem.  Tangentendurcli- 
schnitte  in  gerader  Linie  liegen, 
einen  neuen  Kegelschnitt,  welcher 
den  letzteren  eDen&,lls,  und  zwar 
ISngs  dieser  geraden  Linie,  dop- 
pelt berührt,  und  welcher  mit  den- 
Senigen  Ke^lschnitten ,  die  von 
en  harmonischen  Polaren  je  eines 
beliebigen  Punktes  in  Bezug  auf 
die  erste  Schaar  umhSlIet  wer- 
den—, einerlei  Tangentendurch- 
schnitt  gemein  hat.  b)  Alle  mittels 
der  einarlnen  Strahlen  des  jgem. 
Tangentendurchsdnittes  jener 
Schaar  so  erzeogten  Kegels^oit- 
te  bilden  eine  aweite  Schaar,  wel- 
che einen  Tai^ntendorchschnitt 
gemein  und  mit  denselben  K^rel- 
schnitte  als  die  erste  Schaar  eine 
doMtdte  Berübruoj;  einerlei  Art 
haaen.  e)  Diese  beiden  Schaaren 
Ton  K^dschnitten  stehen  iavoll- 
konunener  Wecbselbeziehong  zu 
einander,  d.  h.  die  erste  kann  ans 
der  I weiten  ebenso,  wie  diese 
aas  jener,  etwngt  werden  ils.w. 
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Uejber  Ibefstlinnite  Integrale  und  liiuii< 
miruniT  einlfrer  Befheji. 

Hern  F.  Arndts    . 

Lehrer  am  Gymnasiain  tu  Stmlfimd. 


Die  vorliegende  AbhaDdluug  beschäftigt  siqh  vorsüglicih  mit 
der  EntwickeluDg  des  bestimmten  Integrals 


y9iogsiD9€{9» 
0 


welches  von  Hill  zuerst  angegeben  und  von  Olattsen  in  Orelle's 
Journal  Band  TII.  S.  303.  besonders  untensucht  wocden  ist 

Beide  Geometer  erhalten —•  i  ti' ic*  ioe2  als  Werth  des  ohi- 
gen  Integrals,  pie  Clausensche  Ekitwiclelung  ist  sehr  einfach. 
Sie  geht  von  der  bekannten  Gleichung  aus; 

logsin9=— log2— cos29  — icosicp  — Jcosftp—  etc. 

Multiplicirt  man  nämlich  auf  beiden  Seiten  mit  (pAp,  vod  integrirt 
zwischen  den  Grenaen  0  und  nyt ,  so  ergiebt  sich^  da  /      9  cos  2kq)dq> 

verschwindet,  auf  der  Stelle  der  ai^gezeigte  Werth* 

Indem  ich  mich  nun  hei  anderen  Untersuchungen  des  Werths 
jenes  lat^rals  bediente,  gerieth  ich  auf  einen  mderspruch ,  der 
mich  veranlasste,  die  obige  Entwickelung  einmal  genau  durch  zu 
nehmen ,  und  bald  entdeckte  ich ,  dass  in  ihr  ein  Fehlschluss  oh- 
wdte.  Dieser  liegt  in  der  Annahme  der  obigen  Gleichmig^  welche 
aufhört  richtig  zu  sein^  sobald  sin  9  negativ,  oder  log  sin  9  imagi- 
när wird.  Dieser  FaU  tritt  ntui  wirklich  ein^  wenn  n  grösser  w 
die  Einheit  ist,  indem  dann  der  Bogen  9  wegen  der  Integrations 

grenzen  durch  den  dritten  und  vierten  Quadranten  geht,  iro  sein 
inus  negativ  wird,  und  somit  gelangte  ich  zu  der  Ueberzeugi^ng , 
dass  Hill  ^inen  unrichtigen  Werth  angegeben  hatte,  welches  sich 

12»  • 
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durch  pieioe  eigene  EotwickelilDg  In  der  That  bestätigt  hat.  Zu- 
gleich ist  log  sin  9  selbst  unbestimmt,  'indem  ein  Logarithmus  foe- 
kanotllch  unendlich  viele  Werthe  zulässt,  weswegen  angegeben 
werden  muss ,  welchen  dieser  Werthe  man  verstanden  wissen  will. 
Meine  Entwickelung  weicht  nun  von  der  Clausenschen  nicht 
nur  ab,  sondern  sie  leitet  mich  zugleich  auf  die  Summation  von 
Reihen,  dicf  ich  der  Mitthethiog  mcht  ganz  unwerth  halte.  End- 
lich   reiht  sich    die    Untersuchung    des   einfachem  Integrals 


ylog  sin  9^9 
0 


an. 


Nach  diesen  Bemerkungen  schreite  ich  zur  Sache ,  und  erinnere 
rücksichtlich  der  vielfachen  Werthe  eines  Logarithmus,  und  der 
Bedeutung  des  LogaritlnHlis  einer  negativen  Grösse  an  die  aus 
Cauchy's  Cours  d*analyse  de  l'^cole  royale  polyt.  be- 
kannten Glelchuorgen 


(loga)  =  loga+->Ä::t^-l,   (log- a)  =  log «  +  (2^+1) «t^^, 

wo  log  a  den  reellen  Werth  des  Logarithmus  der  positiven  Grosse  a, 
dagegen  die  Grossen  auf  der  Linken  den  Complex  aller  Werthe 
des  Logarithmus  bedeuten  sollen;  k  und  A  sind  positive  oder  ne- 
gative, beliebige  ganze  Zahlen. 

Dieses  Resultat  ergiebt  sich  leicht ,  wenn  man  die  imaginäre 
Exponentialgrösse  ey*^^^\  so  definirt,  dass  sie  aus  der  für  €^  be- 
kannten unendlichen  Reihe  hervorgeht,  wenn  t^V^  an  die  Stelle 
von  y  gesetzt  wird.  Dadurch  erhält  man  definitiv  es^>r=T==cos^ 
+4^^.Kiny,  Ist  also  x-\-y^'^  der  Logarithmus  der  beliebigen 
Grosse  a ,  so  bat  man  a=^e'( cos y  -|-  t^=T •  s^ny) ,  weshalb  sin |^  =  0 
und  e'cos^^o.  Wegen  der  ersteren  dieser  Relationen  ist  ^  =  An, 
cosy=(— 1)*,  (— l)*6*  =  o.  Ist  dahev  a  positiv,  so  muss  k  ge- 
rade und  e'  =  a  (d.  h.  a:==loga)  sein;  wenn  aber^i  negativ  ist,  so 
ist  nothwendig  k  ungerade  und  e*  =  —  a  (d. .  h.  jt = log — a).  Folglich 
wird  a:  +y  Y^ = log  o + 2^ä  V^T ^  oder  =  log  —  a  -f^  (2X+l)ÄV~irf , 
jenachdem  a  positiv  oder  fiegativ  ist,  was  oben  benajuptet  wurde. 
.  Dempäch  ist  jeder  beliebige  Werth  von  log  sin  9  negriffen  in 
den  Formen 


1) 


( log  sin  9  )  =  log  sin  9  +  2Ä:3t  1^— 1  > 
(logsin9)=lpg  — sin94-(2X-fl)ÄV"^; 


indem  die  erste,  oder  die  zweite  verstanden  wird,  jenachdem '9  im 
ersten  und  zweiten,  oder  im  dritten  und  vierten  Quadranten  endigt. 

Ich  nehme  endlich  an,  dass  in  dem  Integial/  "^<plogsiD9d!9 


Integial/      9lo^sii 
dten,  öder  im  drittel 


für  alle  Bogen  9,  die  im  ersten  und  zweiten,  öder  im  dritten  und 
vierten  .Qusidranten  endigen,  resp.  k  und  X  einen  unveränderlichen 
Werth  behalten. 


I 
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I.     Das  bestimmte  Integral  /      9logsm9il9,  in  welchem  n 

eine  positive  ganze  Zahl  anzeigt. 


Führt  man  für  sib  9  den  gieichbedeuteDSeD  Ausdruck  ^V 1— cos9* 
eia»  indem  das  obere  odc^  uotere  Yor^eichen  zu  uehmeo  ist,  ie- 
nachdem  der  Bogen  9  iresp.  im  ersten  und  zweiten ,  oder  Im  dritien 
und  vierten  Quadranten  endigt ,  und  entwickelt  den  {^oearithmus 
in  eine  unendliche  (wegen  cos9*<l  convergirende)  Reihe ,  so 
erhält  man  nach  einer  von  selbst  verständlichen  Bezeichnungsart,: 


2)    /( 


9logsin9c29 

9mp 


^r^\     -^    ~  /    ,       .      ''     9C0892Pd9  +  2ÄÄT  — 1/  9lfo, 

J»=lPt/'  21»^  %f  «m» 


"fi 


wo  m  eine  \)ositive  ^uze  Zahl  bedeutet. 

Wendet  man  nun  auf  das  erste  Integral  zur  Rechten  die  aDge- 
meioste  Reductionsformei  an»  indem  man  cos92j>df9  zerlegt  in 
cos92]>^l  cos9cfcpy  und  den  letztern  Factor  integrirt«  so 'erhält  man 
d^  Ausdruck 

9C0S9^i^i  sin9+;T--cos9*i»  +(2p— l)/cos9«i»— «  sin9*d9. 

Zerlegt  man  aber  das  letzte  Integral  dadurch,  dassman  1  — C0S9* 
för  sin  9*  nimmt,  so  entsteht  nach  der  .Zusammenziehung 

*  -  • 

2p/9Q0S92Pdi9  .  '         , 

1  r 

=;:9CoS9«l»-isin9+^t;os92P^-(2p-Tl) /9cos9*'"^*d9. 
Bezeichuen  demnach  mund  n  zwei  positive  ganze  ZaUeii,  so  wird 

y9C0S9^''rf9=-^^ — I      9C0S9*'"'*€Äp, 

Diese  Reductionsformei  kann  nun  auf  das  Integral  zur  Rechten 
von  Neuem  angewandt  werden  u.  s.  f.,  da  es  aps  dem  zur  Linken 
hervorgeht,  wenn  in  diesem  p  — 1  statt  p  gesetzt  wird.  Auf  diese 
Weise  kommt  durch  gehl^ige  fibbstitution  . 

Führt  man  diesen  Werth  in  2)  und  3)  ein,  so  nvird  [ 


I    \ 


». fi '«t"  t 
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-.      /*(«"H-l)fr     . 

o)     #  "^   9  log  Sin  cpilcp 


9  log  Sin  909 

Es  liegt  uns  nun  ob ,  die  hierin  enthaltene  Summe  von  unendlich 
vielen  Gliedern  zu  bestimmen.  Zu  dem  Ende  versuche  ich  die 
Summation    der    allgemeinea    Reihe,    deren    allgemeines    Glied 

1 .  Jl^ljll^^zil.aa»  ist,  welche  für  jeden  Werth  von  o?,  dessen 
p    2.4.6....  2p  '  ^ 

absoluter  Werm  kleiner  als  die    Einheit'  ist,    coavergirt,   wovon 

man   sich    durch    den   einfachsten  Satz  von    der  Convergenz  der 

Reihen  sogleich  ifberzeugt    Die  Summation  gelingt  mittelst  der 

bekannten  Binomialreihe ; 

(l     x)-\     l-'^*!'3.5..(2p-l) 
(I     X)    '-1-^^18,4,6.... '2p     *^' 

Donn  dividirt  nun  mit  x  und  moltipliciit  mit  dx,  no  entsteht  durch 
Integration 

J  X  p=x  p    2.4.6....  2^ 

Hiernach 'ist  das  Integral  auf  der  Linken  zu  bestimmen,  und 
zwar  so,  da^s  es  für  :r^:::0  verschwindet 

""atj^         und  j — ^ — , 

von  denen  das  letztere  unmittelbar  bekannt  ist«  indem  es  den 
Werth  —  logo:  hat.    Was  das  erste  betrifft,  so  wird  es  rational 

durch  die  Substitution  Vi  — a:=y,  nämlich  /  |"^  ^  ^  welches 
letztere  wieder  zerl^  wird  in  I  T^ 4-  /  T.^  ,  also  den  Werth 
log  ^  ~"y  hat    Führt  man  für  y  seinen  Werth  ein,  so  wird 


—i  ifj:=Cqnst  -2log(1  -|-V"r^) , 


und  wenn  man  es  för  a?=:0  versdnvinden  lasst: 


£ 


(l-»:)-l-l.^_„.      1+4^1-. 


O  ^ 

Demnach  ist 
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7) '^•l.|4t^^^-'— älogLMjEf, 
p^lP   2.4.6....^  .2 

fär  jedeiB  :r»  dessen  absoluter  Werth  kleiner  als  die  Einheit  ist 
Hier  ist  jetzt  ar=l  zu  setzen;  allein  es  muss  zuvor  untersilcbt 
werden,  ob  die  Summe  auf  der  Linken  noch  fBr  diesen  Wetih 
convergirt  Dass  dies  «wirklich  statt  finde .  erhellet  aus  einem  Theo* 
rem  von  Raabe*),  welches  uns  auf  die  Grenze  des  absoluten 

Werths  von  (-—^ 1)  fi  hinweist^  wo  Un  das  alleemeifie  Glied 

ist  Ist  diese  Grenze  grösser  als  die  Einheit «  so  findet  Convergenz 
statt   Unsere  Reibe  entspricht  nun  in  der  That  dieser  Bedingung« 

3+2 
da  man  leicht  findet  (— ^S l)n.= !Lwelches|  zur  Grenze  bat 

Setzen  wir  also  in  7)  w^=^l,  so  wird 
Deshalb  ist  nach  5)  und  6) 
9)  fl  *"""  ^  9logsin9d9^Hi*'log2(4m~l)+?y:^«»V^^  .(4«-.l) 


Setzt  man  in  der  ersten   dieser  Relationen  tu  — 1  if^r  m«  und 
addirt  dann  8)  und  9),  so  entsteht 


M 


9  log  sin  (pcbp 


=i=-^«Mog2(2m)«  +  *«»i^:=i.(4m-^)+?^Jl^^^ 

Nimmt  man  nun  für  m  nach  und  nach  die  Zahlen  1^  %  3,,..m 
und  addirt  alle  dadurch  entstandenen  Integrale ,  so  wird 


/. 


cp  log  sin  9^9 
0 


^--4KMog2Cim)H*w*^- 1 . (2wi- l)ni+?y:?««4^--l . (2tii+l)m, 


oder 


- 1 1  n  j  ■     11  ■ 


*)    Zeiteobrift  f&e  Fbyaik  und  Matbematik  von  BaumgartMi'  i|im| 
t.  £uing«batt«en<    Wien  1881. 
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10)    /  *"*<p'<'g»'*9*P 

•  *  *  •  * 

Addirt  man  hiextt  das  Integnü  S),  so  ergiebt  sich'  naoh  .lachten 
RcdoctioBeD: 


">X' 


Dah.er  ist  jetzt 


VI)   I       9 log siiv qicifcp 
t/  o        • 


t  1 


wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  ixL  nehmen^  und  a=0  oder  =  l 
zu  setzen  ist^  jenachd^m  n  gerade  oder  ungerade  ist. 

Ist  n  ==  1  ^  so  wird unendlich ,  allein  die  ganze  Betrach- 

tung  lehrt,  dass  dann  ^^^^^rV-^-Cl-h- — )  ganz  zu  vernaqiläs- 

sigen   ist,   indem  der  Logarithmus    für  diese  Inte^ationsgrei^zen 
nicht  tmaginär  wird.  .  Daher  4st  ffir  »=:1  •' 


Iß)    /*'^9logsinq>dcp.==~i7r»[log2-Sjkl^-l] 


?  ■ . 


welche  Formel  als  Ausnahmefall  von  12)  zu  betrachten  ist. 

Versteht   man    in    dieser    Gleichung    Unter  log  sin  9  nur  die 
reellen  Werthe,  welche  es  zwischen  9^0    VinA   9=jr   jedesmal 

erlangt,    so    verschwindet  k    und    es   wird   /     tp  log  sin  cpdip  =^ 
'  t/  ö 

—  i TT* log 2.    Dann  ist  der   von  Hill  angegebene  Werth  richtig,  in 

allen  andern  Fällen  ist  er  falsch. 


IL     Das  bestimmte  Integral    /  "^  log  sin  9119 ,    in  welchem 

n  eine  positive  ganze  Zahl  anzeigt. 

■       » 

Der  Werth  dieses  Integrals  zwischen  den  Grenzen  0  und  in 

tvird  am  Mchtcsten  durch  das  Integral  /  ^9logsiD9'df9  bestimmt 

J  o 
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Denn  zulegt. iqaa  dka  letateve  von  9=0  bis  Q)=:^i«,  und  vop  c^=: 
i«  bi8  9^:=:(»  und  transformirt  den  zweiten  TheU  durch  die  Sub- 

stitadoD    9=ir~(p',    so  findet   man  sogleich   /       log  sin  9129  = 

-.  /.  ^fpiqgsii».9d^«  Also  ist  nach  13) 
««/  0 

14)     r^"  log  sin  9^9  =  -  ,  «  ( log  2  -  2ife«  f^^l). 

Da  nun  nach  dem  Begriffe  eines  bestimmten  Integrals  als  der 
Grense  finer    Summe   v^n*  unendlich   vielen  Elementen   offenbar 

y     log  sin  9129=/      log6is9<i9  ist,  so  ist  ferner 

15)     /*'*logsin9d9:=-«(log2-2;b:1^=i). 

t/  0 

Ganz  nach  derselben  Ansicht  ist  /      log— sin9c^9=/     log  sin  9^^.   . 
Da  nun  log^sin9c=logsin.q»»f(2^4-l)xirrf,  so  Ist  /  ^  IßfgAwpdfp 
=  /     '^logsin9rf9  +  (aX+l)  Äi^Ziy  ^rf9,  folglich 

/**"' log  «in  <pdv  =  A  log  sio  9^9 -<  2A, + 1 )«« V^II, 

also 

r^\og  sin  9cZ9  =  -2  ^  flog  2  ~  2Ar1^;-i  -^«i^Zi], 

l5ieselben  Wertfae  haben  die  Integrale  von  2n  .bis  4n:',  von  4n:  bis 
6;r  u.  s.  f.;  demnach  hat  man  allgemein 

■U)    r  *"^log  sin  9C?9  =  -  2»i7r  [  log2  -  2Art^~l  -  ^^1*  n  i^=l]. 

Nun  zerfäflie  man  /  ^*™"**^'''^log  sin  9*p  von  9=0  bis  9=2iiijr, 

und von9=2m7rbi€9=(2m+l)7r,so erhält man^da/  ^ ^"'~*" * ^''^log«in9d9 

=  /  ^logsin9rf9  istytnach  I6)  und  16) 
J  0 

17)  I  \      ..     lepsin  <j)C?9 
=  -(2m+;l)ir[log2-~2Ä:c1^~l-(2A  +  l)^^^4^I7].    ; 

Folglidi  ist  ailgeni^in 

V  »18)   /  "   logi^in9d9 

/  u       '  „  . 

=  -«7r[log2~2)t^^:n"-?^  '!Lzf;,4^ZT], 
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indem   man  a=ff  otler  :=1    zu  setzen  hat,  jenachdem  n  gerade 
oder  ungerade  ist.  ,  ^ 


.  IIL    Summtrung  einefr  Reihe  mittekf  TransformatioD  des 

Integrals  14). 

Macht  man  in  denf  Integral  i=/      log  sie  9^9  die  Substitut 

tion  sin  9  =  a: ,  so  geht  es  üher  id  /      ^^^  .    .  Da  nun  nach  dem 

i/o  t^I- a;« 


binomischen  Lehrsatze (1  - ^a)-l -  1  =^1  *  l'l't''%J^ f ^i» , 

Es  ist  Khei  lx2v\ogxdx= — WXT (ip  + 1)^'  '^'8'*^°'  ^*  °^^° 

sich  teiefct  versichert^  dass  <t^v-^\  logj;  tür  :i;=:0  Terschmadet» 
f^  x2Tlogxdx==    (2p  j.  1)2'  ^*^*'  wirdy  ^logardarCOL-ar*)-*-!] 

--  '^''  — ^  'fef'  ^^C' -  Weil  e^dlich--/''iog:rrfa:=I, 
pdi(2p  +  l)^    2.4.6....  2p  ^  t/o 

so  hat  many^  ^^==-^-1-^^^  ^__.^_-^_, 
oder  nach  14) 

2.4.6....  5te i«'««'«-')-        > 


19)    IH-*^* 

,K=1 


(2p+l)a 


IV.    Bekanntlich  ist  Are  sinx=*  +  ?'=J*H4^^^.^?^. 

],=  i  2.4.6....  %»     ^+1  ' 

folglieh 


20)    /'l  Aresin  x^^^_/*l  logxdx 
J  0        ^  Ja 


vt^=:p' 


oder 


oi\     /*lArcsin^c^     ,    *  _„ 
21)  y^ ^ /=i^Iog2. 


dx 


Bttjr  Qntcfr 


f'llogxdi 
*)  Der  Factor  2^V"HYmn8fl  hier  Terschwinden,  da  f     ^m.   ; 

der  YorauiietEQng  den  WerCh  •**  T^Tti  t  \g  hat,  dat^  anter  logx  der  re- 
elle Werth  Terstandea  wird. 


XXX. 
Heber  eine  geometrische  Aufgrabe. 

Von 
dem  Herausgeber. 


In  der  von  Herrn  Director  K flinker  zu  Hamborg  henuHfce- 
eebeoen  trefflichen  vierten  Auflage  des  Handbuchs  der  Schiff- 
fahrts-Kunde.  Hamburg.  I84i.,  welche  so  eben  erachienen  Ist, 
hat  Herr  fiofralb  Gauss  S.  81.  -  S.  84.  eine  schöne  Auflösung  der 
folfcendeo,  auch  roa  Herrn  Director  Rümker  S.  72.  au^elüsten 
Anfgabe  geeeben: 

Aus  drei  in  einer  und  derselben  geraden  Linie 
liegenden  Punkten  M,  M„  JV.,  deren  Entfernungen  von 
einander  bekannt  sind,  werden  zwei  anderemit  jenen 
drei  Punliten  in  einer  Ebene  liegende  Punkte^  und 
S,,  deren  Entfernung  von  einander  gleichfalls  bekannt 
ist.  gesehen,  und  in  den  Punkten  M,  M,  ,  M,  die  180* 
nicht  übertseigenden  Winkel  SMS,,  SM,S^,  SM^S,, 
welche  die  von  einem  jeden  der  Punkte  SI,  Mi,M,  nach  , 
S  und  .S,  gezogenen  Gesichtslinien  mit  einander  ein- 
scblieSHen,  gemessen.  Man  soll  die  geeens^itiee  Lag« 
der  fünf  PunliteJtf,  M, ,  M,    und  £,  S,  bestimmen. 

ich  hoffe  die  von  Herrn  HalrathGause  gegebene  Aufliisungdeg 
Lesern  des  Archivs,  denen  wohl  nicht  allen  das  Handbuch  derSchiff- 
fahrts-Kuade  tuGesichf  kommen  ddrfte,  in  einem  späteren  Hefte  mit- 
theilen  zu  können,  und  will  hier  nur  in  der  Kürze  zeigen ,  wie  sich 
vier  verschiedene  Auflüsungen  des  vorliegenden  Problems  aus  'deri 
bei  GeleMoheit  einer  anderb  Aufgabe  in  der  Abbandlung  Archiv. 
Thl.IV.Nr.  XL1I.  von  mir  entwickelten  Gleichungen  ableiten  lassen. 

Ich  nehme  wie  a.  a.'  O.  die  gerade  Linie,  in  welcher  die  drei 
Pmikte  M,  Jf,,  M^  liegen,  als  die  Abscissenaxe  eines  rechtwink- 
ligen Coordinaten Systems  an ,  und  bezeichne  die  bekannten  Coordi- 
naten  der  Punkte  Ttf,  Mi ,  M,  respective  durch 

a,  0;  a,,  0,  «,,  0;, 
die  unbekannten  Coordinaten  der  Punkte  5  und  S,  durch  ;x,  «  und 
x, ,  y,.  Ferner  bezeichne  ich  die  180°  nicht  übersteigenden  Winkel 

SMSi,  SM,S,,  SJtf,S, 
selbst  oder  deren  Ergänzungen  zu  180",  jenachdem  man  sich,  um 
respective  von  dem  Punkte 

]»,  JH,,  M,  ■' 
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durch  den  Punkt  S  su  dem  Punkte  iS^  zu  gelangen ,  nach  derselben 
Richtung  9    nach  weicher  man  sich  bewegen  muss^  um  von  dem 

G'sitiven  T heile  der  Axe   der  x  durch  den  rechten  Winkel   (xy) 
ndurch  zu  dem  positiven  T heile  tler  Axe  der  y  zu  gelangen,  ofier 
nach  der  entgegengesetzten  Richtung  hin  bewegen  muss,  durch 

die  bekannte  Entfernung  SSi  durch  2e,  und  setze  wie  a.  a.  O. 

I)    x+x^=2u,  y+yi=2f?;    X'-x^=2ui,  y— yi=2t?i; 
also 

2)    x=zu+u^^,  y=»  +  »i;    x^^  =  u—Ui,  yi  =  »— ©|. 

Dann  habe  ich  wie  a.  a.  O.  S.  393.  Nr.  35)  zwischen  den  Grossen 
Ug  v,  Ulf  Vi  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

|i^«^tj«_iij»-.i,^«  _j.  2cotce .  (  «©1 — vui .)  -TNjaw  -t  2(icot  a  *  t^i  ==;  —  «*, 
tt'+t*— «i*— r|*+2potai .  («»1— tili)  «^  2ä^^e—2a^cota^ .  tjj —  —  a^^, 
t«*+!J* — Ml'— «?i*+ 2cotorj .  (uVi—nuJ—'2a^U7-'2%c(Afic^ .  t?|:;=— ^J; 

zu  denen  nun  wegen  der  bekannten  iBntfernung  2e  der  Punkte  S 
und  iSi  von  einander  die  vierte  Gleichung  .  -  «, 

kommt 

Mittelst  der  drei  ersten  Gleichni^gen ,  wJeKhe  inBezilefhungauf 
die  unbekannten  Grüssen  '    * 

ü^'{■v^  —  u^^  —  v^*;  ttt>i— ©ttj,  u,  f>i 

'■    • 

vom  ersten  Grade  sind,  kann  man  auf  dem  W^e  gewohididier 
algebraischer  Elimination  jede  drei  dieser  vi^r  GrCssen  durch  die 
vierte  in  linearer  Form  darstellen ,  bo  dass  man  entweder 

■ 

pder 

odet,  wenn  der  Kürze  wegen 

7)    »*+»»  —  «,»•-»,» =t 
gesetzt  wird, 

t   .  '  .  •  /  •  ,• 

Vidier  endlich,  wenn  der  Kürze  wegen 

9)      1«!?^  — tJMi=t<J 

gesetzt  wird,  .   i   .      , 


eiUh^  wo  die  tiaiiMitUfibefi  duitih  tdie  SyQiMe  4  mi  B  bea^lcb^ 
oeteD  Coefftcienten  als  bekamt  zu  betrachten  sind«. 

Wa«  DUD  zuvörderst  die  erste  dieser  vier  Auflösungen  betrifft, 
so  erhält  91911  aus  den  dr^l  Oipicliu^geii  S)  mit  Hülfe  der  Glei- 
ctaing  4)  IrfeKt  die  Gleichung.  :       .    *  I  .  ^      ^    • 


also     '  ■''••' 

und  folglich  vermöge,  der  Gleichung  4):  ^ 

11 )    U(^»  +  g««)-(^.-l-.gi")]''  +  / ^.  +  ^,„ ).  =  e». 

^  Wie  man ,  wenn  man  mittelst  dieser  pleichung ,  welche ,  ge* 
hörig  entwickelt,  vom  dritten  Grade  ist,  u  bestimmt  hat,  mit  Huffe 
der  Gleichungen  4)  und  5)  aucb  t),  »,,  v^r  und  dami  mittest  flef 
Gleichungen  2)  auch  Xy  y',  •2^1/^1  bestimmen  kann,  unterliegt 
krfneitt  »wteifeL  '  /  ,  ^ 

Ferner  ergiebt  sich  aus  den  Gleichungen  6)   mit  Hülfe   der 
Cfletehuflg  4)  die  Gleiobmig 

■ 

also 

■     •  « 

und  folglich  wegen  der  Gleichung  4): 

« 

*  .  »  * 

woraus  sich  nach  gehöriger  Entwickelung  zur  Bestimmung  von  v^ 
wieder  eine  Gleichung  des  dritten  Grads  ergiebt  Hat  man  t^^  mit- 
telst dieser  Gleichung  gefunden ,  so  lassen  sich  '  dann  mittelst  der 
Gleichungen  4),  6)  und  2)  auch  leicht  die  Grössen  ti,  v,  tf|  und 
Xy  yi  ^L 9  y L  bestimmen. 

Aus  den  Gleichungen  8)  und  4}  ergiebt  sich  . 


also  - 

i  ^^     '         ^iS^'-{A"^]ff'^ty\    ■ 

Führt  man  nun  diesen  WMh  von.f>  irod  ddn'W«rth. 
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in  die  Gleichung  7)  ein,  so  erhÜt  ibao  mit  Hfilf«  der  CUeiehHUs 
4)  die  Gleichung 

13)  iA\+B\t)^+^(^''^  +  ^''i^(^^^^^^ 

welche ,  geh5rit  entwickelt,  wieder  zu  einer  Gleichling  de«  dritten 
Grades  fuhrt.  Hat  man  aber  mittelst  dieser  Gleichung  t  gefunden« 
80  können  mittelst  der  aus  dem  Obigen  bekannten  Formeln  auch 
die  übrigen  unbekannten  Giussen  ohne  Schwierigkeit  bestimmt 
werden. 

Endlich  erhält  man  aus  den  Gleichungen  9)>  10)  und  4)  die 
Gleichung 

oder 

14)  ^w-(il*',+«V)(^*a+^B^a«')|* 

welche,  gehurig  entwickelt,  wieder  zu  einer  Gleichung  des.ddtteQ 
Grades  führt. 

Von  diesen  vier  Auflösungen  woHpn  wir  nun  blos^,  die  erste 
etwas  weiter  entwickeln.  Wenn  man  mittelst  der  Gleichungen  3) 
die  Grossen 

sämmtlich  durch  die  Grösse  u  ausdrückt^  und  der  Kürze. wegen 

15)  N=  2(a— a,) cot«cota| + 2(01—02)  cotaicota^  +  2(0^ -^ö)  cot«^  cot«, 

Z=— 2a!(a— fl,  )cotfl^cot«i 

— 2a^  (  a^  —  Ca )  cota^  cota,  —  2a?  (  a»  —  a  )  cotaacota , 

3=:4a2(a— Oi)cotacotffi'  ^ 

+4a(a^—  «^  )  cotc^^cot  «2  +4ai  (qa.—  ß)  cota^  cot«, 

Zi=-«(ai-aa)(ai+«ft)«-'ot«  .^ 

—  ai(fl2  — o).(«2+ö)cot«^  — q2(a->qi)(a-^ai^cot«2, 
3j=2a(ai— a,)cota+2toi(a»-«)cot«i+2«2(a-a.)cot»2, 

—  («»  — a)(a2+<»)cota|  — (a  — a,)(a+ai)cot«a, 
32  =  2(a,'-a2)cotit4-2(a2t*-0).eot«|-h2(a— a|)cot«a 
setzt,' so  ist 
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im  Obigen  also 

16)  ^=|,  2i=-3;  A,-^,  irt=f ;  ^.=^.  -B.=^ 

Entwickelt  man  aber  die  Gleichung  11)  gehörig,  so  erhält  man: 
17)    0=    Jia-(e*+J)(c«-^J) 

+  ^ea  +  Ä,2+<«3  + J)Ä«-2(^,B,+^,Ä,)+2^,BÄ,  ^«« 
+(ÄÄ,-2Ä,)Ä,«». 

Die  weitere  Entwickelung  des  Vorhergehenden,  insbesondere 
auch  der  drei  übrigen  obigen  Auflösungen,  überlasse  ich  den 
Lesern,  und  bemerke  nur  noch,  dass,  wenn  auch  allerdings  ira 
Vorhersehenden,  da  die  gerade  Linie,  in  welcher  die  Punkte  M, 
M^i  M^  liegen,  als  Abscissenaxe  angenommen  worden  ist,  die 
Lage  der  Punkte  S.  und  St  geffen  diease  Linie  und  die  Punkte 
Jlf,  Jf^,  Mh  l^estimmt  worden  i8t>  daraus  natüriich  immer  auc^ 
leicht  eine  Bestimmung  der  Laee  der  Punkte  M,  M^y  M^  und 
der  geraden  Lijfiie,  in  welcher  aieselben  liegen,  gegen  die  Linie 
SSt  und  die  Punkte  S  und  Sy  abgeleitet  werden  Kann,  was  hier 
nicht  weiter  erläutert  zu  werden  braucht. 

Zum  Schlns^  erlaube  ich  mir  endlich  noch  an  diejenigen  Leser, 
welche  in  der  SchiffTahrts  -  Kunde  erfahrener  und  bewanderter  als 
ich  sind,  die  Frage  zu  richten,  ob  nicht  ebenso  wie  die  vorher- 
gehende Aufgabe  auch  das  in  der  Abhandlung  Tbl.  IV.  Nr.  XLII. 
Yon  mir  aufgelöste  Problem  bei  der  Schifffahrt  nützliche  Anwen- 
dung finden  kann.  Wenigstens  scheint  mir  diese  letztere  Aufgabe 
den  besonderen  Vortheil  darzubieten ,  dass  man  bei  derselben  die 
Entfernung  der  Punkte  «S^  und  St  von  einander,  überhaupt  deren 
Lage,  gar  nicht  zu  kennen  braucnt.  Wenn  also  ein  Schiff  bei  un- 
verändertem Curs  in  vier  Punkten,  deren  Entfernungen  von  ein- 
ander durch  die  bekannten ,  auf  der  See  gebräuchlichen  Mittel  be- 
stimmt worden  sind,  die  Gesichtswinkel  zwischen  zwei  ihrer  Lage 
nach  ganz  unbekannten  Landmarken  gemessen  hat,  so  lässt  sich 
aus  diesen  Datis  mit  Hülfe  der  in  Rede  stehenden  Aufgabe  immer 
die  gegenseitige  Lage  dieser  beiden  Landmarken  und  der  vier 
Oerter  des  Schiffs  bestimmen. 
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Velber  elnigre  Integrale,  welcbe  gro^io« 
metrische  Fancttonen  inTolTlren. 

.'■   •  • 

Vtin  dem 

«         '  >       t  .  . 

Herrn  Dbctor  O.  Schlomilch,    -' 

PriratdQccnten  an  der  UniTersität  zo  Jena. 


/; 


!;—<»*  cos  bxdx  = 


Uioii.  4er  bekajinteii  €((i 

cos  (Arctan  -) 


«. 


V»«  b  «in  (Arctan-) 

/     e~"am  bx  dxt=  •  ;.  ...^    =— 
i/  0 


I  ■•    ' » I 


nach  a  als  unaihhänglger.  VeräDderiieheD  hat  naaii  folgende  beiden 
Integrale  gefunden  ^): . 


t/  0' 


^n— 1  g— cw  C08  hx  dx 


!'  -< 


l.?.3....(«  — l)cois  (nArctan-\ 


0^" 


^»-1  ß— «r  sin  4^  ^^^p  ^r: 


1.2^3....  (n~l)fitin  (nAfctan   ) 
_^ g^ 


welche  auch  allgemeiner  ffir  jedes  gebrochene  n  gelten,  iveno  man 
statt  1.2.3....(w--l)  die  ixämni^uaction  r{n)  setzt. 
Es  ist  dann  für  jedes  beliebige  p  i 


*)  M.  8.  hierüber  einen  Aufsalz  des  Herrn  Herausgclier«  iq  Crelle^s 
Jonrnal.    TiiL  Vlll.    S.  146. 
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b 

y^"      ^35                                    '  /t/>)8iD  (pArctan-) 
aüP-le-^sXnbxdx^ '^ ^.--.(S). 
«             *                                     (a«+i*)iP 

Von  diesen  Gleichungen  lassen  sich  einige  sehr  wichtige  Anwen- 
dungen zur  Entdectuiig  änderweiter  Integrale  machen ,  von  denen 
nur  einige  specielle  Fälle  bekannt  sind. 

4 

§.1. 

\  .  ■ 

^  f 

Wir  erinnern  sEuvurderst  an  die    folgenden  Beiden  bekannten 
Integrale:  ,  - 

f^^^dx^-r-^  ^  l>iit>0....(3) 

J  0      Xf*  ^2r(jiA)  cos  iM«        ---r  ^  \    / 

i 

f^^^dx^^.     *,  ,  i>^t>0-...(4) 

welche  man  leicht  aus  den  ersten  Eigenschaften  der  Gammafunctio- 
nen ableitipt*).  Setzt  man  ar=^^,  wo  t  die  neue  VerSnderlicke, 
k  eine  wiRkuhrüche  Constante  bedeutet,  so  ergiebt  sich  leicht: 

//*«  cos  kt  ,.  %kf^l  ,  -      .   ^        .  ^  ^ 

^0      *^  2r(^i)  sm  JiLi« 

von  welchen  Formeln  wir  sogteich  Gebrauch  machen  werden. 

Wird  in  der  Gleichung  (1)  ^  für  6  gesetzt,   beiderseits  mit 

—  multiplicirt  und  darauf  nach  t  zwischen  den  Gränzen  f=0,  fcrrx 
integrirt,  s(r  wird  v 

Man  hat  hier  aul  der  linken  Seite  einen  von  den  glücklichen  Fäl- 
len, in  welchen  man  beide  Integrationen  ausführen  kann,  weim 
man  die  Ordnung  derselben  umkehrt  Integrirt  man  nämlich,  zuerst 
nach  t,  so  ist  das  Doppeiintegral  links  gleich  dem  folgenden: 


*)  M.  8.  den  dritUn  Abichnitt •  meiner  ,,B€iträ^.zur  Theorie  beitimm- 
ter  Integral^/' 
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y: 


xP"!  er^^dx 


iu  Welchem  sieh  die  lategratioD  nach  t  mit  Hülfe  der  Gleichunff 
(5)  für  k=x  und  f^i^^q  bewerkstelligen  iässt.  Es  ergiebt  sich 
nämlich 

— *— /     xV-ler^dx.x^-y^,  1>ö>0....(8) 


^liq)  cos 

Hier  kann  wiedet  nach  x  integrlrt  werden,  wenn  man  sich  an  di« 
Formel 


1  er'^dx^ 


IM 


erinnert  und  ^=p  +  jr  — 1  setzt 

Das  Inte^al  (8),  d.  b.  die  linke  Seite  der  Gleichung  (7) ,  geht 
jetzt  in  das  folgende  über: 


2r(q)  cos 

und  es  ist  folglich  mit  Hülfe  der  Gleichung  (7)  nach  beiderseitiger 
Division  mit  r^) : 

A^j,   GOs(pArctap-)      „,     ,         y\ 
t/  0  ^  '    (a*  +  t^)\V      "~    r{p)r{q)     '  2aP-«-ff-l  cosi^^   }....( 9). 

Hier  ISsst  sich  nun  das  Integral  links  iu  eine  andere >. viel  beque- 
mere Form  bringen^  wenn  man  nämlich 

t 


Arctan-  =  ar 
a 


setzt.    Es  folgt  hieraus 


f=:ataflar,  dt'=^ 


adx 

cos*  X 


Man  hat  aber  auch  unmittelbar 


<f  (Arctan  -) 


af      o'*+ 1' 


dX  y 


mithiir 


dx 


a*  +  t*      adV 
oder  wenn  man  für  di  den  oben  gefundenen  Werth  setzt  :^ 
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1  cofi^o; 


\  ' 


Ferner  wird  für  <=oo,  o:  =  Arctan  oo=  ^    und  fflt  1^  =  0,    a?= 

ArctanO=0.   Durch  Substitution  aller  dieser  Werthe  verschwindet 
die  Constante  a  von  selbst  und  man  findet: 

J  0  tan  **  ^)^9)       2co8jyr    f        ^jq^ 

ein  sehr  bemerkenswerthes  Resultat^  dessen  Allgemeinheit  man- 
cherlei Folgerungen  zuUsst 


N 


Diirch  ein  ganz  gleiches  Verfahren  kann  man  aus  der  Glei- 
ehuDg  (2)  ein  awooes  Resultat  ziehen.  Setzt  man  auch  hier  t  für 

6«  mylttplicirt  mit —-  und  integrirt  ffir  das  Intervall  if  =  0  bis 
t=rQo,  SO  wird:   - 

«/o«Vo  i/o»        (a»  +  «»)tP 

DtOteh  Umkebrang  der  IntegratioDsordDoog  wird  die  linkte  Seite 

2>y>0, 

t 
f 

wobei  die  Formel  (6)  für  k=x,  iLi=q  in  Anwendung^  gebracht 
worden  ist  Die  noch  übrige  Integration  lälist  sich  wieder  wie 
vorhin  ausführen,  und  man  erhält  ffir  die  linke  Seite  der  Gleichung 
(11)  den  Ausdruck 


n 


^^^2>,>0. 


2lXq}siniqn    ,    aP+5^1 
mitbin  nach  beiderseitiger  Division  mit  r(p)  die  Gleichung     , 

6in(pArctan-)       .     ,         _. 


0  ^  '    (a* 


(a«  ^  e«)f  P  ^(P)  %)      2af +5-lsin  iqif 

2>q>0. 

0 

»Setzt  man  hier  wieder 

13«  • 


ArclaD-=^^j 
•  a 

60  erhält  man  durch  ganz  die  nämlichen  Reductionen  ivie  in  §.  L, 
das  Resultat 


/. 


« 

welche»  dem  in  (10)  gefundenen  ^analog  Ist.  Bemericenswerthe  spe- 
cielle  Fälle  der  beiden  Gleichungen  (10)  und  12)  sind  folgende. 

1)  Für  p=2    steht  rechts    der  Quotient  ^^%^}\  welcher 

durch  die  Bemerkung,  dass  rCjr-f  l)  =  jr(y)  und  r(2)=:l  ist«  sich 
auf  q  reducirt.    Man  hat  also : 

y?cot«a:cos2a:«fcr=-^^— S_! —    1  >or>0....(13) 
0  2cos4g'^'        ^       . 

Aco*«ar8ui2drrf«=Tr-^ — ,  2>»>0....(14) 

t/ 0  2sin4^7r 

2)  Nimmt  man  in  (10)  und  (12)  p  =  l,  uhd  bemerkt^  das» 
Jr(l)  =  l  ist,  so  reduciren  sich  beide  Formeln  auf  ein  gemeinschaft- 
liches Resultat»  nämlich: 


n 


0 


2cot?.rc£r=2^— ^!- — ,  l>o>0....(15) 
0  2cos497r  ' 

woraus  man  dadurch,  dass  man  -^—x  für  o;  substituirt ,  auch  noch 
das  folgende  ableitet: 


J  ^ 


ltan?d;dar=.^— ^^^ — ,  l>o>0....(16) 
>.    .  2cosl^w  ^ 

3).  FuF2^=2— 9  erhäJtt  i|i»B  rechte  den  Qu^tietttea 

AI) 1 


r{^-q)r{q)      (l^q)r{l--g)jXqy      . 

bekanntlich,  ist  aber  TXq)r(l—q)—  -^ — ;  führen  wir  diese  Wecthe 

•^       sm^?r 

ein  und  bemerket,  dass  s^nqnz^^sinlqncoslqn  ist,  so  finden  wir 

Jo      »infj:  1  — ?        ^^^  ^     ^ 

/V8ini2-<jO?,^c«si2^ 
^Q      Sin  «or  1  — fl^        ^^^  "<    ^ 


4)      Setzt  man  in  F^nnel  <}^)  q^l-i  -waK  in  (10)  nicht  ge- 
schehen daif ,  so  ergiebt  sici^  für  jedes  von  Null  verschiedene  p : 


,     A?l£P£co8l-l:rrfa:=|....a9) 


wie  auf  anderem  Wege  auch'  Lionville  in  Creile's  Jsurnal.  Bd..  13: 
S.  202.  gefunden  hat. 


Heber  eine  fOr  den  Elementar -Unter- 
rieht  in  der  Xrf ifonometrie  Torzüg^licla 
flreeitniete  Methode  zur  Erlänteruntr 
der  Berecliniuig';  der  Tafeln  der  Sinns 

und.  Cosinus« 

Nach  einem  Aufsätze  des  Herrn  Lionnet,  Professeur 
au  College  rojrall/ouis-le- Grand,  ih  den  Nouvelles 
Annales  de  Math^matiques.  Journal  des  candidato 
aux  ecoles  pplytechnique  et  normal,  redig^  par  Ter- 
quem  et  Gerono.  T.  H.  Paris.  1843.  p.  216. 

frei   bearbeitet 
.von    , 

dem  Herausgeber., 


Wir  nehmen  im  Folgenden  den  Bogen  x  als  positiv  und  nicht 

S russer  als  die  Einheit  an^  \Ya8  bei^nntlich  für  die  Berechnung 
er  Tafeln  der  Sinus  und  Cosinus  völlig  hinreichend  ist,  da  man 
bei  derselben  bloss  von  0  l^is  45^  oder  vielmehr  von  ar=Ovbis 
a;=0,  78539816  zu  gehen  braucht ,  und  legen  unsern  Betrachtungen 
die  beiden  folgenden  Sätze  zum  Grunde. 

Weil  imter  den  gemachten  Voraussetzungen 


suijr<'a;.<tanga^ 


ist  9  so  ist 
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siD  X  ^  sid:p  ^  0111 X 


sin  X        X       taog  x  * 
also' 

x 

Nähert  nun  x  sich  der  Null,  so  nähert  cos^r  sich  der  Eioheit, 
und  kaoD  derselben  beliebig  nahe  gebracht  werden,  wenn  man  nur 
X  der  Null  nahe  genug  kommen  lässt    Also  nähert  sich  der  zwi- 

sehen  1  und  cos  x  liegende  Bruch um  so  mehr  der  Einheit, 

X 

wenn-  x  sich  der  Null  nähert ,  und  kann  der  Einheit  beliebig  nahe 
gebracht  werden,  wenn  man  nur  x  nahe  genug  bei  NuU  annimmt, 
oder  die  Einheit  ist  die  Gräoze ,  welcher  der  in  Rede  stehende 
Bruch  sich  bis  2U  jedem  beliebigen  Grade  nähert,  wenn  man  x 
sich  der  Null  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  nähern  lässt 
Ferner  ist  bekaontlich  allgemein 

sin  jr  =:  2  sin  ^jr  ees  ^jtf 

und 

cos^JC=l  — 2sin|x',  • 

also  nach  der  vorhergehenden  Gleichung: 

1)  sin  x^==:2sin^jc— 4sin|jcsin^x\ 

Weil  nun 

sto  Jx<ijr,  sinjjf<jx,  sinja;*<^ar* 

ist,  so  jst 

4sin^xsin|^jc*<|jr*, 

und  folglich  nach  1) 

sin  jt  >  2  sin  |jc  —  |x». 
Setzt  man  hierin  ffir  x  nach  und  nach 

Ju         su         su  sc 

» 

so  erhält  man: 

■  > 


ao7 


Miiltipücirt  man  nun  auf  beiden  Seiten  der  Zeichen  nach  der 
Reibe  mit 

1,  2,  2«,  2",  ....2—1 

addirt  und  hebt  auf,  was  sich  aufheben  15sst;  so  eAftlt  man 

also  nach  der  Lehre  von  den  geometrischen  Progressionen : 

1' 


X 


sin'or 


-    |. T-X\ 


X 


1- 


1 

LSsst  man  jetst  fi  ins  Unendliche  wachsen  And  geht  zu  den  Grän« 

zen  ütier»  so  ertelt  man,  weil  ^  sich  der  Null  nähert: 

2« 


sin:r 


>i-i.t*% 


d.^L 


2)    sin»  a:-^ AT». 
Hieraas  ergiebt  sich 

« 

also 

■ 

und  folglich  um  so  mehr 


Also  ist  ferner  nach  dem  Obigen ,  wie  man  durch  Multiplication 
leicht  findet: 


X*      ar*  .  1    X'' 


und  folglich  um  so  mehr 


I  I 


!I08 


;r*      x^ 


aUp  ...■.••• 
und  daher  nfkch  1).    .  ..     . 

Setzt  man  nun  hieriD  für  x  nach  uod  B««h 


■  .  ♦' 


XX 

07        -       X 

/ 

»     2»''"*2»-i^ 

so  erhält  man 

• 

.    X       X^    ^    X* 

sin^'<*2ßid|- 

1 

Min               •^^fiS'rt 

1_              • 

und  folglich ,  ^  wenn  man  auf  beideo  Seiten  der  Zeichen  nach  der 
Reihe  mit  ,  .-^        , 

1,  Ö,  2%  2» 2»-i 

multiplicirt^  dann  addtrt  und  aufhebt,  was  sich  aufheben  lässt: 

a    1  (V.  1.1/1.      .1 


siDjr<2»sin__^jl  +  ^  +  -  +  ^+....+^^^jj-j^Lr 


3 


also  nach  der  Lehre  ron  den  geometrischen  Progressionen: 

I  • 

i_J_         i_J_ 

sinar<2»sin  i, ^  ^.  +  ^  .  _jL^  ^,, 


k .  t 


oder 


.    X  V  I 1^  I        1 

sin;r^^*"2^      1  2^«    ,^:i  P^   . 

-^<-5 — 5^'Tri"^+2^  Tri 


LSsst  man  dud  n  iii*s  Uyktndllche  muAaen  ond  ^tkt  a  Am  Gtfkw- 
xen  über,   so  erhält  man 


81D  ^ 


<l-***  +  Tk** 


oder 


3)    «injif<ir-Jx3+^*Ä. 
Hieraus  ergiebt  e^ch 

und  '/olglich 

also,  wen  unter  den  gemacbten  Voraussetzungen 

offenbar  eine  negative  GrGsse  ist,  um  so  mehr 

woraus  ,man  ferner  mittelst  delt  Vorhergehenden  durch  gewöhnliche 
Multiplicat^on  leicht  erhält: 


X*     sc* 


also,  weil 

,  1      •'^   J_    1      T 

offenbar  eine  negaüve  Grosse  ist,  um  so  mehr 

stnijc8inijc«<^-^  +  i.£l 

upd  folglich  '    ^ 

Daher  ist  nach  der  Gleichung  1) 
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also 

duber  tiach  dem  Obigen     '  * 

6)    cosjc<l-ijc2  +  ^x4. 
Auf  ähnliche  Art  ist  nach  dem  Obigen 

« 

also 


*  I     * 

und  folglich  9  weil  unter  den  gemachten  Vorauss^tz^Qgea 


**• 


■<    •  '. 


I  • 


'   >  *  l( 


«  •       '  •  . 

offenbar  eine  negative  Grosse  ist>  um  so  mehr 

also 

Daher  ist  nach  dem  Obigen 

7)    cosj:>1— 4«a+^Af4-yJ^x«. 
Auf  ganz  ähnliche  Weise  findet  man,  weil  nach  dem  Obige« 

ist: 

und  hat  also  für  cos^t:  jetzt  überhaupt  die  folgenden  Grä02W«rthe: 

C08a:<l,    . 

cosa:>l  — ia?*, 

cosa;<l— ^^r'  +  ^'jo:*,  .  •        ? 

cosa:>l-4a:*  +  ^a:*-74^a?% 
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Auch  diese  RechnuDgen  sind  einer  VerallgemeiDening  filhig,  wel- 
che zu  gebeD  verdienstlich  sein  würde ,  wenn  dieselbe  ^uch  für 
den  Elementar -Unterricht  9  den  wir,  wie  schon  mehrmals  erinnert, 
bei  den  obigen  Entwickefaifig^n  voraügltch  im  Auge  .g^Iii^bt.  leiben, 
von  geringerer  Bedeutung  sein  dürfte. 


KIn  Paar   aUsemelne  Klg«nscliaften 
der  Eulersclien  Integrale  zweiter  Art. 


Von  dem 


.1 


Herrn  Dbctor  Q.  Schio milch,   * 

PriTatdocant^nan  der  Univergität  zu  Je|ia. 


»••i 


In  meinen  ,,Beitr&geB  zur  Theorie  bestimmter  Integrale''  habe 
•  ich  einige  neue  allgemeine  Eigenschaften  der  sogenannten  Gamma- 
ftmktionen  mitgetheilt,  welche  für  die  Theorie  dieser  Transcen- 
deuten  ungefähr  das  sind ,  was  das  Binomialtaeorem  für  die  Theorie 
der  Potenz  ist.  Die  fraglichen  Sätze  erscheinen  dort  als  specielle 
Fälle,  weit  umbssenderer  Tfaeorcfme,  die  durch  mehr&cbe  Integra- 
tionen  gewonnen  werden ;  will  man  aber  die  letzteren  umgehen ,  so 
kann  man  jene  auch  aus  den  ersten  Eigenschaften  der  Judensohea 
Integrale«  welche  in  den  Gleichungen 

r(/i)  ^ /^as»-i  C-*  <te . . ,  ( 1 ) 

JX1)=1,    r(«)=l-2.3.-...(n-I)....(2) 

iXi)=Yn,   r(«+4)=LM:i:^122rJ)v-j....(3) 

ausgesprochen  sind,  auf  folgende,  sehr  einfache  Weise  ableiten. 
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I. 

•  * 

Wir  oehfiiM  uiiä«ren  Auslatif  von  d^m  bdtamilen,  für  jede« 
ungerade  /ul  und  beliebige  u  geltendeil  Theoti^ttK^t 

sin  utt  =  V  sin  u  —  ^"T  -^  ^  ^ain  'u + ^^  .,   ^  v  .   «^ — -  sin  •«  —  ... . 
'^  1  1.2.3  1.2.3.4.5 

'     Durch  Differenziation  desselben  nach  u  ergiebt  sich 

coSjtiu:^coste[  1— ■  ,   ^^     sin  *m  +— — To  o^  i ^sin*ic  — ....J 

oder ,  was  da«  Nämlicbe  iart , 


^     f 


Setzen  wir  (A=:^m-\-\j,  wo  nun  m  jede   ganze  positive  Zahl  be- 
deuten darf,  so  wird 

cos(2]ii4-l)^ 
==  cos  «  [  1  -  (g^+l>g(28in«)H  ^"^  +  ^>  ^;^ +^^  ;;';'*'-  ^  )(item»)^-...J 

oder  wenn  der  Kürze  wegen 

M  _i    TU  —(«t  +  l).»»       a»  _(OT+2)(m  +  l)w»(w— 1)^ 
iJf„_l,  ;». j-2— ,     iH« l.i.3.4 «j       . 

g^wnnmen  wird , 

co8(^4-l)n:^costt[Jro^iirj2ain«i)<^iir4(2Mi«>«^..]...(d) 
wobei  man  auch. 


cos(2w  +  l)ti=- 


COSM  = 


6»V"^+e-^V*-i  ' 


2 


2j3in«~-^ — 


»  *  .  « « » 


Setzen  könnte.    Für  te=:Att4r:::::r  erhäk  man  hieraus 


cos(2m+l)tt=l  (a:«»»+l  + 


jfÄm^i/' 
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x^  y_2^         x' 

Führen  wif  diese  Wertbe  In  die  <iHf  ichung  (6)  unter  der  Bemer 
kuDg  ein,  das8  (yzj)«  ==  - 1 ,  (v^-0^==  +  l,  {^zr^y^^l,  u.».f. 
ist,   so  ergiebt  sich  folgendes  rein  algebraische  Theorem: 

I 

oder  nach  fcetderseitiger  Division  mit  xi 

-1       +;r*'-=.  (1+  \  )[ilf,+ilf,  (ar  -  i)«  +  Jlf ,(*  -1)*  + . . . .  J. 
Diese  Gleichung  vi'ollen  wir  beiderseits  mit  dem  Ausdrucke 

in  weloheni  /t  eine  gaoi  b^*ieliiee  Gr<isse  bezeichoft,  rnttlfipliciren 
and  zwischien  den  GräDsea  x:zx\  «ml  a;r=30oiategfiffen.  Es  wini  so 


X*  '  X' 


lx/»+4 


(*•'  +:. ) 


1  1 

(^ )*dx  ^^        -     (a:—— )örfa: 


X*'  ""^     'x«^ 


u,  s.  f.  .•.. (7) 


Abgesehen   von  den  •  Goeffizienten  sind  a^le  Integraie  rechts  VOQ 
einer  allgemeinen  Form ,   nämlich 

1 


(^+i) T \' 


und  gehen  aus  derselben  hervor,  wenn  man  darin  ?i=0, 1,  2,  3,  etc. 
setzt.  Das  vof liegende  Integral  lässt  sich  auch  in  folgender  Ge- 
stalt darstellen: 


21« 

welche  zu  einer  eleganten  Transformation  Veranlassung  giebt.  Sei 
p&miich  jr  — — =^ ,  so  wird  (1  +  — :r)  Ac=rfz,  und  wenn  a?  dieliVerthe 

'  X  und  1  angenommen  hat,  ist  z=qo  und  z^=l  geworden. 

Diese  Substitutionen  verwandels  unser  lot^igral  ia  da«:  folgeod^ 
viel  ein&ch^re: 


. ' 


welches  für  z=i(2je)\  m  das  folgende  übergeht: 

2»      /*«  x^-'\dx 


Jo  (1  + 


dessen  Werth  nach  Fonnel  (4)  ermittelt  werden  kann  ,  wenn*  man 
a— l  =  »r— i  und  a+p=/u4-i  setzt,  woraus  a=n+l>  pssju.— « 
folgt.    Hiernach  ist  nun 

2»     /*«    x^-ldof  ._     2«        r(w-|-i)rOt-ii) 

Setzt  man  hierin  9t=0,  I,  2,  3,...,  so  erhält  man  der  Reihe  nach 
die  Werthe  aller  der  Integrale,  welche  auf  der  rechten  Seite  der 
Gleichung  (7)  stehen. udd  es  ist  nun  nach  (7)  '   .  ,     \    - 

pm      1  dx  p^     x^^dx 

X*'  X" 

Hier  bleibt  noch  der  Werth  der  linken  Seite  zu  bestimmen^  Setzen 

1 

wir  im  ersten  Integrale  -^=x,  im  zweiten  x=z^  so  ändei^  sich 

das  letztere  nicht  wesentlich;  dagegen  wird 'im  ersi^en 

dx       t  dx  1       dx  »    -, 

und  wenn  ^=00,  :r  =  l  geworden  ist,  hat  z  die  Werthe  0  nnd  1 
angenommen.    Das  erste  integral  in  (8)  wird  demnach 

/^O      z^^dz      _  ,   PI       z^^dz  ,. 


^s« 


217 

Die  linke  Seite  der  Gleichung.  (8)  wird  deiBDach 

und  de  bjer  anter  beiden  Integralzeichen  die  nämlicbe  Differen- 
zialformel  steht  ^  so  ziehen  sich  neide  Integrale  nach  dem  Satze 

in  daci  eine  zusammen: 

y*  m      z^*dz      _  /•  *  x2»-i-2/*-i- 1  dz 

dessen  zweite  Form  aus  der  ersten  entsteht  ^  wenn  man  ZShIer 
und  Nenner  desselben  mit  (z^y*:*'^  multiplizirt  Setzt  man  endlich 
noch  z^  =  a:  also  zz=x*,  so  erhält  man  leicht 

wobei  man  rechts  die  Formel  (4)  fÄr  a  — 1  =  —  a"  *  «+ß=/i*+l 
anwenden  kann.    Man  erhält  a?=^  >  ^^    '     ,  ^3=^  T     ,  mithin 

I 

und  dies  ist  der  Werth  der  linken  Seite  in  der  Gleichung  (8). 
Sub&tituirt  man  denselben,  so  bebt  sich  beiderseits  r(iii-\-\)  und 
es  bleibt 

(9).,..jr(t^±|Ül)rr-^ 

Dabei  ist  nun  /tO^t^jT»  ^'^  übrigen  Glieder  rechts  sind  von 
der  Form  ^  ' 

2»Jlf.2«r(n+4)r(^i-«), 

aus  welcher  sie  ffir  91=1 ,  2,  3,....  hervorgehen.  Setzt. man  für 
M^n  und  r(n-M)  ihre  Werthe,  so  ist  dieser  Ausdruck 

Thcil  VI.  •    14« 
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-o,  C»+«)(/«+«-l)--(/*-»-J)l-3-S-'-C2«-l)^-n/..  ^^ 
-  "^ 1.2.3.4.5...r(2;ö -^ V^^/XAt-  «^ 

2.4.6.. ..(2>i)  ^*^   ''^' 

80  ftass  also  yir  als  geDieinschaftUcher  Faktor  alter  Gtteder  auf 
der  rechten  Seite  in  (9)  erscheint.  Mnftiplizirt  man  noch  beider- 
seits mit  -7=1,  «o  wird  fetzt 

^^M-±l)r(fi=l«) 

^  •  i  ao) 

ivorin  sich  eine  merkwfirdiee  Relation  ausspricht  Es  ist  dies 
das  erste  der  von  mir  gelimdetieD  Theoreme. 


II. 

l^etzt  raaii  in  dem  Anfangs  citirten  Theoreme  ^—tc  filr  «,  so 
ethält  man 

(~1)    a   cos /Ute 


1  1.2.0  1.2.O.4.0' 

oder  f&r  /ur±27iE-fl  nach  beiderseitiger  Division  mit  fi: 

^cosCM  +  Du 

==co8«->5+l>^2*  co8»«+Ö!!±^S?^tl)^^?=l)2ico8 •«-.... 
und  wenn  man  t«=tev--i  nimmt: 

-^"^^x'         2.3     ^'"+F  ^^  2.3.4.5  <*^>      ••• 

4 

wobei  wir  zur  Abküzanng 

,    ^'-*>^.: O^'     ^» 2.3.4.5  '**•"• 
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«etsto  woU«B,  80  daM  die  oWg*  Glcichnng  die  elegaatwe  Foi 

annimmt 

Miiltiplizireo  wir  jetzt  beiderseits  mit 

1  Ar 


(ar  +  — ) 

worin  /u  eine  bdiebige  6r2i8se  bezeicbnet,  und  integriren  innerhalb 
der  Gränxen  ar=0  und  07  =  1,  so  wii^d 

(~l)»p    P\       x^^dx  /»l  1  <Lr    "1 


JC  X 


X'  '      '  X 

U.  8.  £  ....(11) 

Die  Integrale  recbts  itdieo  anter  der  gemrinschaftlichen  Form 

y*l  1  dx 

aus  der  sie  faervoraeben,  wenn  man  Ar  n  der  Reihe  nach  0/1, 
2,  3,  etc.  setzt    Nehmen  wir  nun  erstlich  a;=iz,  so  ist 

n — » — ^=/*> — 1 — *....(i2) 

nehmen  wir  aber  x=:— ,  so  wird  — = und  »=— -j  bat  nun  x 

2  X  %  X 

die  Wertfae  1  und  0  angenommeii ^  so  ist  j;^l  und\:0=aD    ge- 
worden, fol^ch  hat  man 

Addirt  man  hierzu  die  Gleichung  (12)  und  bemerkt,  dass  rechts 
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das  oSmKche  lotegral  erst  von  z=0  bis  x=l,  dann  iron  2=3!  bis 
3;=:x  gboommen  wird,  so  ergiebt  sich 


folgUch 


y*l        1      dx_ .  /Hb        1  & _  ^  /HD  t»/»--»—  \dx 

Setzt  man  in  dem  Integrale  rechts  z^^=x,  also  z~;r%  so  geht 

über: 


dasselbe  in  das  folgende 


*yr 


dessen  Werth  nach  Formel  (4)  gefunden  werden  kann,  wenn  man 
dort  a=^— w,  a+P=2^— 2n,  also  ß=^  — n  nimmt  Man  er- 
hält dann 


»TT; 


(l+jr)«i^2« 


"*^'      r(?^*-2«)     i   .^>(2/»-2n) 


Führt  man  die  hieraus  für  n=Of  I,  %  3,...  entspringenden  Werthe 
In  die  Gleichung  (11)  ein,  so  ergiebt  sich 


(13).... 


(-!)"• 


2m -f 


X*  ,  x' 


dx 


af*+l    ar2AM-a 


] 


Es  handelt  sich  nun. noch  um  den  Werth   der  Integrale  links. 

Setzt  man  in  dem  ersten  Integrale  0:=;,  so  ändert  sicn  dasiSelbe 

'      *  1 

nicht  wesentlich,  ninmit  man  dagegen  im  zweiten  :v=  — ,  so  wird 

z 


wird  2=1  und  z=x,  mithin  jenes  lotegral 

•^•(1+2)2^/  /l    (l+Z) 


2*'»& 


Die  in  (13)  zwischen  den  Parenthesen  links  stehende  iSumme  wird 
hiemach 
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X  z 

Fflr  >*=ar,-.  ako  z==dr')  geht  dieges  Integral  in  daafoigmdeiber: 

Vo  (!+*)»'•*»* 

dessen  Werth  nach  F\)nnel  (4)  föir  a~.l==:^ft-|.|fi^  a-fß=2u-f  1, 
also  a=/i-f  «*"lrl»  ß^^fk—m  gefunden  wenien.  kano.  Derselbe  ist 

Setct  man  dies  slalt  der  eingeklammerten  Samme  atff  der  linken 
Seke  in  (13)  >  mnttipliBirf  darauf  beiderseits  mit  4  nnd  setzt  fllr 
M^f  M^9  M^,  etc.  ihre  Werthe,  se  wird 


_/V)*     (iii  +  l)in    r(/»~l)^  ;(fif^-2)(im-l)iit(ffl--l)  /tiu-3)* 
""It2JO         2.3      >(^-2)"*  2.3.4.5  *iX^-4)    '• 

worin  sich  das  zweite  der  von  mir  gefundenen  Theoreme  a\isspricht. 
Am  a.  O.  steht  dasselbe  unter  einer'  anderen  Form^  welche  aber 
aus  dieser  leicht  abgeleitet' werden  kann. 

Legendre  hat  nämlich  Über  die  Gammafunktionen  folgendes 
Theorem  gefunden^  welches .  nachher  auf  verschiedene  Weise,  am 
elegantesten  von  JLiejeune'l)mehlet  bewiesen  worden  ist: 

/ta)lX«  + -)  n  « + 1)  • . . . -r  (a +?^) = r  (na)  (2«)=il  «J  -  ~ 
n  n  '  n 

Für  fi=2  ergiebt  sich  darous 
oder 

■  i 

IXa)         V;  1 


r(*io) ""  2««- 1  *  ito-H)' 
uod  fär  a=fi—n 


\..   *•••  •   ■'' 


iX^-2tt)     2«<"-i    r^-n  +  i) 


I 


Moltiplizirt  man  noch  beiderseits  nüt  /X/»— »),  ee  wird 


r(2A»-2n)  ■"  2»f*-i  *  rO»  -  » +4) ' 

I 

Stibstitairt  man  die  ftr  ai=riO«  I.  2,  3....  liieians  resnlfirenden 
Gleichungen  in  Nr.  (14),  so  geht  dieselbe  Aber  in 


2m +  1        r(^+T)  2*i»-i'^r(«-H)      2.3    /X(»4+ 


~/V+*)      2.3    iT(,H^_i)T         2:3.4.6         r(M4-2) 

und  in  dieser  Form  wurde  der  genannte  Satz  zuerst  miigetheilt. 

Zu  beuMrkea  ist  noch,  doss  in  beiden  Theoremen  /ft>m  sein 
BNiss»  wenn  keine  der  Differenzen  tf--l,  /u^2/eAc*  "negatiT,  ak» 
ihre  Gammafunktiop  unendlich  weroen  soll. 


midcellen« 


f 


Lehrsatz. 

Von  Herrn  Professor  Friedrich  Pfoss  zu  Stuttgart. 

Bewegen  sich  (Taf.  II.  Fig.  5.)  zwei  unveränderliche 
Punkte  D  und  E  einer  Geraden  BC  auf  zwei  sieb 
schneidenden  Geraden  XX^  und  YV,  so  beschreibt 
jeder,  Punkt  JU  der  Geraden  ßC  eine  Ellipse. 

Beweis. 

Man  ziehe  3IP  und  Ilfp  parallel  mit  XX'  und  YY' ,  setze 
MD=a  und  ME=^b,  nehme  XX'  zur  Abscissenaxe  und  YY* 
zurOrdinatenaxe  und  bezeichne  den  Axenwinkel  YAXmittp,  so  ist: 


/ 

I 
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'  J3^2 -h  Jlfp« -I- 2/>p  •  Jl^ .  COS 9=  i>iV2  ; 
allein:  Dp: DM^iPMiEM,    oder:    Dpia^f/ib-, 

also:     Dp^^fS" 

Dieses  in  die  obige  Gieickung  snbstittdrt,  giebt: 

^■Ä — ha?«+23td?.cos9=a*, 

oder 

welches  die  aUgemetne  Mitftelpunktsg^eichiiBg  der  EUtp^  ist. 

Zusatz.      Für    ein    rechtwinkliges   CäordienatensysteBi    ist 
cosqp=^0;  also: 

«*y '  +  **^*  =  «*i*- 

Anmerkung.  Auf  diesen  Satz  grdndet  sich  die  belcannte  Verzeich- 
nungsart einer  Ellipse  mittelst  des  Eilipsographen ,  oder 
aucn  vermittelst  eines  Papierstreifens. 


I 
\ 


Herr  Catalan  hat  der  societ«^  philomatiqlie  de  Paris  die  fol- 
genden  Sätze  von  den  periodischen  Kettenbrüchen  ohne  Beweis 
mitgedieilt. 

1)  Si  Ton  repräsente  par  y«  la  valeur  que  Ton  obtient  quand 
on  limite  la  fraction  continue  x  aux  n  premi^res  pModes,  on  a 
gäqi^ndement: 


-^ätant  la  reduite  äquivalente  ä  y^,  et  ^^  lä  räduite   pröcädente.  . 

2)  J^i^iK^i  est  ttnd  fraction  irrdductible^ -jp ,  jf^  ou  p/j>T;v^a/ 

sera  aussi  une  fraction  irräductible. 

3)  Comme  on  peut  supposer  y^  rädoit  k  sa  plus  simple  ex 

pression  -^ ,  yu  est  une  räduite  de  la  O*action  continue. 

4)  Soient  y»-i  ==^»  *•  ='^'*  ®'*  ^^^ 
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RS^-BfS  J.    i" 

9—1-9»- — ^-g, ^WW' 

doDc  la  diff^rence  entre  ^n—i  et  ^n  diminne  indäfioimeiit  lorsqoe 
n  augmente. 

5)  Les  d^^Dominateurs  R' ,'  S'  «sodI  divisibles  par  P';  donc 


yf-i  ->«  =  ±J 


A  r  a  g  o  ,f hetke  der  Aiatdemie  der  WlasetischafteD  ea  Paris 
ans  einem  Briefe  von  Requien  in  Avignon  mit,  dass  in  einem 
ungedracIsteD  Briefe  von  Linn^,  welchen  d'Hombri^-Firmas 
besitzt,  folgende  Stelle  s|ch  findet:  Ego  primasfnt,  qnt  pa- 
rare  constitai  thermometra    nostra  ubi  puiictum  co.n- 

felationis  0  et  gradus  co.quentis  aquae  100^  et  hoc  pro 
ybernaculis  horti;  si  his  adsuetu«  esses,  certus  sam 
auodarrideret.  Mithin  würde  die  Feststellung  der  hundert- 
tneifigen  Scale  von  Celsius  auf  L  i  n  n  ^  iflberzutragen  sein.  ^ 


Berichtigungen. 


Für  den  ffinften  Thell. 

S.    75.  Z.  18.  ist  zwischen  den  Worten  ,,deren  Mittelpunkt^^ 

und,  „ip  der  Verticale^'  die  Parenthese  einzu- 
schalten: (mit  einer  kleinen  Vernachlässi- 
gung von  höchsten s^^. 

—  329.  —    5.  I.  M  statt  w. 

—  381.  —  28.  1.  ^^Resultate  convergenter''  statt  y^unricfa- 

tigen  Werthe  der" 

—  438.  -  17.  V.U.I.  (Jj+^+;^+...  in  in£)V« 

—  430.  -^   '5.  in  der  zweiteu  GWlchnng  atreiehe  map  da«  Minu^^ 

zeichen. 


statt 


Jeder  lüDirebriilselieii   Olel<;|iiins  v^t 

SSiner  ITnbekaiinten  durch  einen  com« 

plexen   INTertii    dieser   irn1)ekannl;eii 

Oentlire  grcleistet  werden  kanii. 

■  ■  Vo»     •       • 
Herrn  Doctor  T*  Wittfitein 

Ell  IfanndTer. 


1. 

\ 

Wie  dorgföltig  mati  auch  darauf  bedacht  sein  inag^  alle  Begriffe 
von  Raum  uod  Ausdehnung,  als  der  Geometrie  angehurie»  aus  der 
abstracten  Arithmetik  fern  zu  halten ,  so  kann  doch  die  eine  That- 
Sache  nicht  hinweg  geläugnet  werden,  dass  man  den  Inbegriff  der 
reellen  Zahlen  sich  stets  unter  dem  Bilde  einer  geraden  nach  bei- 
den Seiten  unbe^enzten  Linie  vorstellt.  Dieses  Bild  ist  das  noth- 
wen^ige  Ergebniss  desjenigen  psychologischen  Vorganges,  welcher 
die  Zanlen  entstehen  lässt,  und  es  bildet,  wenn  aucn  mehr  oder 
weniger  unbewusst,  die  Grundlage  aller  arithmetischen  ßetrachtun- 
gen.  .Zuerst  stellen  sich  die  ganzen  Zahlen  dar  als  eine  Reihe 
äquidlstanter /Punkte;  ein  beliebiger  dieser  Punkte  wird  als  Null- 
punkt angesehen,  und  von  ihm  ausgehend  entwickeln  sich  nach 
der  einen  Seite  die  positiven,  nach  der  anderen  die  negativen 
ganzen  Zahlen,  beide  ins  Unbegrenzte.  Durch  äquFdistante  Inter- 
polfningen  zwischen  je  zwei  benachbarten  Punkten  vermittelst  neuer 
Punkte  gelängt  man  zur  Darstellung  der  Brüche,  sowohl  der 
positiven  als  der  negativen;  und  der  Begriff  der  irrationalen 
/Wahlen  tührt  endlich  dahin,  die  discontinuirlicbe  Punktenreihe  in 
eine  eontinuirliche  Linie*)  übeiigehen  au  macbeni  ' 


*)    Die  ArithTDCtilc  ist.  aUo  nichts  i^bnig et  als  eine  Wissenschaft,    die 
'  '         sich  (tiisschliesslich  mit  dia.creten  Grossen  beschäftigt ^   welche 
sachwidHge  Ansicht  man  noch  immer  ron  Lehrhnch  zu  Lehrbuch 
wandern  sieht. 


Theil  VI. 
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•  -•*«»•.    •,  «.  .vi«^>««1 


Bei  dieser  Ansicht  der  Sache  würde  man  föglich  von  einer 
Arithmetik  von  Einer  ^Dimension  -^  analog  der  Geometrie  Ton  Ei- 
ner Dimension  —  reden  und  darunter  die  Arithmetik  der  reellen 
Zahlen  verstehen  dürfen*);  es  bliebe  nur  noch  übrig  zu  zeigen, 
dass  es  auch  eiiie  Arithmetik  von  mehr  als  Einer  Dimension  gebe. 
Dass  und  wie  dies  aber  geschehen  könne,  davon  soll  hier  zunächst 
in' der  Kürze  gehandelt  werden**). 


I 
I 


Durch  diejenige  gerade  l^io»  w^lie  als  bildliche  Darstellung 
der 'reellen  Zahlen  angesehen  werden  kann  und  desshalb  die  Achse 
J:«rr«^llit|i: Zahlen  htijMea  m^»  iverde  teto%fieqar  iii^i^A 
seUgt,  und  es  werde  die  Aufkabe  gestellt,  Zahleoformen  anzuget« 
nen,  welche  die  Lage  beiielbiger  Punkte  dieser  fibene  in  einer 
solchen'  Weise  sftisdrückea,  dass  darunter  die  Festlegung  von 
Papklin  in  der  genannten  Achse  durcb>fell^  JEfkhlenjai^  fm  bi^ 
sonder»  Fall  begriffen  ist.  ^ 

Es  sei  A  der  Nullpunkt  in  der  Athse  der  reelIeD  Zahlen  und 
B  ein  beliebiger  anderer  Punkt  der  Ebene.^  Die  Lage  des  Punkts 
B  gegen  A  allein  wird  bestinunt  -Isein  durch  Angabe  der  geradli- 
nigen "Entfernung  AB  y  und  diese  ist  st^ts,  unter  Voraussetzung 
einer  gegebenen  Längeneinheit^  einer  pos^^iVen  2ahl  =(»  gleich, 
oder  vielmehr  einer  Zahl,  der  kein  Vorzeichen  segeben  werden 
darf.  Die  Lage  der  geraden  Linie  AB  aber  wird  in  der  Ebene 
bestimmt  durcn  Angabe  desjenigen  positiven  oder  negativen  Win- 
kels, welcher  durch  eine  Drehung,  die  aus  der  positiven  Richtung 
der  Achse  der  reellen  Zahlen  in  die  Richtung  AB  überführt,  be- 
schrieben wird;  und  dieser  Winkel  kann  immer  durch  einen  posi- 
tiven oder  negativen  Kreisbogen  =9  .zur  Darstellung  eehracht 
werden,  wielcher  aus  dem  Mittelpunkte  A  mit  einem  der  Juängeb- 
einheit  gleichen  Halbmesser  beschrieben  und  von  dem  Püdkte  -4- 1 
der  Achse  de^  reellen  Zahlen  bis  dahin  gerechnet  wird,  wo  Ihn 
die  Linie  Aß  schneidet.  —  Die  beiden  Elemente  ^  und  9»  zu^^m- ' 
mengenommeo  müssen  mithin  das  Zahlreichen ,  welches  nie  Lage 
des  Punktes  B  in  der  Ebene  festlegt,  bilden.  Ausserdcfm  ist  be- 
kannt,: dass  fär  9  =  0  sich  dieses  Zahlzeichen  unter  der  Form 
+(>  — (>.  +  !,  und  für  9=«»^  ubter  ^^r  Form  — (>  =  ^. — l  darstel- 
len muss. 


durch 


Man  projicire  den  Punkt  i^  auf  die  Acfis^'  d^r  reellen, Zahlen 
;h  ein  Perpendikel  BC,  welches  die  letztere  in  Ctriifft^  und 


* 


)    £•  verdient  beachUt  zn  werden,  dast,  die  Arithmetik  yoj^  Einer 

,     ,  .  Dimension,  einen  to  ausperordentUchen  Üjoifang  besitzt,  wälurend 

'  die  Geometrie  von  Einer  Dimension  sieb  mit  sehr  wenigen  Worten 

erledigen  lasst. 

'!^)    Man  vergleiche  hiemit  die  schfittbäre  Behand^mig  desselben  6e* 

genstandes  von  Herrn  Ballänff,  Bil.  V.S.  d80-«>28d  desArdiivs, 

die  dem  Verf.  erst  zu  Geeidit  kam,  als  das  Naehfetohende  beveitt 

niedergeschrieben  war.    Es  ist  zu  yerwundem,   dass  nach  der  so 

. vor tre weben  Darstelinnr  von   Gauss  in  den  Gdttiaser  geL  Ann. 

.von  ld31^  64  Stuck,  die^billig  vea  keinem Ma^ematilTer  angelesen 

bleiben  sollte,  dieses  neue  Feld  nicht  schon  weiter  angebauet' wer* 

den  ist. 


an 

betrachte  di«  LinienTerblDduDs  ACB  als  Festlegung  des  Punktes 
B.  Der  Punkt  C  in  der  Acnse  der  reellen  Zahlen  wird  sodaun 
festlegt  werden  durch  die  Zahl  ^cosfi,  welche  positiv  oder  oe- 
intiv  ist,  je  nachdem  cos 7  das  Zeicheq  -{~  oder  —  hat;  der  Punkt 
B  ia  Ben«»  anf  C  wird  febteelegt  tTerden  durch'  flie'Zahl  psln^, 
po^tiv  mIa-  n^ätiv,  1e  nachdem  sitt^  es  isi  Beseithnet  man  nuD 
mit  j:i  diejenige  Einfielt,  weichcj  an  Grösse  gleich  der  Einheh 
J^I  <n  der  Achbe  der  reefleit  Zahlen,  unter  rechtem  ^Vlnkel  eegen 
diese- A«fiBe  gniehtet  ist;  und  nimmt  man  zusleic^  4,&s'Addition8- 
uilcbefl  Sb  derieofgen  errteHerten  Bedeutung,  dass  «s  auch  au'  <tie 
recM^^nklip^  Zusmninenfllgnng  xireier  geraden  L(ni«n  ausgedehnt ' 
wirA,  eo  «mSH  mun 


als  all^meioes  Zeichen  deijenigen  Zahlen,  welche  die  Lage  allei 
Punkt«  fln  gegebcQen  Ebene  in  Bezug  puT  die  gegebene  Achse 
und  den  gegebenen  Anfangspunkt  reprSsentiMn. 


Wir  nennen  jede  Zahl  von  der  Form  («(coSfli+taiilT)  nach 
GäüdS  eine  compleze  Zahl.  In  denjenigen  beäonderu  flillen, 
in  welchen  ^=0  oder  gleich  einem  Vielfachen  von  j^n  ist,  redu- 
cirt  sich  die  complexe  Zahl  auf  eine  reelleZal^;  in  allen  übrigen 
Fällen  dagegen,  in  denen  <p  irgend  einen  andern  Werth  hait,  heisst 
si«  «in«  lmagiD£re  Zahl, 

Jedei  reelle  Zahl  tritt  demnach  unter  der  Form  er±>  auf,  uud 
da  jaau  hi«r  Kenphiit  ist,  ,dfn  Factor  c  den  ab^alutB"  ilahl- 
w/ert|l  der  Kajal  RD  Mune«,  «o  ktinnt«  mso  nach  dieser  Analogie 
Tii]|i£  aJlgemsin  den  FactpF  f  ^Ar  cqmplexen  Zahl  (i(cosf  ^ibin^) 
als  den  absoluten  Zahlwerth  der  cnmplexen  Zaiil  iinae- 
beo:.  du  andere  Factor  c«S|p-(-)sin9  wQrde  sodann,  ^loi^tilallR 
oacn  Analogie  des  Factors  j^t  bei  den  reellen  Zahleui  die  Kich- 
tung  angeben,  nach  welcher  hin  der  absolute  Zahlwerth  constniirt 
werden  soll.  Gebräuchlicbcc  iU  es,  den  Factor  q  mit  dem  Namen 
des  Modulus  der  complesen  Zahl  zu  belegen;  für  reelle  Zahlen 
fallt  der  Hodulus  mit  dem  absolutes  Zahlwsrthe  ■nsammen.. 

Es  bedarf  kaum  der  Bemerkung,  dass  jede  complexe  Zahl 
p(cosf>-f  isinf)  auch  unter  der  Form  9+i*  dai^stellt  werden 
kann ,  indem  man  setzt 

(iCOsy=^a,  ffsinif^b. 

Wir  werden  jedoch  hier  von  dieser  letztem  Form  keinen  Gebrauch 
machen,  weil  sie  un^  ,w|0nigqr  dia  Natur  der  complexen  Zahlen 
auszusprechen  s<^eii)t,  indem  sie  Zablfveitfa  und  Richtung  Dicht 
getrennt  hervortreten  lässt.  Es  iAt  übrigens  leicht,  von  der  letztem 
Form  zu  der  erstem  zurficlf^ukehrftii ,  indem  mau  bat: 

p:=V"a*  +  6',  cos t'^'-Tr^-'-' "^. '  MUv^ 


wo    die    Wurzel    V  a'  +  6'  .nur  positiv  ni  oeluneB  ist. 
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.         .  4.  ■  . 

Ueber  die  AiusifübruDg  der  aritbmeti^cben  Operationen  in  der 
Ebene  der  complezen  Zanlen  mus»  bier  Nacbsiebendea  bemerkt 
werden. 

1.  Was  man  unter  der  Addition  oomplexer  Zal|leo  xu  ver- 
stehen babe,  liegt  schon  theil weise  in  der  oben  •  entwickelisen  Defi-. 
nition  dieser  Zahlen  au^^procben;  man  wird  nämlich  dafi^  Zeichen 
der  Addition  nicht  nur  für  die  Verbindung  zweier  Zahlen  in  der- 
selben oder  in  entgegengesetzter  tlichtung,  sondern  überhaupt  für 
ihre  Verbindung  in  jeder  beliebigen  Richtung  in  der  Ebene  der 
complexen  Zahlen  zu  gebrauchen  haben,  so  dass,  von  dem  der 
eitaen  Zahl  entsprechenden  Punkte  der  Ebene  ausgehend,  die  zweite 
ebenso  iti  Hinsicht  auf  Grosse  und  Richtung  construirt  wird ,  wie 
sie  vom  Anfangspunkte  A  aus  construirt  sein  würde.  Man  kann 
demnach ,  wenn  £  B.  B  und  B'  zwei  Punkte  der  Ebene  bezeichnen, 
deren  Lage  resp.  durch  die  complexen  Zahlen 

Q  (  CO»  tp-^-i  sin  (p)  und  ^' (coaip' -^-i»m^') 

repräsentirt  v^ird,  zur  Auffindung  desjenigen  Punktes  C  der  Ebene* 
dem  die  Summe 

(>  (  cos  9 +£sin  ^) +()' (cos  V +1  sin  9') 

entspricht,  dadurch  gelangen,  dass  man  durch  B  eine  der  AB' 
eleiehe  und  mit  ihr  übereinstimmend  parallele  Linie  BC  zieht. 
Wie  hieraus  der  Satz  folgt,  dass  die  Ordnung  der  zu  addirenden 
Zahlen  In  Hinsicht  auf  ime  Summe  gleichgültig  ist,  und  wie  hieran 
die  Addition  von  mehr  als  zwei  Zahlen  sich  knüpft,  leuchtet  von 
selbst  ein. 

Um  den  analytischen  Ausdruck  der  Summe  zweier  complexen 
Zahlen  zu  erhalten,  bezeichue  man  mit 

P(cos*-f-isin*) 

die  gesuchte  Summe;  alsdano  ist 

Q  cos  tt>-\rQ  cos  qf 
COS«>  =  TT=- ^— 


.    _  psincp-l-^'sina' 

'  sin  0  =^  -■"  .  « — ^         * — =—2 i L 

^^'  +  e'^+.2(>(»'cos(9-.9') 
Filr  9'=y  verwandelt  sich  die  Summe  in 

((»+(»')(cos9»  +  tsin9), 

für  (f'ssy-f'r  'n 

((»"-?')  (<5öS  9 +isin  9). 
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'  iL  VoD  der  Sübtraction  zu  reden  ist  überflflsmg,  weil  die- 
selbe durch  UmkebruDg  des  Vorzeichens  vom  Sdbtrahend,  d.  h. 
durch  Vergrosserung  seiner  Wiokelzahl  um  J:  tt  oder  ein  ungerades 
Vielfaches  von  ^^n,  sich  immer  in  eine  Addition  verwandeln  lässt. 

^  3.  Die  Multiplication  complexer  Zahlen  erledigt  sich 
gleichfalls  einlach.  Indem  man  ihren  BegrilT  dahin  bestimmt,  dass 
mit  dem  einen  Fa<5tor  In  der  Ebene  der  complexen  Zahlen  eben  so 
operirt  werden  solle,  wie  der  andere  Factor  aus  der  positiven  reel- 
len Einheit  4-1  hervorging.    8lnd  also 

p(ooS9)-|-{sin9>)  und  ^'(cos^'-f-tsin^') 

die  gegebenen  Pactoren ,  ao  kann  man  sich  den  letztem  nach  §.  3. 
dadurcn  aus  der  Einheit  +1  entstanden  denken,  dass  man  diese 
Einheit,  welche  von  dem  Anfangspunkte  A  aus  durch  einen  ent- 
^pr<echenden  Abschnitt  auf  der  posinven  Seite  der  Achse  der  reel- 
len Zahlen  dargestellt  wird ,  um  den  Winkel  f'  drehete  und  zu- 
gleich in  dem  Verhältnisse  1:/  grosser  werden  Hess;  verfahrt 
man  eben  so  mit  dem  ersten  Factor,  so  geht  der  Winkel  w  übelr 
in  «p-l-ip',  der  Modulus  q  aber  in  ft^'.  Man  erhält  mithin  als  ana- 
lytischen Ausdruck  des  Products 


^(co8y+isin9>).?'(cos9'+»sin9')p(^'(cos9+9'  +  i8in9>+9')» 

Dasselbe  Resultat  wdrde  auch  bei  Vertauschung  der  Factoren  er- 
schienen sein. 

.4.    Sollte  das  Product  ===1  werden,  so  würde  man  nur  Uuthig 

gehabt  haben,    e'=-'  und  9'=— 9  zu  setzen;  daraus  folgt  aber, 

e 

dass  man  Jedeneit  habe. 


^"7 — I — ,*«  » ' '  v= — (cos— .0+tsin— Ä>). 
(»(coS9)-f-<si<>SP)      P  . 

» 

Bfit  Hülfe  dieser  Gleichung,  die  den  reciproken  Werth  von  ein^r 
gegebenen  complexen  Zahl  finden  lehrt,  lässt  sich  stets  die  Divi- 
sion eriediffen,  indem  durcli  Multiplicati^  des  Dividenden  mit 
demrecinroken  Werthe  des  Divisors  der  Quotient  erhalten  wird. 

5.  Das  Pdtenziren,  unter  der  Voraussetzung,  dass  der  Ex- 
ponent eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  ist,  lässt  sich  leicht 
an  das  Multipiiciren  knüpfen;  denn  durch  die  Annahme  mehrerer 
gleiche«  Faetoren;  dere«  Anzahl  =::fi  sei,  erhält  man 

|p(cos9-fisiii9)i*===^(cosn9^tsinn9), 

woraus  sogleich  vermittelst  der  bekannten  Bedeutung  eines  nega- 
tiven  Exponenten  folgt: 


|^(cos9  +  tsin9)|^^=:(»-»(cos  — «y+isin  — nf), 

Veifetgt  man  die successiven Potenzen,  indem  man  9t= 1,2,3. . .  set^^ 
in  der  Ebene  deir  com^plteen  Zahlen,  so  ist  nicht  schwer  zu  erkennen. 
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data  ilte  UiiieiicoifMpondireBdtiiPaBkteflnM.I<lg»r'ithtiiB%h«o 

Spirale  angdrtnn,  dwcB  GWohang  ist      "    .       ■        -      -i 


weoD  r  den  Rkdiiu  vector,  u  demM  SlongAtiofl  vm.dflr^dwIuWf 
und  i  eine  Con^taate  beaeicknat>  Ab«r  4iesi»;Co*stai)te,  ..upd  nit 
Ibr  dl«  Cuire,  Ut  durch  je««  Pualtt«  allfön  noab.aiiekt  b«»tüwirt; 
denn  so  wie  die  gegebene  coniplBXB  Zahl  eic^  nicbt  Sodeft,  wenn 
man  in  ihr  den  Winkel  9  um  2  a  oder  ein  ViellächeB  von  2n  sich 
Sudern  lässt,  sn  kans  auch  die  Cufre.  mn  .von  jpdem  der  einzel- 
Den  Punkte  zu  dem  nächstfolgenden  zu  gelangen,  zuvor  eias  oder 
nohnre.TsIle  UrLi»iu(luii"en  luaehtMj ,  wSlirend  mich  immer  alle 
die  geeehenen  Punkte  in  ihr  enthalte»  smi.  Diese  Bemerkui^  ist 
desshafh  von  Wichtigkeit,  weil  daraus  die  Vieirürmigk^it  (leqe'ni- 
gen  Potenzen  einer  coraplexen  Zahl,  deren  Exponenten  nicht  ganze 
Zahlen  sind,  h^rvor^eht;  n-jr  für  p  =  l  lallt  dieses  Bilil  iveg^Weil 
akdann  die  logurithmische  Spirale  zu  einem  Kreise  degenerift. 

Seiet  man  y  — 0  oder  ^32^1,  so  vemandelt  sich  die  Spjrale 
in  diig  positive  Haine  der  Achse  der  reellen  Zahlen;  oder  maO 
kann  auch  die  Saclio  so  aiisehen ,  als  nb  die  Punkte  der  Spifale, 
die  als  Spiral»  bestehen  bleibt,  um  je  in  aus  eifjaiidet  liegen. 
Setzt  man  aber  r=a,  so  haben  die  Punkte  der  Spirale  einen  Ab- 
stand' von  je  tr,  ubd  li^^v  abwecfaselnd  in  der  povIttTen  und  ne- 
Etiven  Haine  der  Achse  der  reellen  Zahlen ,  womit  eine  Deutung 
ijwigea  Eia^einmig  ßegeben;  Ut,  dass  dl«  SnOeosfiiVen  Potie«- 
zen  einer  negativen  Zahl  abwechselnd  positiv  und  negativ  wcrdan. 
'  6.  In  Bezug  auf  das  Wir&elausziehfeiD  ergibt  aich  durch 
Umkehrupg  8og;leich  ^        1      . 

HK«>s»  +  '8i09>)n"=(^(c(w5+<*ftf)'       ' 

wo  (nach  CaUchy)  dttrcfa  dt«  dAmxJtfnKlamjnem  die  Mehrfilrmlg- 
keit  des  Ausdrucks  anjgezeipt  werdeo  sdl|]'  Die  segebene  complexe 
Zahl  $n^ert  stob  nSmlich  Dicht,  wenn  man-  äea^iVipkii  9  um  3)t 
e4e^,ein  vielbiches  von  2n  ändert,  i^f^renfl  diese  Aendening  nicht 

mir  auf  ■£,  BBndem  tM  Allgenl^lfien'iMeh  auf  «i>b^  and  sth'  ^  v<on 
Elnflubs  iflti  Die  Anaabl  dtt  W*rthe,.dereD'demaaQh  dieser  Aus- 
draek.föhig/ist,  betEäBt.n«-WHlbeii*i«häietUaii  mM-Vq  kgand  «iiwn 
4e^^rt%eD  Wertoe,  dieideif  Winkel  yBnuejkma»  kknp.fB.  £.  den 
kleinsten  positiven),,  so  entapretfeeft  ^e»,  m.  WutmIb  -dw  ZttU 
p(c0S9-f isinfi)  die  Winkel 


Die  n  Wurzeln  liegen  mithin  gleichförmig  vertheill  auf  der  Periphe- 
rie eines  KteiBfe«  vom  Halhmesser  p*,    in  Abstladen   von  je  — 

vcn  einandei^    Jede,  diwt  Wiu*alD.41afiBtt,-4W:rPv<BnK  41  nhfbw, 
4te  s«cn'>c^<Wi|>l>fSA>Zahr wieder;  gb^.4i«'logaiithmisDh|en.6pi- 


I  V 
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r^eo,,  welche  dlt^en .  eihadoeti  PoMiiiriAigeoelitspKclMfPi  «iod 
fiBw^tBcli  TQ»  .eioMicr  vemchiedeD  (ausgeDomme»  weati  ^^l>Ut)/ 
obwohl  sie  eiozelne  Punkte  mit  einander  gemein  hflbiSD  hunneB.  .  \ 
Wie  map  hteranftanf  beKebigeBru<!ht'£zponenten»  deren  j^äh- 
1er  «ichl  iBins.  i«t]  imtef  «ehlieflsea»  «ad'^ife  f einer  hieriuitek*  die 
WhimIii  aua  re«fU#ii'  Zahle»,  und  insbelMwdre  die  Wurzeln  au4 
der  poAilivaB  und  seeativeB  freiten  ElnliMt  mttbiegriffensiod,  leuch^. 
tet  ym^  «elM  ^iq«  Abi  .ei«  Fall,  der  für  sieh  AufmerkaaiubeU  verr: 
dient/ m90i^  Ml  Qoeb  ehi^ühBt  werden 


i. 


/  f 


1 

indeiti  'hieraus  ijie  Ide^tftt  des  Zeichens  t  mtt  V^  herVergeht, 
insofern  man,  wie  gewöhnlich,  1^=^  ids-den  posHiven  Werth  von 

((-1))* 


•    ■•   .      5. 

,   Nach  diesen  Vorbereitungen  wenden  wir  uns  snr  Sache  selbst, 
nämlich  zu  dem  Beweise  des  Satzes: 

Dass  jeder    algebraisjphen  Gleichung  mit   Einer 
Unbekannten  durch  etnen  complexen  Werth  die- 
ser Un.bekani;iten  Genfirge  geleistet  werden  ka^iD. 
Wir  werden  dabei  einen  Weg  eins(;hlaeen ,  der  im  Wesentli- 
chen zuerst  von   Cauchy  befolgt  worden  ist,  werdien  aber,  was 
Cauchy  nicht  gethan  bat,  den  Beweis  sogleich  auf  die  oben  con- 
struirte  Ebene  der  complexen  Zahlen  tibertragen  und  daselbst  zu 
Ende  bringen. 
Es  sei 

die  gegebene  Glelchnag,  wofSr  mf  zw  Abkfirz«ng  «cbreil^  w^Uep 

•  • 

80  soll  nachgewiesen  .werden.,  dass  sich  ein  complezer  Werth  f&r 
a:  muss  angeben  lassen,  welcher  der  Bedingung  f(x)=0  Gf^nüge 
leistet  Die  CoefBcienten  a,,aa,.. .an  dürfen  dabei  reelle  oder  auch 
selbst  complexe  ZaMef  /»ein.    Man  setze 

a7=?r(cp8^,-f-i9inQ,  ,  , 

so  wird  nach  §  4.  /^or)  unter  der  Form 

f{x)  =Ä (6o8  7-htsin  T) 

dargestellt  werden  können,  wo   R  und  T  Functionen  von  rund  V 
sind;  und  wenn  sieh  nachweisen  lässt,  ^ase  r  und  t  immer  so  ge- 
wählt werden  können ,  dass  man  hat 


»*  \. 


■} 


R=0 


(fvobei  der  Werth  von  T  giciehgfillig  iat),  so  ist  das  Vcrlaoglo 
bewiesen  9  denn  diese  Gleichung  bat  unmittdbsr  di«  Gleiehing 
/•fjr;=0  zur  Folge.  .         I  !     .. 

Aber  aus  der  Bescbaffenbeit  der  Fubotio«' /fjr)  gebt  hervor, 

dass  man  für  rr=:Qo  aucb  habe  Azroo,  iroddass  fir  endlich«  Wet^ 

tbe  von  r  auch  12  endlich  bleibe  >  und  da  ^uBseirdeni  derMbdttius 

R  seiner  Natur  nach  nur  positiv  sein  kann ,  so  folgte  diM^  derselbe 

mindestens  einen  kleinsten  Werth  besitsen  mfisse>  der  zu  bestiiKliif-. 

ten  Werthen  von  r  und  t  gehört.    Wenn  sich  «ran  beweisen'  Iföst: 

Dassy    welchen    von   Null  verschiedenen  Werth 

des  Modulus  von  f(x\  man  auch  für  willkührliche 

Annahmen  von  r  und/ erhalten  habe,  dennoch  im- 

.  mer  dur^^h  entsprechende  Aenderungeu  von^r  und 
I  eip  neuer. Ütoaulus  von /^^j,  der  kltiiner  ist  als 
der  vorige,  erhalten  werden  kann: 
so  folgt  daraus  unmittelbar,  dass  jener  noth wendig  ftirbandene 
kleinste  Werth  des  Modulus  von  /(ai)  nur  =0'Sein  kann,  dass 
mithin  die  ihm  zugehörigen  Werthe  von  r  und  /  die  Gleichung 
/2==0,  und  folarlich  auch  die  Gleichung  /'(ar)=0  befriedigen,  womit 
sodanq  der  in  Frage  stehende  Satz  bewiesen  sein  würde. 


«. . 


...:  ■..       .   6,  ..  .  ,   \  ■ 

Zum  Beweise  desjenigen  Hülfss^tzes ,  auf  welchen'  so  eben 
der  Beweis  des  vorgelegten  Satzes  zurückgeführt  worden  ist,  werde 
angenommen,  ma^n  habe  durch  die  Substitution 

'  ■  •      •  •  '  ■        •    . 

'  a?=r (cos f+tsinO       ^  -,.'•• 

.  •  * 

erhalten : 

/(ar)=i=Ä(cosr+isinr),  ; 


,\ 


wo   R  nicht  ==0  seU      Fcrne]^   diirch  den    Üebergang   des  ^  inr 
a:i=a?+A,  wo 

erhalte  man:  .       •  :    '   '  .i         '    : 

•»         ."•.■.••     .       .     •    .    ■  •     -  •  .  'f . 

/l[arO  =  Hi(cdsfi+^slnrj,  '  ^ 

so   ist   nachzuweisen,  dasS  e  und   ^'  immer   so  gewählt  werden 
können,  dass  man  hat: 

jß-  ^  R, 

»■•        *  ^  .    . 

Die  Entwickeluqgvon/l[;rJ=/'(»T+Ä)  nach  Potenzen  von  k  gibt: 

'         -  ;      .     •       •  .     .■'.•..'•.., 

wo  die  Coefficienten  6,,  ö^,....  im  Allgemeinen  complexe  Zahlen 
sein  werden,  z.  ß.  * 


I  •■ 


3» 

6,=  ta(cös  9,  + 1  sin  9,) , 


•  •        • 

.i 


Von  diesen  CoeflTicienten  kOinneii  aber  auch  einzelne  =0  werden, 
und  wenn  man  d esshalb  der  Allg^em^inkeii  wegen  annimmt,  es  sei 
bimh^  das  erste  steh/en  bleibende  Glied ,  so  hat  man : 


M» 


und  hi^n  flberalLdie  complexeo  Wertbe  an  die  Stelle  setzend  r 

;   Ä^,(cosr.+»vnir,)=Ä(cps:T+fsiiir) 


+i*i^'( COÄ^fJm+iwö'+t sin ^m+md)    J     '     ''   , 
+JW4-i^'"tl  Ccoß  W+1  +  («+1)6  +  imn  f»«4. 1  +  (i»+ 1)6) 


4-  ^  ( cos  wo  + 1  sin  n0]^ 


D}e^8mDidi^;- welche  durch  die  rechte 'Seite  dli^s^r  6f«ficfaung 
dargest^lt  T^^lro,  totlstrutre  man-bun  in  der  Ebene  der  cbmplex^ 
Zaiilen  nach  den  früher  (§.  4.)  entwickelten  Regeln  der  Addition; 
Man  lege  zu  dem  Ende  von  dem  Anfangspunkte  A  der  Achse  der 
reellen  /zahlen  eine  Linie  AB=R  unter  einem  Winkel  =T  gegen 
die  positive  Richtung  dieser  Achse;  von  B  aus  eine  Xinie 
iffC=?iW'"  unter  ^einem  Winkel  =jp«4-a/i6  geg^o  eifle  duroh  B 

gelegte  \raralle|e  zu  der  positiven  Richtung  der  Aclise  dec  reellen 
iablÖD i  ypp  .C  ajis  eine  Linie.  CD^rm-%-;[(i^'^^  unter  einei|i  Win 
k^I  =9^^y  4-('^^l).^}  u.  s«  1^.  0elängtman  a^f  diese  Weise  zuletzt 
zu  einem  Punkte \tf  der  Kbeqe,  so  ist.  df^  gerade  Linie  AM=Ri» 
und  de^  Winkel^  den  sie  xsfit  der   positiven  Richtung  der  ^hs^ 

einschhesst^  ^ri-  .       .   .;        . 

Damit  nuq  aber,  lyie  yerlangt  wird,  7? x^/2 'werde ^  k9,qn  ;»an 
$ber  die  Cfru^sep,  ^  uodö  v.^rffigea  wip  folgt. 


Man  «ehme  ^  sO*y  dasis  ipM+mß^T-i^k  wwrd^.Mglicb 

•  •  ■  s 

.   •        •.-■      ...  ;  •.••••',•'      ..< 

•     •        <>r=^+""<^....  (1) 


•     I  I 

•     .     4 


l 

I «. 


fl» 


ao.wtrd  dadurch  ^liaeiäktr  dasd  die  Liste  BC  isaif  ilfi  faUt^:  und 
w^lt  mall  ausserdem  p  so  V  dfaissrM9^<JK 9  fodglkh  .  .   ' 


t 

so  wird  ausserdem  noch  der  Punkt  C  zwischen  A  und  B  auf 
der  Linie  AJ^  liegen.  Knüpft  man  nun  nochp  an  die  Bedingung , 
dass  '       * 


VA 

m 
I 

oder  auchi  wenn  mao.  qjiit  A  eine  pofitiTe  Zahl  bexelchnet,  die 
nicht  kleiner  ist  als  der  grusste    der  positiven  Factoren  rm-hi » 

fyil.4.2  »  *  *  *  *     "'®     •■■• 

welche  Bedingung  erfjallt  sein  wird;  wenn 

-  •  I  *  .  '  t 

so  wird  die  Summe  der  einzelnen  geraden  Linien ,  aus  denen  der 
gebrochene  Zug  CD,...  bss  ilf  tusaEmmeogesetst  ist^  kleiner  sein 
als  die  gerade  Linie  BC\  folglich  um  so  mehr  die  gerade  Linie  CM 
kleiner  als^die  seradeÜnie^C;  folglich  AM<AC-^GM<,AC^CB, 
d.  i.  <^äB,  oder  .    .         ~"  . 

viv^v^kß^  w^rde»  Die  Werthe  Ton  q  .und  61  >  .welqhf^  duj;ch  (1), 
@)>  (3)  (»estii^mt  ^ind,.  ieisten  mitbin,  der  gesteljtipn  Fl^r^enuig. 
Gi^nage« 


1  » 


i..n 


«• 


7. 


M«     .  .  .:....---.  ••  •        ■••'  '  :       .  .> 


'\.'pi^  l^eweiisr^de  Kratl^  des,  vorstehenden'  Beweises  .beruhet 
scliÜessttch  ^  wie  mkn  sieht;  in  dein  geometriäcHen  Lehrsatz^  :\  : 
.''"  iDas's  zwischen  zVreiPunkteft  der"  g'efkäli'nlge, 
'•;''Z^g  kürzer  ist  als  jeder  afs'fe^raÄÄnTijlAien  zu- 
;■  ;  ^ämmetigesetzte  gebrochene  Zug^  Y 
welchen'  LehrsäSs  torauszus^izeb   hier  utii  ko  Weniger  'Bedienken 

fetrag.en  ^erdep  konnte  j  als  durqh  dj[e  vorausgelschickten  Entvvik- 
etungen  die  ganze  Frage  ttbei'h'aup.t  scbop  auf  das  Ciebiet'  der 
jGeometrie  hinübergefühii  Worden  wär^  vfXH  hittn  Ind^sseii  den 
Beweis  mit  Umgehung  jeder  geometrischen  Voraussetzunig  zu  Ende 
fuhren,  so  Scitiib  man  daiu  in  der  Th^  ^tiz  'elnfaichigmngen,  in- 
dem man  einen  im  Geiste  der  analytischen  Geometrie  geführten 
Beweis  jenes  geometrischen  LehrsatiEes  dergestalt  in  die  obige 
Schlusskette  hioeinwebt/  däss  dessen  wahre  geometrische  Bedeu- 
tung nicht  sichtbar  hervortritt. 

'  '  Dk^  analytisdve  fil^nietrie  nfinlieh  dri^kidi«  Ldi^«w  gerader 
Linien  aus  durcAl  die  Goordinaten  ihrer  End|Hnikte»  und  verfllbrt 
man  demgemäss  in  Bezug  auf  die  geraden  Linien  AB=R  und 
AM=Ri,  die  beide  im  An&ngsp«inkte  der  Coordinaten  beginnen, 
so  hat  man  zunächst 

I  '    '.^<   .    t     .       .     .R  cos  T    übd    R  «in  .ST.  •  1.  • 

als  rechtwinklige  Coordinaten  des  Endpunkts  B,  und  ebenso   . 

'     JB,;  cos  Ti  .  \^ni    Ä,  sin  T,  •  . 


I 

als  rechtwiaklige  Coordioaten  des  flndpuokts  if.  Zerlest  mao  nun 
die  oben  gefundene  Entwickelnng  von  iZ.  (cos  7i  i-tsin  r^)  in 
ihren  reellen  und  ihren  rein  imaginären  Theii,  um  die  Relation 
aufzustellen,  welche , zwischen  den  so  el^ei^  genapnten  Coordinaten 
obwaltet^  so  erhält  man  «. 

Äi  cos  T^  = 
iZcfs  r+rfp()«cos9iii+wid+r|fc-i5.i^r^l  ces^m^- 1 + (m+l)H'«  • .  e*  cos  nö 

ÄisJnTi;^ 
Min  f+fiii»«Äln(jpoi+m6 + f piif  i  (»^-^1  An  ym+i+(^4l)^+-  •  -P*  •*«  *^ 
und  daraus  endlich,  indem  man  quadrlrt  und  addirt: 

/2»+5lßrm4>»cosywril-w6T-  r+2Jaw^  if»+ 1  ees  «pm+i  +(«+1)6--  IM-- 
+(n»^»öOSf»«+m6+ivi+'i  «i»^l  cos^p«l|-i +(m^l)6  +  ,..,)* 

Damit  nun.£^  </2''  werde»  (hal  man  hier ^  tind  d  so  zu  be«- 
stiihnieB.»  dass  das*  dem  fi*  unanitidfbar  «aehfetgende  Glied  >  wel- 
<Ms  die  aiedrigste -Potenz  von  ip  enthält,  .negativ  werde,  und 
mgielch.  ieinci»IKäJilwerth  leithaUe^  ^er  ^usser  ist  als  der  Zahlwerth 
dM- Summe  aller  nachfolgenden  GUedef.  «Das  Erste  aber  wivd  er- 
leicht,! ftt^nn  na»  setzt 

daa  Z#eit»  abeir,  wenn  man  setzt,  indem  ^  einen  Zahlwerth  bci- 
eeicfanet,  der  liioht  kleider.  ist  als  der  Zahlwerth  des  absolut  gr5ss* 
teo  der  Gaefifidenteh  der  naohfolgeaden -PeteMen  von  ^: 


\' 


V  ••   ■  ■  >#»e"'^^* — if — "^ — 9 

wiilfche;  B^inguog  erfüllt  wird,  indem  man  anniix^nt 

Dieser  Beweis  ist,  weAo  man  seine  geometritiche  Grundlage 
hiiiw^gt)liiinit,  wesentlich  derselbe,  welchen  Cauchy  gesehen  hat. 
Jene  Grundlage  aber  wirft  auf  seine  Entstehung  erst  aas  rechte 

{Jbbt,  löäd  sie  aufgedeckt  zu  haben  mochte  dessnalb  kein  yergeV 
iche's  t^^mebriien  gewesen  sein. 


•.       ...         ' 
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Nachschrift  deis  Herausgebers. 


Mit  Bdziig  auf  die  von  dem  Hein  Verfasser  des  votliei^ehen 
den  Aufsatzes  auf  8.  226.  gemachte  .Bemerkung  halte  ich  es  (lir 
zweckmässig,  die  betreffeDde  Stelle  aus  den  Gottingischen  gelehr- 
tau  AazeiaeD.  1831.  St.  64.  S.  ^634.-$.  638.  hier  mitzufbeUeD,,  um 
dieses  wicntige  ActJenstück  in  dem  Archiv  auf^ubewahreu. 

/  .  '    . 

,,Der  Verf.  hat  diesen  hochwichtigen  Theil  der  Mathematik"^) 
seit  vielen  Jahren  aus  einem  vcgrschiedenen  Gesichtspunkt  be 
trachtet,  wobei  den  imaginären  Grössen  eben  so  gut  em  Gegen- 
stand untergelegt  werden  kami,  wie  den  negativen:  es  hat  aber 
bisher  an.  einer  Veranlassung  gefehlt,  dieselbe  öffentlich  bestimmt 
auszusprechen^  wenn  gleich  aiumerksiime  Lesec  die*  Spuren  davon 
in  der  1799  erschienenen  Schrift  über  die  Gleichun«;en,  und  in  der 
Prel99c|irift  ^uberdie  Cmbitdimg  der  Flächen  leicht  wiederfinden 
werden.  In  der  gegenwärtigen  Abhandlung  sind  die  Grundzüge 
daroA  kurz  angegeben ;  sie.  bestehen  m  Folgenden.    . 

.  /  Positive  iiiia- Dfi^tive  Zahlen,  kunnea  nur  da  eine  Anwendung 
(finden,  ^o  da/s  gezählte  ein  Entgegieneesetistes  hat,  was  mit  ihm 
vereinigt  gedacht  der  Vernichtung  gleich  zu  stellen  ist.  Genau 
liesehen  findet  diese  Voraussetäsuiig  nur  da  Statt,  wo  nieht  Sub- 
stanzen (für  sich  denkbare  Gegenstände),  sondern  Relationen 
zwischen  je  zweien  Gegenständen  das  gezählte  sind.  Postulirt 
wifd  dabei,  dass  diese  Gegenstände  auf.  eine  bestinmite  Art  in 
eine  Reihe  geordnet  sind  z.  B.  ^,  J9,  C,  D.,.\,  und  däss  die 
Relation  des  ^  zu  ^  als  der  Relation  des  B  za  C  \l  s.  w.  gleich 
iMiriiehtet  werden; kann.  Hier  gehört  nun:  zu  dem  ßegriff  der  Ent- 
«egenstizwng  nichts  weiter  als  d-er  Umtausch  der  Glieder  der 
Kelation,  :so  dass  wenn  die  Relation  (oder  der  Uehiergai^)  von 
A  zn  B  als  4-1  giit,  die  Relation  von  B  zn  A  durch  —1  daree 
stellt  werden  muss.  Insofern  alis  eine  solche  Reihe  auf  beiden 
Seiten  «nbesrenzt  ist,  repräsenti]^  jede  reelle  ganze  Zahl  die  Re 
iatioH  eines  neliebig  als  Anfang  gew;ählten  Gliedes  zu  einem  be- 
stimmten Gliede  der  Reihe; 

Sind  aber  die  Gegenstände  .von  solcher  Art^  dasi^.  sie  nicht 
in  Eine ,  wenn  gleich  unbegrenzte ,  Reihe  geordnet  werden  können, 
sondern  sich  nur  in  Reihen  von  Reihen  ordnen  lassen,  oder  was 
dasselbe  ist,  bilden  sie  eine  Mannigfaltigkeit  von  zwei  Dimen- 
sionen; verhält  es  sich  dann  mit  den  Relationen  einer  Reihe  zn 
einer  andern  oder  den  Ucb^r^ängen  aus  einer  in  die  ändere  auf 
0ine ,  ähnliche  Weise  wie  vorhin  mit  den  Uebergad^eh  von  einei|i 
Gliede  einer  Reihe  zu  einem  andern  Gliede  derselben  Reihe,  iso  bedarf 
es  offenbar  zur  Abmessung  des  Ueberganges  von  einem  GDede  des 
Systems  zu  einem  andern  ausser  den  vorigen  Einheiten  -|-I  upd  —1 
noch  zweier  andern  unter  sich  auch  entgegengesetzten  +i  und  —  a 

*) '  Nämlich  die  Lehre  von  den  imaginären  Grössen. 


m 

Offenbär  inass  abet^  dabei  noeh  poiMiflIft  Verden ,  da^  die  Einheit 
t  allemal  den  Ueber^ng  ven  einem  gegebenen  Gfiede  einer  Reibe 
ta  einem  bestimmten  Glieds  der'  unmittelbar  angrenzenden 
Reibe  bezelöbne.  Auf  diese  Weise  wird  also  das  System  auf 
eine  doppelte  Art  in  Retben  yop  Reihen  geordqet  werden  können. 

Der  jHäthematiker  abstrabirt'  eänzlicb  von  der  Besehaffepheit 
der  Gegenstände  und  dem  Inhalt  ihrer  Relationen ;  er  hat  es  bloss 
mit  der  Abzahlung  und  Vergleicbimg  der  Relationen  unter  sich 
zu  thun:  insofern  ist  er  eben  so,  wie  er  den  durch  ^-1  und  —I 
bezeichneten  Relationen,  an  $ich  betrachtet,  Gleichartiglceit  bei* 
legt,  solche  auf  alle  vier  Elemente  -\-l,  —1,  +1  und  —  £  zu  er^ 
strecken  befugt. 

Zur  ^nscbauüng  lassen  sich  diese  Verhältnisse  nur  durch  eine 
Darstellune  im  Räume  bringen,  und  d^r  einfachste  Fall  ist,  wd« 
kein  Gruna  vorhanden  ist,  die  Symbole  der  Gegenstäq^®  anders 
als  quadratisch  anzuordnen,  indem  man  nämlich  eine  unbegrenzte 
Ebene  durch  zwei  Systeme  von  Parailellinien ,  die  einander  recht- 
.winklich  durchkreuzen,  in  Quadrate  -vertheilt,  und  die  \Purch- 
scbnittspunkte  zu  den  Symbolen  wählt.  Jeder  solche  Punkt  A  hat 
hier  vier  JNachbaren,  und  wenn  man  die  Relation  des  A  zu  einem 
benachbarten  Punkte  durch  4- 1  bezeichnet,  so  ist  die  durch  —  1  zu 
bezeichnende  von  selbst  bestimmt,  während  man,  welche  der  beiden 
andern  man  will,  für  -^-i  wählen,  oder  den  sich  auf  4- ^  beziehenden 
Punkt  nach  Gefallen  rechts  oder  links  nehmen  kann.  Dieser  Un- 
terschied zwischen  rechts  und  links  isf,  sobald  man  vorwärts  und  rück- 
wärts i  n  der  Ebene,  und  oben  und  unten  in  Beziehung  auf  die  beiden 
Sei^iidfrEb^nee)^^(nacfig^aUeo)fe6tge8«t«^  l^  ßtiihy^ii 
bestimmt,  wenn: wir  gleich  unsere  Anscbaming,  dieses  .UntcfscliiiQd^ 
andern  nur  durch 'Nachweisung  an  wirklich  vorhandenen  materrelleh 
Dingen  mittbeilen  k5nnen*).  Wenn  man  aber  auch  über  letzteres 
sich  entschlossen  hat,  sieht  man,  dass  es  doch  von  unserer  Will- 
kühr  abhing,  welche  von  den  beiden  in  Einem  Punkte  sich  durch- 
kreuzenden Reihen  wir  als  Hauptreihe,  und  welche  Richtung  in 
ihr  wir  als  auf  positive  Zahlen  sich  beziehend  ansehen  wolfien; 
man  sieht  femer,  dass  wenn  man' die  vorher  als  -i-i  behandelte 
Relation  für  -|-1  nehmen  will,  man  nothwendig  die  Vorher  durch 
—  1  bezeichnete  Relation  fü^  -i-i  nehmeq  muss  Das  heisst  aber, 
in  der  «Sprache  der  Mathematiker,  -^i  ist  mittlere  Proportional- 
grOsse  zwischen  -f  1  und  —  1  oder  entpricbt  dem  Zeichen  VIT ; 
wir  sagen  absichtlich  nicht  die  mittlere  Proportionalgrösse,  denn 
~  i  hat  offenbar  gleichen  Anspruch.  Hier  ist  also  die  Nachweis- 
barkeit einer  anschaulichen  Bedeutung  von  V*^  vollkommen  ee- 
reditfertigt,  und  mehr  bedarf  es  nicht,  um  diese  Grösse  in  das 
Gebiet  der  Gegenstände  der  Arithmetik  zuzulassen. 

"Wir  haltien  geglaubt ,  den  Freunden  der  Mathematik  durch  diese 
kurze  Darstellung  der  Hauptmomente  einer  neuen  Thoorie  der  söge- 


•ikk*A4a 


*)  Bülde  Bettierkunf^  ;]m!fc  f^hon  Kant  Mnachl,  ali^r  jpuuipbiE^gveifli 
aidh^,  mi^  dieser  8£harf«iiuiig&  Philosoph  in  4er  ersterea  eineit. 
Beweis  für  seine  Meinulig»  dass  der  Raum  nur  Forai  unserer.^ 
äussern  Aiischanune  s^,  zu  finden. elauben  kopnte,  da  die  zweite} 
so  klar  das  GegenSieil',  und  dass  der  Raum  unabhängig  Ton  un« 
serer  Anschannngsart  eine  reelle  Beldeutahg  haben  muss^,  beireis^t. 


und  efne  geheiniiHssyoUe  PuAkelbeit  mb«i .  g^fiuia^P«  ßo  i^t  m^H 
flTjoisseotbeUs  dep  »^enig  «cbicklicben ,  BeiiietMiiiDgen  ,matm^teikt^iu 
Hätte  mw  +1>. —  l^^l^^  nicbt  posithr«,  oegütive^  ji^d^närie 
(oderjgfAr.aaaiugiieb^)  Clinheit,  soQderp,0i;wa  diiip«te^  ioyers^.,, late- 
rale Eujieit  geiiaiiQt^  /lo  bäite  yoo  einer  solcneq  QiiQkeJbeit  kauin 
die  Rede  sein  kiiiuieB«  Der  VerC  bat  sieb  Yorbeh^lteiL|/  den.  Ue* 
geDstaod»  ivelcber  iQ  Aea  yjorliegeoden  ÄbbfodbiDg  eigeotlich  pip^ 

Slegentiich  berübrt  Ui,  :  künftig  Tollständiger  aau  bea^eitfm^  wo 
pq  auch  die  Frage  ^  warum  die  Relationaii  »wi^ch^p  Dingiep^  di^ 
•eine  Mannigfaltigkeit  von  mebr  als  zwei  Dimensionen  dart^iteiij 
oich^  Boch  andere  in  der  ^HjEemeineii  Ai^ithipetik  z^^ssig^  Arten 
Tf>p  G^usaen  lic^fi^n  kunpep^  inre  Beant>v»rtung  finden  wira»^^ 


;     * 


.  mechanisclieii  PrUidiie. 


Vt.» 


ii 


Herr»  Professor  Dr,  Beuschl.e 

*  *■      ,  •  •  '  •  ' 

•   .    .    mm  Qyvß^mnm  im  Sttiltgfir/i;. 


*       ^ 


.  Im  .  yiertep  Bande  des  CreUe'scbeq  Joprnals ,  S.  ^  29|^  «teilt 
Gau£is  ein  neues  allgc^ein^9  Grundgesetz  >aeiMeol|iapik  avf»  wel- 
ches unter  obigem  Namen  (Prjiaciple  of  teast  restraint)  ip  fifl^m 
epgli«!cben  Jjehrbuch  (£a.rnshaw  Dynamics  <,  Cftmbndge  .jLSiBd) 
upTer  die  dynamischen  Principe  eingereiht  wördej;!,  ist  äaw^it 
ich  die  Literatur  kenne «  ist  es  das  einzige ,  wo  es  aufgeführt  wird^ 
übrigens  ohne  Beispiele ,  dergleichen  auch  Gauss  nicht -gegeben 
hat.  Der  Zweck  dieser  Abhandlung  ist^  nach,  einigen  historischen 
Bemerkungen  über  die  Behandlung 'des  Prindps  in  den  beiden  ge* 
nfannten  Schriften ,  dasselbe  ziiei'st  geradezu  an  eiin  paar  möglichst 
^einfachen  Beispielen  zu  erproben,  es  i$odann  der  allgemeinen  ana- 
lytischen Behandlung  zu  unterwerfen  und  so  In  seinem  Zusammen- 
hang i^it  den  ubrijg^en  Principeq  d^jr  Mepbanik  aachzuw.Qisf»n. 


■1  *'l"'  *  'll-l 


X  i. 


Nach  d^m  Auisdfiick  deti  tlJiA'  seiti  Urheber  gegeb^  hat«  latt- 
tet  da«  Ptincip  so: 

,,IMe  Bewegi/ng^  elhes  Systetiid  materieller^^  auf  tras  iininer  fSr 
e)fte  Weise' mit  eloatider  rerknüpfter  Punkte »  deinen  Bergungen  zar 
gleich'  an  wab  tmme^  fflr  äussere.  BeschrStikuhgi^ii  gebtuidea  sind, 
geischiefat  injedem  Aiigenbliek  in  mOgtiefa  grosster  Deber- 
eiiifttiiiiinting'  mit  der  rreien  Bew.eguiig  oder  untet  mOg; 
lieh  kleinsti^m  KwäAge;  indem  al^Maas«  deis  Ztranged , . den 
das  sanze  System  !n  jedem  ZeitÜieileben  erleidet,. die  Summ^  der 
Promete  aus  dem  (Quadrate  der  Ablenkung  jf edes  Punkts  von 
seiner  freien  Bewegung  in  seine  Mas^se  betraditet  trird/' 

Gauss  und  Earnshaw  beweisen  diesen  Satz  auf  Tersdne" 
dene  Art  durch  ZurdckfBhrung  auf  andere  mechanische  Prindpe« 

I,  Ersterer  leitet  ihn  auf  folgende  Weise  aus)  dem  Dalember- 
If9cben  Princibjn  Verbindung  mit  dem  der  virttietlen  GescbWitidig- 
Iteiten  ab.  Es  sei  <Taf.  IV.  Fig.  I.)' für  irgend  eW^  Pmikt  des 
Systems  m  die  Masse,  A  sein  Ort  zur  Zeit  f;  B  d«^  Ort;  den  er 
nach  einem  unendlich  kldnen  Zeitintertall  rin  Folge  der  auf' Ihn 
wirkenden  Krüfte  i^nd  def  zur  Zeit  t  erlangten  C^schwindidkeit 
^einnehmen  w^rde,  nenn  er  vollkommen  frei  wäre,  €  der  wirklfqfae 
Ort,  der  zufolge  des  System  Verbandes  diesem  Zeitintervall  ent- 
spricht, endlich  D  irgena  ein  anderer,  dem  Systemverbaud  com- 
patlbler  und,  versteht  sich»  den  Punkten  Axind  C.  unendlich  naher 

Ort,  so  ist  2m»lBC^  ein  Minimum«  wenn  ^ 

Ist  aber  0  der  tVlnkel  zwischen  CB  und  CD»  bo  ist  in  dem 
Dreieck \&C/) 

foigHöh        - 

aher  nach  dein  PHMp  der  virtuellen  C(eschwtndigkeVten,  angewaiid^ 
apf  das  (^ei6fgeM(At  der  veriomen. t^räfte,  tieFches  durob  das 
DftlAnbertiscfce  grfordlBrt  wird,  ist:       ^         . 


>  .. 


;(«).. ••im.5e.t5P.cose=o;   "  ■   ..     '  "  J 


f(rfglich 


.  SfAiEßT  ^  BCry^^Xm.  CJy>{k 


'   Es  Ist  nSiilioh  Amt  Proifatt  m.BC:^CBicp^'4.  das  dem  ma-" 

terielfen  *Ptonkt;  m  z]tf§ehbrifi^e  virtuelle  Monient  '^s^Pfern  ;ir.^C'aIs 
Seite  verlorne  Kraft  netradhtet  werden  darf.  Oeber  die  oerechti?' 
gtm^  frfezu,  s6  vrie  ^ber  die  wesenttiche  Homogeueität  der  Glei^ 
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chuDg  (a)  hinsichtlich  dM  UneDdiichkieinen   erlaube  ich  mir  zu 
dem  Gaussischen  Beweise  folgende  Bemerkungen  hinzuzufilgen. 

Das  Product  m.ßC  ist  zuächst  das  Product  aus  der  Masse 
in  einen  dem.unendlichUeinen  Zeittheilcfien  t  entsprechenden  Raum 
oder  Weg;  man  kann  denselben  aber  an  die  Stelle  der  der  Zeit- 
einheit, entsprechenden  JBeschlenniping  ^  oder  vvenn  diese  p  zur 
Zeit  t  ist,  ipt^  für  p  setzen,  sofern  dann  blos  4r*  als  gemein- 
scbaßlicher  Factor  vor  das  Siunmenzeichen  in  (b)  tritt.  Denn  ob- 
schon  die  ia  obigem  Aiisdruck  des  Priocips  vorkommenden ^  zur' 
Zeit  t  erlangten  Geschwindigkeiten  v  Räume  liefern  von  der;  Form 
]t7r,  welche  also  nicht  das  Quadrat  von  t  enthalten  lyürden,'  so  «ind 
doch  in  der  That  die  verlornen  Kräfte  oder  die  dafür  substituirba- 
req  Räume  BC  von  jenen  Geschwindigkeiten  v  unabhängig »  was 
durch  die  Nacbweisung  der  verlornen. Kraft  in  JBC  überhaupt  er- 
hallen wird.  Sei  »u  dem  Behuf  (Taf.  IV.  Fjg.2.)^  ausgehend  voi)  dem 
dei^  Zelt,  t  entsprechenden  Ort  A,  AE  der  im  Zeittl^^chen  «zu- 
folge der  erUngten  Geschwindigkeit,  AF  der  in  demselben  Zeitin-^ 
tervall  zufolge  der  neuhinzutretenden  Kraft  durchlaufaBe  R^m» 
während.^OA  ^;ic  oben^  den  wirklichen  Weg  bedeutet:  so  stellt^ 
>¥enn  man  Jl^C  «um  Parallelogramm  ergänzt^  EC=^AG  die  wirk- 
«fam^j,  und  wenn  man  AGF  ergänzt,  FG^cz Äff.  die  yedofQe  Com- 
posante  der  beschleunigenden  Kraft  AF^  endlich  die  X)ia^onale 
AB  M  dem  Parallelogramm  aus  AE  und  AF,  den  im  Zeiitheilcheor 
T  frei  4nrchlaufenen  Raum  vor.  Diess  ist  aber  zugleich  die  Diago* 
niäle  in  dein  Parallelogramm  aus  AC  und  AH^  und  .daher  die  Ab- 
ienkung.ßC  voD  der  freien  Bewegung  parallel  und  gleich  der  ver- 
lornen Kraft  AH,  woraus  bereits  erhellt,  dass  B(fme  AF  eine 
Grösse  von^der  Form  Ipt^  ist.'  Noch  unmittelbarer  aber  ^eigt  sich 
die  Unabhängigkeit  d^r  G]:osse  BC  oder  AH  von  der  zur  Zeit  i 
erlangten  Geschwindigkeit  m:  ist  AC  der  AC  gleich  und  entge 

f engesetzt,  so  ist  AäR^MsLüte,eLUS  AB  mi  AC[\  zerlegt  man 
b^r  di^se  beiden  in  ihre  uoiüpösabten  zurück,'  welche  furjeue 
AE  und  AF,  für  diese  AE  und  AG'  sind,  d.  h.  die  der  ^JTund 
AG  gleichen  und  direct  entgegengesetzten  Grossen«  so  heben  sich 
nowM  AE  JxnA  AFj    als  €omposantfen  von    AH  auf.   —    Da  nun 

B C=  ipr*,  so  ist  allerdings  2m .  BC.  CD .  co* ö  =  1  *"  Smp .  CJD cos  S 
nach  den  citirten  Principen  null;  aber  da  sich  BC  zugleich  als  ein 
Unendlichkleides  der  zweiten  Ordnung  herausstellt «  so  müssen 
auch  BD  tmd  CD  als*  solche  dich  erweisen,  damit  (a)  homogen 
sei,  weil  .sp^qst  das  in, der  Gleichui^  fifi^. enth^ütene  .Qiied  als/ein 
Ünendlicliklei,ne^  höherer  Ordnung  aus  (a).  WjBgfieJe^.ufabbän^ 
vom  Prihcip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten.  Cs  ist  aher  «Pein 
mit  C  gleichartiger  Punkt  und  es  lässt  sich  für  ihn  die  vorige 
Construction  wiederholen,  indem  man  überall  D  an  die  Stelle  von 
C  setzt  und,  ausgehend  von  A,  die  gesehene  Anfangsgeschwin- 
digkeit AE  eben  so  bei  AD,  wie  hei  A  C,  concurriren,  aber  irgend 
eine  andere  beschleunigende  Kraft,  anstatt  AF,  hinzutreten  lässt; 
faiedurch  zeifft  sich  BD  als  eine  Grösse  von  der  Form  ip'^^9  ^o 
p*  eine  wiÜKührlich  andere,  nur  den  Bedingungen  des  Systems 
entsprechende  Besohlenpigaog  ist,  die  m  von  JBaqs,  anstatt  nach 
Cj  in  demselben  Zeittheilcheii  r  nach  D  führen  würde,-  uiid  alstda^n 
ist  auch  <^,  als  Resultante  aus  OB  und:  J?/j^.,. eine  Grösse.jynn 
derselben  Form,  nämlich,  wenn  it  der  im. Dreieck  BCD  iet  CD 

gegenüberliegende  Winkel  ist,  CD''=it^  (p^+p'*—2pp'cosX). 


iL  Eine  andere  Beiveisart  Verteilt  Earnshavir^  indein  er 
mit  dem  Baiembertischeii  Ppincip  .  die 'elatf sehen  and  dyoämUchiMi 
Ei9eDechafi»n'd#8  8chweTpunlEt8  verbindet,  dhrck  eine  raeclianie^^lie 
Construction  9  der  iifori^^lK  ich  wenigstens  nicbt  die  gehörige  Evi- 
denz ^  VolleiehbaTkeit  in  der  Anschainmg,  zuschreiben  kanii^  wel« 
ehe  sich  aber  auch  iimgehen  lässt.  Ausgehend  datjon^.dass  in  der 
Richtang  B€  die  Resultante  der  verlornen ^  oder  wieev  sich  pakf 
send  ausdrfickt,  der  Zwangslfffifte  (foree»  cif  restratnt»  restraining 
pf«ssures)y  auf  tn  wirkt,  mithin  ^C  der. Kaum  ist,  um  den  die 
Hesultante  das  Theilchen  m  in  der  unendftcklieineB  Zeit  r  ablenkt: 
so  denke  man  -sich  jetzt  «ämmtllehe  materiellen  P«ikte  des  Sy 
stems  ihrem  VerbaDoe  entnommen,  in  freiem  Zustande  an  irgend 
einem  Punkt  p  des  Raums  Tereinigt  imd  hier  ziunal  von,  den^resp. 
Zwangskrälten  gleichen^  Drucken  in  deren  .Richtungen  getrieben, 
so  wird  sich  jedes  Theilehen  m  von  ß  nach  einem  Punkte  vbewe^ 
gen,  so  dass  fiy  gleich  und  pandM  MC  ist.  Da  nun  die.  Zwange* 
Kräfte  von  der  Art  sind,  da^s  sie  Gleichgewicht  an  dem  System 
hervorbringen,  eemäss  dem  Dalembertischen  Princip,.  so  kOnnen 
sie  keinen  Einfass  ttnf  die  Bewegung  des  Schwerpunkttgt  ihaben, 
gemäss  dem  Princin  der  Erhaltung  des  Sohweipujikts,  es  bleibt 
mithin  poch  d^r  fi^hwerpunkt  der  Theilchen  m,  wenn  sie  in  den 
Punkten  y  sich  befinden!    Nach  einer  bekannten  Eigenschaft  des. 

Schwerpunkts  abefist  J5^/^,  folglich  aacfa  SmB(f  ein-Miliimum, 
d.  h.  der  Werth  dielser  Crit^sse  ist  kleiner,  als  wenn  die  Zwans^s- 
kräfte  kein  Gleichgewicht  hervorbrächten ,  wie  sie  es  nach  dem . 
Dalembertischen  Pnncip  sollen. 

So  scharfsinnig  und  wirklich  in  der  Natur  der  Sache  gegrün- 
det nun  die  Zuziehuns  dieses  Satzes  vom  Schwerpunkt  ist,  dass 
die  Summe  der  Pro^cte  aus  jeder  Masse  in  das  Quadrat  ihrer 
Entfernung  vom  Schwerpunkt  ein  Minimum  sei:  so  sehr  scheint 
mir  durch  die  Art,    wie  der  Satz  von  der  Erhaltung  des  Schwer- 

Sunkts  in  Anwendung  gebracht  mrd,  der  mechaniscIieB- Anschauung 
iw'ang  angethan  zu  werden.  Denn  so  sehr  die  Forderung  an  die 
mathematische  Abstractioo  zuzugestehen  ist,  sich  eine  beliebige 
Masse  in  einem  Punkt,  tmd  desgleichen  in  einer.  Linie ^  Fläche, 
vereinigt,  concentrirt  zu  denken,  so  unnatürlich,  ja  wie  eine  coo- 
tradictio  in  adjecto,  kommt  mir  die  Forderung  vor,  mehrere  ein- 
zelne materielle  Punkte  (oder  in  Punkten  concentrirt  gedachte  Mas- 
sen) in  freiem  Zustande,  unverbunden,  so  dass  jeder  für  sich  sich 
bewegen  kann^  als  in  einem  Punkt  vereinigt  sich  zu  denken,  viel- 
mehr bilden  mehrere  materielle  Punkte  dieser  Art  ein  System, 
und  es  müsste  daher  erst  bewiesen  werden,  dass  ß  der  Schwer- 
punkt dieses  »Systems  ist,  ehe  sich  begreifen  lässt,  dass  er  es 
oleibt.  Dass' nun  aber, /?  wirklich  der  Schwerpünlrt  der  in  den 
Punkten  y  befindlichen  materiellen  Punkte  ist,  folgt  aus  einem  rein 
statischen-  Satze,  den  Lagrange  in  der  analytischen  Mechanik,  im 
5ten  Abschoitl  der  Statik  (T.l.pag.^107},  als  von  Leibnit  z  aufge- 
ge^teUt,  anführt  und  aus  seinen  Tormein  herleitet  Der  Satz  be- 
geht darin ,  dasis ,  wenn  mehrere  *  Kräfte  hx\  einem  Punkt  §Ic)i 
Gleichgewicht  halten,  und  von  diesem  Punkt  aus  Linien  gezogen 
werden,  die  nach  Grösse  und  Hiehtung  jene  Kräfte  vorstellen,  der 
betreffende  Punkt  der  Schwerpunkt  ehjcn  so  vieler  (als  Kräfte  vor- 
handen sind),  in  den  Endpunkten  jener  Linien  angebrachter,  glei- 
cher ]\Iassen  sei;  und  man  kann  ihn  dahin  erweitern:  wenn  ttiad 
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jede  der  staüscheii  Kräfte  P^  dieae  eioem  Pntokt  mek  GUkhge- 
wicht  halten,  durch  ein  Produet  mp  vorstellt^  wevieif  der  «ine  Fattbr 
m  als  eine  Masse ,  der  andere  p  als  ^ine'Besehleanigubg»  CMler 
als  ein  in  einer  genrissen  Zeit  fknrchiaufinief  We^  betradh&t  wcis- 
den  kann ,  so  ist  jener  Punkt  der  Sehwerpunkt  der  in  den  Entfer- 
nungen p  Toa  ihm  angebrachten  Maflisen  m,  jene  Entfernungen  in 
Rlchtnng  der  gegebenen  &äfte  genommen;  und  dann  ist  nach  einem 
aweiten  statischen  Satee,  dem  ron  fiarnshaw  citirten,.  JS*»/»*  ein 
Minimmn.  'Indem  ich  den  Beweis  d^s  so  gestellten  Satxes,  sawJe 
des  letst  erwähnten,  in  die  Beriobtigung  des  englischen  Beweises 
ffir  unser  Princip  einflechte,  besteht  dieser  nuniniriir  aus  folgenden' 
Momenten: 

1)  Dem  Princip  der  Erhaltung  des  Schwerpunkts  zufolge  koi^ 
nea  die  Zwangskränie,  die  an  dem  j^tem  vetmOgedesDaleniheJr- 
tischen  Princips  sich  Gleichgewicht  halteik;  keinen  Einfluss  auf  die 
Bewegung  des  Schwerpunkts  bähen,  sondern  müssen  sich  an  dem- 
selben ,  mithin  überhaupt  an  \»inem  Punkt  ß  des  Raums  Gieiebge- 
wicht  halten*).  Setzt  man  daher )\wie  in  Nro«  L  jSCz=/?x=^v/^'.< 
und  sind  a,  6,  e  die  Winkel  der  Linie  fty  mit  drei  rechtwitikligen 
Axen  der  or,  y,  z,  so  drücken  die  Ciieichungen       '  t  .. 

(a)    JS'mpcosa^O,  -^mpcoi^d=0,  ^mprcoßC'=i:0 

* 

das  Gleichgewicht  der  Zwangskräfte  m.BC  fVPk  Punkte  ß  aMS. 

2)  Sind  alsdann  I,  17,  £  die  Coordios^a*  des  Punkts  ß  und 
Xf  ffy  z  die  irgend  eines  der  Punkte  >".,  so  }st  , 

Ji^^lp^r^r^{x^ly^{y^vt^r{^-^y 
und  / 

Jpr*  4/>^*  \pt^ 

ans  den  vorhergehenden  Gleichungen  (a)  wird  daher: 

(f)    -an(a:-S)=0,   Ji»«(y-,)=0,  -25'i»(2-t)  =  0,    . 
und  diese  geben 

t     2mx  ^y    Z     2mx 

wonach  der  Punkt  /?,  dessen  Coordinaten  £5  ^,  ^  sind,  der  Schwer-  . 
punkt  der  materiellen  Punkte  m  ist,  deren  Coordinaten  or,  ^,  z^  d. 
n.  der  in  den  Punkten  f  befindlichen  Massen  m"*^. 


*)  Oder  einfacher:.  Da  die  Zwangtkräfte  nach  dem  Dalembertitchen 
Princip  an  dem  gegebenen  System  Gleichgewicht  hervorbringen ,  so  müs- 
sen sie  insbesondere  die  fortschreitende  Bewegung  des  Schwerpunkts  auf- 
heben, midiin  an  einem  Funkt  sich  Gleichgewicht  hlilten. 
**)  Da  man  nun,  anstatt  mp^^P,  m*'p*:=^P'  u. s.  w.  zu  setzen,  auch 
setzen  kann:  P=mqf  P^rrm^'^..,  d.  h.  alle  diese  Massen  als  gleieh  an- 
nehmeb,  so  erhftit  man,  wenn  n  die  Anzahl  derselben  (oder  der  Krifto P): 

1*  1  1 

7h  n    ^,  n 

in  welcher  Form  Lagrai^e  am  citirtea  Ort  diese  Resultate  herleitet,  als 
Ausdruck  des  Leibnitzisehen  Satzes.  .  . 


2^3 

;i)    Da^  die  erstoo  Tkeile  der.  Gleiebangsn  ifi)  die.i»rtMlcB 
Ableituttgen  nach   S,   ij,  f  von  der  Fnnctiofi  j-^/ip^  sind,  mit  ent- 

eegengesctziem  Zeichen  genonneDy  und  da  die  zweiten,  nämfidi 
m  einen,  wo  zweimal  nack  der  näiikHeJien  Variable  differenzirC 
wird,  Mimntiich  auf  die  wesenHieh  positive  Grosee  ^m,  die  andern, 
wo  nach  zwei  verschiedenen  Variabein  differenxirt  wiitl,  6änimtH<ih 
auf  Null  sich  redueiren:  so  sind  alle  Beifiogungen  erAlMt,  welche 

jene  Function,  mithin  JSm.BC^,  zu  einem  Minimum  machen  in 
Besiehung  aut  S,  r^»  ?>  d.  h.  kleiner,  als  wenn  f,  17,  ^  nicht  die 
dem  Schwerpunkt  entsprechenden  Werthe  hätten  5  mithin  kleinet, 

als  wenn  die  Zwangskräfte  m.  BC  nicht  an  einem  Punkt,  also  auch 
nicht  an  dem  System  sich  Gleichgewicht  hielten*). 

IIL  Vergleichen  wir  nun  die  beiden  Beweise,  so  gehen  beide 
gemeinschaftlich  von  dem  Fundamentalprincip  der  Dynamik,  dem 
Gleichgewicht  der  Zwängskräfte  aus,  unterscheiden  sich  ab^r  darin, 
dass  der  GUussische  dieses  Gleichgewicht  mittelst  der  all&;e- 
meinsten  Bedingung  des  Gleichwichts  iti  Anwendung  bringt,  die 
in  dem  Verschwinden  der  virtuellen  Momente  besteht,  der  von 
Earnshaw  dagegen  mittelst  einer  partiellen  Bedingung,  Welche 
^  hloss  die  Aufhebung  der  fortschreitenden,  Bewegung  zur  Folge  hat 
So  innig  und  zierlich  nun  hier  die  Beziehung  unseres  Minimums 
zu  demjenigen ,  welches  der  Schwerpunkt  darbietet,  erscheint,  so 
Ist  dieser  Beweis  doch  keineswegs  allgemein  und  passt  zunäcj^st 
bloss  auf  freie  Systeme,  wo  die  Zwangskräfte  die  Bedingung  erfül- 
len müssen,  an  einem  Punkt  sich  Gleichgewicht  zu  halten,  was 
nicht  mehr  der  Fall  ist,  wenn  das  System  einen  fixen  Punkt  oder 
eine  fixe  Axe  enthält:  so  dass,  seHte  sich  überhaupt  in  allen  Fäl- 
len 2m. BC*  auf  JSmrl  (wo  r«  "die  Entfernung  der  Masse  vom 
Schwerpunkt)  zurückführen  lassen,  diess  in  den  genannten  Fal- 
len besonders,  oder  allgemein,  geschehen  müsste,  dann  aber 
wohl  nur  mittelst  des  Princips  der  virtuellen  Geschwindigkei- 
ten geschehen  konnte.  Hiernach  kann  man  behaupten,  dass 
der  englische  .Beweis  bloss  die  Nach  Weisung  des  Princips  an 
einem,  obwohl  viele  Fälle  unter  sich  begreifenden  Beispiele 
ist,    dergleichen    wir  in    §.  2.    an   einem    andern    Beispiele    all- 


*)  Man  kann  diesen  Satz  vom  Schwerpunkt,  da««,  wenn  r«  dieDistaiiz 
eines  der  materiellen  Punkte  m  Tom  Schwerpunkt,  2inr^  ein  Minimum 
sei,  auch  ohne  Differenzialrechnnng  so  zeigen:  es  seien  Xq=:x — £, 
y^-^y  — 17,  «o=* — f  die  Coordinaten  Ton  m  in  Beziehnne  auf  den 
»diwerpunkt,  also  r;=t=3cJ+^5  +  xJ,,  ebenso  i?«=£»*+^*-f-z«,  uiyd 
(,*=£4^«+fS   so  ist: 

JK»-' -  rj) = 21»  ((», +6  )«  -  X«  +  (y  o  +  V)*  -  75 + («0  +  f  )• -• «?) 
folglich ,   wegen 

» 

^itl«,,:=JVltyo  =  -^«o^=^>     -2lr»(r«-*.|f)  =  ^«Jls«^0, 

I 
was  auch  der  Coordinatenursprung  sein  mag. 

16' 
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gemeinerer  Art  lelgen  werden,  das«  aber  der  allgemeine  Beweie 
mit  Gauss  durch  die  allgemeine  Formel  der  Dynamik,  die  Ver- 
bindung des  Dalembertischen  Princips  mit  dem  der  virtuellen  IGe- 
schwindigkeiten ,  gefuhrt  werden  rnuss.  Dann  nur  ist  das  Princip 
des  kleinsten  Zwangs  auch  hinsichtlich  ^iner  Folgen  allgemein 
aufgestellt,  so  dass  es  gleicherweise  der  Herleitung  sämmtlicher 
^wegungsgleichungen  ein^s  gesehenen  »Systems  zu  Grunde  gelegt 
werden  kann,  wie  das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  m 
seiner  Anwendung  auf  das  Gleichgewicht  der  verlornen  Kräite; 
denn  aus  dem  Gaussischen  Beweise  erhellt  unipittelbar,  dass  man 
umgekehrt  vom  Princip  des  kleinsten,  Zwangs  zu  jener  allgemeinen 
Formel  der  Dynamik  gelangt. 

'  "Wie  man  vermöge  des  Dalembertischen  Satzes  aus  leder  dy- 
namischen Formel  eine  statische  ableiten  kann  und  umgekehrt,  so 
ist  nach  Gauss  das  Gleichgewicht  nur  ein  besonderer  Fall  des 
allgemeinen  Gesetzes,  indem  dann  bloss  die  Punkte  A  selbst,  als 
der  Gleichgewichtslage  entsprechend,  an  die  Stelle  der  Punkte  C 

treten,  und^.iO*  ein  Minimum  ist.  Diess  heisst  in  der  That 
soviel  als:  in  der  allgemeinen  Formel  der  Dynamik  alles,  was  sich 
auf  die^  wirkliche  Bewegung  zur  Zeit  t  bezieht.  Null  setzen,  im 
Falle  die  am  System  wirkenden  Kräfte  selbst  sich  Gleichgewicht 
halten;  übrigens  lässt  sich  auch  der  Beweis  ganz  auf  oieselbe 
^eise  führen,  denn  entspricht  D  einer  virtuellen  Lage  des  mate- 
riellen Punkts  nt,  so  dass  AD  mit  AB  in  Bezug  auf  die  Grösse 
gleichartig  ist,  so  liefert  das  Dreieck  BAD^  wie  a;uvor  BCD^  die 
der  (a)  ähnliche  Relation 

{c)  2m.(BD^-BA^^)  —  :»mAb''-%^ml^^  . 

indem  w  der  Winkel  zwischen  der  Richtung  der ;  freien  Bewegung 
AB  ooer  der  der  Kraft  und  zwischen  dem  virtuellen  Weg  AD^ 
und  mit 


^mBA  ,AD.  cos  9=0 
reducirt  sich 


:smBD-JmBA' 

auf  die  wesentlich  positive  Grösse 

Auch  hier  ist  alsdann,  was  bereits  durch  die  Forderung  angedeu- 
tet ist,  dass  AD  der  Grosse  nach  gleichartig  mit  AB  sein  soll, 
zu  bemerken,  dass,  da,  wenn  wiederum  p  die  an  m  wirksame  be- 
schleunigende Kraft  4st  und  r  das  unendlich  kleine  Zeitintervall. 
AB=:ipr*  ist,  auch  der  virtuelle  Weg  AD  ein  Unendlichkleines 
zweiter  Ordnung  in  Beziehung  auf  r  sein  muss ;  was  sich  in  der 
That  auch  dadurch  rechtfertigt,  dass  die  Grossen  AD  als  die  im 
Zeitintervall  r  durchlaufenen  Wege  zu  denken  sind,  wenn  andere 
beschleunigende  Kräfte  q  an  die  Stelle  der  in  den  Punkten  A  sich 
Gleichgewicht  haltenden  Kräfte  p  treten.  Man  vergl.  übrigens 
§.  2.   fll.  u.  §.  3.   I.  .      ^ 
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5/2. 

^  Wir  prüfeu  nup  das  Princip  des  kleinsten  Zwangs  direct  an 
«ioi^eii  der  etnfadisten  Beispiele,  so\iohl  von  Bewegung,  als  von 
Gleichgewicht. 

I.  Um  für  die  Bewegung  eines  Systems  den  möglichst  ein- 
fachen Fall  zu  nehmen 9  so  wird  dazu  oamentlich  erfordert,  dass 
•ämmtliche  Punkte  A,B,  C,D,E  für  jeden  der  materiellen  Punkte 
in  die  oämlicbe  Gerade  fallen ;  wir  nehmen  daher  zwei  ungleiche 
Massen  m,  m'  an  den   Enden   eines   um  eine  eewichtiose  fiolle 

ae  aer  Punkte 
Masse  m  und  der  entsprechenden   Ä'B'C'iyE'  für  die  Masse  m! 


fehenden,  gewichtlosen,    absolut  biegsamen  und  unausdehnbaren 
adens  an  und  legen  die  Anordnung  der  Punkte  ABCDE  für  die 


nach  (Taf.  IV.  Fig.  3.)  zu  Grunde:  so  sind  nach  der  Natur^  des 
Systems  alle  Abstände  der  übrigen  Punkte  von  £  auf  der' einen, 
4enen  von  JE?  auf  der  andern  Seite  gleich  und  haben  entgegenge- 
«etzten  Sinn,  ausgenommen  EB  und  E'B'y  die  beide  dem  Sinn  der 
Schwere. entsprechen.    Nun  Ist  hiernach: 

BÜ=^EE-EC,  £rl7=zEW+EC, 

lSp*-lS^=^'ÜlP~2.Vß.(EB-EC), 
WD*  -  WÜ'  =cD*+2 .  eS"  (£2+  E^, 

folglich  die  Grosse 

Ji«.(S5— SÜ'Mw+w')- C5'+2(tM+in')-  C5.EÜ-2(m-m')  CP.EB 

Ist  aber,  wie  gewöhnlich,  g  die  Beschleunigung  der  Schwere 
und  T  ein  Zeitintervall,  das  in  unserm  Fall,  mit  allen  vorhergelien* 
den  Linien,  eine  beliebige  endliche  Grösse  haben  darf,  so  ist 


m—m' 


'^     '  *m+m"^ 

mithin 


m  —  m' 


EC r-7£Ä=0. 

m+m' 

und  folglich 

.:hn.BlP-.^.'S(f-(m+m')CD*  =  2m.7TD^>0, 


was  auch  die  willkührtiche  Linie   CD  sein  mag ,  vvofern  sie  nur 
in  Richtung  4®s  Fadens  genommen  wird,  und  somit 
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mB(f  +  m'B'C 

ein  Minimum. 

Führt  man  die  Werthe  von  EB,  EC  in   den  Ausdruck   ein, 

«1» jn 

welcher  ein  Minimum  sein  soll,  so  hat  man»  indem  man  — = — ^ 

m-[-m 

=zfk  macht 

folglich 

^ft.5If=(m(l~iii)»+i»'(l+M)*)^. 

und  man  geht  liiervon  offenbar  zu  2m. B3^  über,  indem  man  für 
(kg  eine  andere  Beschleunigung  (i(*+a)^  substituirt,  die  ebenfalls 
dem  Faden  entlang  wirkt,  wo  a  eine  willkührliche,  positive  oder 
negative.  Grosse  ist,  woraus  man 

1     S    4 


4     ' 

d.  h.  Sm.CD  erhalt;  indem  eben  CD=^\agt\  Bieraus  erhellet 
aber  auch,  dass  ma^»  Behufs  der  Nachweisnng  des  Minimum's 
durch  Differenziälrechnuug,  in  Beziehung  auf  /«  zu  diflPerenziren 
bat,  und  da  die^  zwei  ersten  Ableitungen  ^tg[er  Grosse  nach  /« 

(-»i(l-iit)  +  wi'(l+Ai))2!l!und  (m^m')3^ 

4  4 

rind,  wovon  die  eriste  vermöge  des  Werths  von  /«  Identisch  null, 
die  zweite  wesentlich  positiv  ist,  so  ist  auch  von  dieser  Seite  das 
Minimum,  bei^ätigt. 

Will  man  endlich  das  iRrincip  dazu  anwenden ,  die  Beschleunig 

fungan -dem  System  erst  zu  finden,  so  seien  %,%'  die  Abstände 
er  Punkte -4,-3',  zur  Zeit  t,  vom  horizontalen  purchmesser  der 
Rolle,  also,  weil  überhaupt  die  Bedingung  d:es  Systems  ^1*==— ^ 
ist  9  entsprecbend  dem  ^eitintervaÜ  r,.  ' 

folglich 

mithin  die 'Grüfi(sc^  die  eip  Mtmmum  seki^g^U;  . 


•m 


\ 
I 
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Ihre  erste  Ableitung  nacfa  der  wirkllciten  Beschleuciigimg  -^   ge- 
DOmmeDy  wie  zuvor,  giebt  zunächst:  ^ 

woraus,  da  diese  Gleichung  uni|lihängig  von  der  Grösse  des  Zeit- 
intervalls  r  gelten  muss : 


-«r^-S>+'"'^«'+S)=o 


folgt  9  mithin 


Da  sofort  -—=0»  und  desgleichen  alle  folgenden  Zeitableitungen, 

so  reduciren  sich  obige  Ausdrücke  auf  ihre  ersten  Glieder  und  die 

zweite  Ableitung  {m-{-m')  -p  zeigt,  als  wesentlich  positiv,  ein  Mi- 

nimum  an.  i 

II.    Bas   Princip   findet  übrigens   auch  seine  Anwendung  auf 

einen  einzigen  inaterielIeD  Puo^t;  auch  hier  ist  m,B(f  y  mithin, 
abgesehen  vom  Zeichen,  BC  selbst  ein  Minimum.  Diess  erhellt 
bei  der  freien  Bewegung  von  selbst,  wo  BC=0,  bei  der  gezwun- 
genen aber  weist  es  sich  allgemein  auf  eine  sehr  einfache  Weise 
«ach ;  bei  der  Bewegung  eines  Punkts  auf  einer  scUefen  Ebene  unter 
dem  Einfluss  der  Schwere  z.  B.  ist,  nach  der  unmittelbaren  geome- 
trischen Construction  (Taf.  IV.  Fig«  4.)  BC  normal  zur  schiefen  Ebene, 
mithin  die  kürzeste  Linie  von  %  nach  derselben ,  und  zwar  ^  für 
beliebige  endliche  We^e  oder  ein  endliches  Zeitintejfvall  r.    Diess 

filt  aber  offenbar  von  jeder  Bewegung  dieser  Art,  was  auch  die 
lache  oder  Curve  sein  mag,  an  welche  dieBeweping  des  Punkts 
gebunden  ist  und  was  för  Kräfte  dabei  im  Spiel  sem  mögen,  Sofern  * 
im . AJIgemiBftfleq  diM»  Zeitinterv^ll  unendlich  klein  genconroef»  wird; 
denn  die  verlorne  Kraft  ist  hier  immer  ein  Normalanick  äüf  jene 
Curve  oder  Fläqhe,  also  BC  normal^  mithin  die  kürzeste  Linie 
von  B  aus  zu  ders^ben,  auf  der  ja  auch  die  eompatibeln  Punkte 
D  lieffen  müssen. 

Um  auch  hier  in  dem  einfachsten  Beispiel  dieser  Art,  w<> 
nämlich  der  vorgeschriebene  W^  geradli^g  ist,  die  Differenzial- 
gleichung  des  Minimums  zur  AulDfidung  der  Beschleunigung^  anzu- 
wenden, 80  seien  a:,y  die  Coordinaten  des  Punkts  in  Beziehung 
auf  zwei  r^htMukügeAxen',  die  der  -positiven  j^  te  Sime  ./der 
Schwere 'genommen ,  und  «  der  auf  der  schiefen  f^oen»  znr  Zfeiii 
darchliHifefie  Weg,  alse  wenn  «  der  Winkel  der  sditei«^  EiMMW 
mtt  4h  Ricktaig  dei  SuhiMere  ist>  offfffsrnna,  ly^^^fQS«» 


^^=(S  T+->v^+(^^-^>TT--)' 


'« 
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tvoraiis  durch  Differenziation  nach  -j-^,    weil   die  Ableituo^s;  uoab- 
hingig  voo  r  v.rsch«l.d.„  mnas.  * 


—  sin2a-((7-^co«a)'COSa=0, 


d.  h. 


=  (r/C08a 


folgt,  und  die  zweite  Ablei^ng  reducirt  sieh,  weil  die  hohem  Ab- 
leihingen.von  s,  mithin  auch  von  x,  y  nack  i  verschwinden^,  auf 
die  pDäitive  Grösse 

(  sin  *a  +  cos  %  )Kr  • 

|1I.    Was   nun  das  Gleichgewicht  betrifft,   für    welches    das 
Princip  des  kleinsten  Zwangs  2m. ÄS*  als  Minimum,  inithin 

:Jm(ÄS*-Z&*)>0 


festsetzt,  so  hat  man  im  ersten  unserer  Beispiele  (Taf.IV.  Fig.S.)^ 
indem  man«  um  die  Figur  nicht  ändern  zu  müssen, \E,£'  anstatt 
A^  A'  als  die  GleichgewichtspiStze  betrachtet;, 


BD=zBE-'ED,     B'iy^^l^+ED, 

^  * 

folglich 

aber  beim  Qleiehgewicbt  ist  »9=»»',  folglich 

.a» .  (!BS« -:gZ* ) = 2m .  JEZP  >.0. 

Zu  «ioem  zweiten  Beispiel  diene  ein  Hebel  (Fig,  IV.  %aL6^,  »wo  in 
den  Lagen  A,A'  zwei  Massen  m,nt'  an  dea  Ajrmen  a,.a'  sich/Gleich^ 
gei<^icht  halten,  wofiir.  die  Bedingung  .W=^i>».'a'  ist«  Nun  ist  wie*« 

derum  AB's=A'B\  ferner,  wenn  6  der  DrebungtfwhiiEel-  deb  Bebels 
aus  der  Lage  AA'  in  die  Lage  DD*  ist, 

^/>=2rtsinlö,    >Zr=rV8in4^, 


U9 

0 
I 

mithin,  da  in  den'  Dreiedcen  BAD,  B'A'.jy  die.  Winkel  an  A 
und  A'  resp.  \b  und  Vily  —  \d  stnd^. 

#S'^=35*+4a'Äwn»4(r+2o'-^-8Üid; 

JSm(BD^ -^  ä3*)=^ W.32>* -2(i»iii~ia'a') •  ZB, rine^, 

wo  das  zweite  Glied  zufolge  der  Gleichgewichtsbedinguog  verschwin- 
det, das  eitete  aber,  indem  man  die  Länge  des  ganzen  Hebels  mit 
/,  das  gemeinschaftliche  Prehungsmoment  mit  /«  bezeichnet^ 

jiii.Z5*==4(iHa2+mV«)8in5^16==4/i/8innd  .    ', 

wird,  mithin  ,   \ 

.-»» (  ä;D*  -  KI^)  =  4Ai/sin2 1  a  >  0. 

In  beiden  Beispielen  ist  AB:=A'B' :=z\gt^,  also  die  Mmi^ 
mumsgrusse 

1.  4  •       ■    . 


WO  sich  zunächst  nicht  absehen  lässt,  wie  und  nach  was  2ie  diffe- 
renzirt  werden  sollte,  um  auf  diesen  Wege,  bei  vorausgesetzter 
Gletchgewichtsbedingung,  das  Minimum  zu  constatiren,  oder,  bei 
vorausgesetztem  Minimum ,  die  Gleichgewichtsbedingung  herzulei- 
ten ;  allein  da  diese  Differepziation  dem  Uebergang  von  iA  zu  BD 
entspricht,  wobei  sich  bloss  der  Punkt  A  ändert,  während  J^  der 
selbe  bleibt,  so  sind  erst  die  Coordinate«  des  Punkts  A  einzufüh- 
ren ,  um  die  Diff^renziatioi»'  Vollziehen  zu  können.  Seien  daher  im 
ersten  Beispiele  Zo>^'o  die  vertikalen  Ordinaten  der  Qleichgewichts- 
plätze  £,£%  ]und  %,J  dii?  der  Punkte  B,B',  so  i^ 

BE^z-2^,  B'E'=2'-^2'^y 
folglich 

'^ni.BE*=m(t'^i\)*+m'(z'-z'^)*^r' 

und  wenn  man  nach  z^  dilTerenzirt ,   so  sind   die  zwei  ersten  Ab- 
leitungen 

-2m(i-».)-2m'(z'-i'.)^, 

aber   vormoge  der  Bedingung   des   Systems  ist  Zo*f  2' o  ==  ^^^t., 
folglich  >       .1  ...     ..  . 


; 
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*^=_i;/«!^=o. 


dz. 


dz% 


Grösse  4m. 

Bezieht  mau  im  zweiten  Beispiel  die  Punkte  A,A',  ByW  ^üf 
zwei  rechtwinklige  Axen,  der  x  und  y^  so  dass  der  Ursprung  im 
UmdxehuDffspiinbt  des  Hehels  lie^t,  und  die  Aae  der  positiven  x 
mit  dem  Hehelarm  a  in  der  Gleichgewichtslage  den  Winkel  a,  also 
mit  dem  aqdern  af  den  Winkel  IW^-f«  macht,  geiiitss  der  BfNÜn- 
guog  des  Systems:  so  ist/ wenn  Xq,Pq  vtiiA  x^y  die  OnordioaleB 
von  m  in  den  Lagen  Ä^B,  elienso  o/^^p'^  urid  ^*\^  die  von  wt 
in  den  Lagen  A.^  B'  sind,  Jnd^m  sqwohl  AB  als  Ä'B'  die  Win- 
kel 90^ -{-a  und  A  mit  den  Axen  der  positiven  x  und  y  machen, 

AB, sin a=-'(x-^Xo),  A'B' . sin a =  —  (a;' — x'o) ; 

AB.  cos  ö6 =y  — 5f  0  >  3*^ .  cos  ocS=y'— y'^, ; 

folglich  hat  man,  wenn  man  in  Beiziehnog  auf  a  differenzirt,  aber 
bloss  die  auf  die  Punkte  A,  A'  sich  beziehenden  Coordinaten  variiren 
lässt,  in»  ,  .  .        . 

und       f   •  .'       ^ 

-2m((:r-a:.)^-H»-y.^)-9m'((^-*J(^+^-^'.)Ä,) 


die  beiden  ersten  Ableitungen.    Nun  ist 


a:o=  acos  «, 


4=S=;r--«coSa 


,i'    4    »1» 


y^ziz  a  sm  a. 


^=  «««-'  ^  =-««»«'' 


I  ■ '  I   I 


^'o=— a'coa«,  ^^^ 


a  sma,  ° 


rfa« 


ff« 


=a  cos«; 


cos«. 


^y'oi:,. 


da^ 


I 

wodurch  die  vorhergehenden  Ausdrucke  werden 


a'  sin  a ; 


Ml- 

*  \ 

\ 

I 

uod 

2(nio>  +  if»V*)+2ina((y— yo)slna+(a:  — ^o)co$a) 

-2m'a'((y'— y'o)»«n«+(^'-a;'o)c|Mia)5 

aber 

■ 

(y'^Jf'o  )  cos  a  —  (a:'  —  a'o  )  «in  a= -4'fl' ; 

mithin,  wenn  man  nunmehr,  nach  vollzogener  Differenziation,  auf 
AB:si:A'IV=siigit»  Rfloksichl  Dknmt,  so  re4ucirt  sich  dw  erste 
AhWtuDgauf— (wia—  wiV)^r*,  mithin  auf  Null,  Trenn  ma — wi'o'=0, 
die  zweite  auf  . 

mitbi»  unter  derselben  Bedinguog  auf  die  pe«itlve  GfSsse  i/J, 
indem  wiederum  ma:=^fn'a':=zfA^i$-^^a':^l  eesetzt  wird. 

'  AuiJ)i  in  diesem  Beispiel  des  Hebels  durfte»  die  Räume  Aß, 
Ali  oder  das  ZeitintervaU  «  in  beliebige  endlicher  Grosse  voraiis- 

Sesetst  werde»,  wie  m  de»  Torhergeheades  FäUkn  det  Rolle  uimI 
er  schiefen  Eb^pe;  übrig«»ps  findet  s wischen  diese«li  und  jene» 
der  ÜBterschied  statt»  dass,  während  dprt  bei  der  Anwendung  des 
Prinelps  der  viftuellen  Gescbvindigiceiten ,  die  auf  die  Richtung  der 
K>älle  au  projicirend^n  Weae,  welche,  die  Punkte  des  Systeu^ 
bei  eiDf^r  Verrüdcung  des«elbeD  aud  der  deicb^ei^icbtslage  dureb* 
biuXeo^  endlich  sein  dürfen»  diess.  beim  Hebel  nttebt  ^It,  wohl  aber 
gehört  dieser  au  den  Fällen,  wo  statt  ihrer  Prqjectionen  die  y4r- 
tselleo  Weg#  selbst»  und  diese  4«nn  in  eiidlicb0r  Grosse,  genom'- 
W0II  m^iim  dMen. 


0»,  den  Bemerkunffen  In  §,  1.  IIL  lofoige,  umdasGaiissIsehe 
Priucip  aus  dem  DatemDertlscl»e»  In  gehöriger  AH^^mehiheH  her- 
sttleiten ,  das  von  leteterem  festgesetzte*  GSIeich^eiwicht  der  teribr-' 
uea  Mi-ifte  anS  die  eU^MMiiist»  Art,  d.  h,  rastetet  decr  Pritfeips 
der  Tfrtaellca  C^sobtvimdigkMen  in  An#eDdaog  »u  brivgen  ist^  s^ 
sott  imn  geage^fti werden,  wie  der  alllzein«ii»e  anatyliseb»  Auedi«eic 
des  Gaussischen  Satzes  durch  die  aifgeiiieine  Formel  der  Dynamik 
sich  bestätigt,  welche  das  Verschwinden  der  Summe  der  virtuel- 
len Momente  sämmtlicher  verlorner  Kifaße  aussagt  Sie  bedarf 
übrigens  zuvor  einiger  Erörterungen,  die  wir  in  diesem  Paragraphen 
vornehmen. 

L'  fieltannlKch  wird  sie,  fndem  man  all»' lenkte'  des  Sgwiems 
auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  betiisM,  WfdaUe'  aa  den* 


2^ 

selben  wirkenden  Kräfte  auf  ihre  Azenprojectioiien  xurückführt,  so 
dargestellt: 

^  j(^-^)'-+  (»'~^>^+  (^-^^'"l  =0. 


wofür  wir 


{l)^[(X^-^)Sx]^0 


I 


schreiben,  indem  wir  sofort  überhaupt  zur  Abkürzung  jeden  aus 
drei  Gliedern  bestehenden  Ausdruck,  welche  der  Reihe  nach  den 
drei  Coordinaten,  oder  auch  ihren  drei  Paaren,  entsprechen,  durch 
ein  einzi|;es  dieser  Glieder  voreitellen,  das  wir  in  eckige  Klammern 
einscMiessen.  In  diesjer  Formel  sind  für  die  Zeit  t  und  irgend 
einen  der  materiellen  Punkte,  dessen  Masse  m  ist,  w,  y,  x  seine 

Coordinaten,   also  ^-^,-5^^,-5^  seine  wirkliefaen  fl^m  Systemver- 

bände  entsprechenden  Beschleunigungen  nach  den  drei  Axen,Jf,  F,  Z. 
die  Axenprojectionen  der  an  ihm  unabhängig  vom  Systemverbande 

wiilcenden  beschleunigenden  Kräfte,  also  -^— '-t^»  F— -,-^>Z-^   J^ 

seine  verlornen"'Kräfte ,  endMcfa  9:1,  9y,  Sz  seine  sogenannten  vir* 
tuellen  Geschwindigkeiten  >  projicirt  auf  die  Uref  Axen,  und  eben^ 
damit  auf  die  Richtungen  der  Kräfte,  die  sich  Gleichgewicht  halten 
sollen.  Es  handelt  sich  nun  zunächst  um  die  genauere  Feststellung 
der  Bedeutung  dieser  Grössen  im  Geiste  der  Funetionsreqhnune, 
da  sie  gewöhnlich  im  Sinne  der  Infinitesimalmelhode  als  Cnend- 
licbkleine  betrachtet  werden.  Gehen  wir  zu  dem  Behuf  auf  die 
Aussage  des.Princips  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  zurück,  so 
verlangt  dasselbe  dem  System  eme,  im  Allgemeinen  unendlich- 
kleine,  seiner  Natur  compatible,  Verrücküng  aus  der  Gleichge- 
wichtslage zu  ertheilen,  die  "Wege,  welche  .dabei  die*  einzelnen« 
Punkte  des  Systems  durchlaufen,  auf  die  Richtungen  der  Kräfte; 
welche  an  ihnen  sich  Gleichgewicht  halten  sollen ,  oder  beide  auf 
eine  gemeinschaftliche  Richtung  zu  projiciren ,  alsdam» '  sdti  die 
Summe  der  Producte  aus  diesen  beiderlei  Projectionen  und  den 
«  Massen,  d.  h.  die  Summe  der  virtuellen  Momente,  verschwinden. 

Die  Axenprojectionen  der  unendlich  kleinen  Wege  oder  die'  der 
Verrückung  entsprechenden  unendlich  kleinen  Variationen  der 
Coordinaten  werden  nun  gewöhnlich,  mit  Sx  u«  's.  w.  hezetohinftt  und 
als. die  virtuellen  Geschwindigkeiten  betrachtet;  wir  müssen  aber 
virtuelle  Wege  und  virtuelle  GeeehwiiMitglEeit  unterscheiden-,  und, 
wenn  desshalb  Da:  einen,  zunächst  endbeaen  oder  itnendlicfckleineo, 
Zuwachs  von  a:  (da  es  auch  Fälle  giebf,  wo  ^e  vhi»»ilen  Wege, 
endlich  sein  dürfisn^- bezeichnet,  als  nädhsten  Avsdmck  der  obigen 
Aussage  des  Princips  aufstellen: 

mJm[(X-^)Dx]=0,  •     - 

~    wQ  'nun  l>a?  eine  Grosse  ist  nach  Art  von  Jx^i.mvr  dass  Jx  der 
wirklichen  Bewegung  des  sich  selbst  überlassenen  Sjultems- w  Sh- 
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E«Bd  dM  ZritiDtelrails  Jt  entsvrieht,  Dx  abM  einer  wUtkMirilciieii, 
Dur  compatibelQ  VerrAckiiDg,  einer  virtaellea  Bewegung.  Man  ver- 
wandelt aber 

dx  ^M.  .  d^x  Jt^  . 

inDx,  wenn  man  an  die  Stelle  der  durch  die  wirkilche  Bewegung 
bestinunten  Zeitableitungen  -j^,  -^y^,  u.  s.  w.  willkührliche  Functio- 
nen der  Zeit  jsetzt,  nur  mit  der  Einschränkung,  dass  sie  an  die 
Bedingungsgleichuneen  des  Systems  gebunden  sind,  so  dass  also^ 
wenn  man  diese  wiJIkflhrlicheh  Grossen  nach  dem  Gebrauche  der 
Tariationsrechnung  mit  8x,  8^x  u.  s.  w.  bezeichnet. 


Dx^^ikß^Jt+S^x.  -Ö-+- 


gesetzt  werden  kann ,  wo  Jt  bloss  als  ganz  willkührliche  Fortschrei- 
tungsgrösse  diente  die  nach  Umständen  endlich  oder  unendlich, 
klein  zu  nehmen  ist,  und  so  den  Grössenrang  von  Dx  bestimmt. 
Diess  ist  dem  Geiste  der  Variationsrechnung  ganz  gemäss,  wonach 
man  von  einer  gegebenen  Function  x=ß  von  t  zu  der  variirten 
übergeht,  indem  man,  wenn  e  eine  neue,  absolut  independente 
Variable  ist,  und  f  eine  willkührliche  Function,  a:+/)A=cp(/,«) 
setzt,  wobei  nur  ip(t,0)±^ft  sein  mnss  und  woraus,'  durch  Entwick- 
lung nach  c,    ' 

«      ■.  ...  ,     • , 

hier  aber  kann  man  e  mit  Jt  vertauschen,  da  s  nichts  anders  sein 
soll  als  eine  völlig  unabhängige,  jedes Gradesr  von  Kleinheit  fähige. 
Grosse,  ebenso  ^ie  das  Zeitincrement  Jt  es  ist:  so  dass  man, 
während  x  +  Jx==f(t+Jt)  ist,  X'\'Dx=ip(t^Jt)  hat,  und  man 
kanp  beifügen,  dass,  wie  diese  variirte  Function  inuner  der  Bedin- 
gung x  =  ip(t,0)  zu  untenverfen  ist,    nach    Umständen  auch  die. 

dx  d'^x 

weiteren  Bedingungen  -=-  =:Sx,'-T-^:=zS*Xf  u.  8*w.  gemacht  werden 

können,  bis  ^u  einem  beliebigen  Gliede,  bis  9U  welchem  Jx  und 
Dx  übereinstimmen  sollen. 

Entwickelt  man  aber  vermöge  des  aufgestellten  Werthes  von 
Dx  die  Formel  (2)  nach  Jt,  so  erhält  man,  nach  Weglassung  des 
gemeinschaftlichen  Factors  Jt, 

^[(X^~f)dx}+lJt,Jm[(X^^)S»x]  +  ....=:0, 


dp 


dt' 


und  nun  sind  die  beiden  Fälle  zu  unterscheiden,  wo  die  Verrük- 
kung  des  ^Systems  unendlich  klein  sein  muss  und  wo  sie  endlich 
sein  darf,  im  ersten  ist  Jt  unendlichklein  zu  nehmen  und  die  vor- 
hergehende Gleichung -reducirt  sich  auf  ihr  erstes  Glied,  d.  h.  auf 
die  Gleichung  (1);  im  zweiten,  wo  Jt  nur  den  Grad  von  Kleinheit 


2$ä: 


habeQ  ibtiMi^  <l««8  difli.Reillt  Gotarergent  «ei»  tnrftUt  ti^,  n^il  0ie 
iioabk&tigig  TOB  dieser  willkührUebeo  Gtilsfla  bestehet  mass^.in 
eiDe  unendiiche  Menge  von  Gleichungen  ^  wovon  (1)  die  ef^te  mt 
und  welche  die  allgemeine  Fonn  haben 

(3)  ^m[(J:-^)*.i!]=0. 

.  .  •  •  . 

WO  n  jede  gan^e  positive  Zahl  von  der  Einheit  an  sein  kann ;  und 
die  üebereinstinimune  dieser  sAmmtlichen  Gleichungen  wird  eben 
das  analytische  Zeichen  davon  sein»  dass  bei  einem  System,  wo 
diess  statt  findet ,  die  virtuellen  Wege  eine  endliche' Grosse  haben 
dfirlen.      ^  .  ^ 

II.  Die  besonderen  Gleichui^en  der  Bewegung  des  Systems, 
in  welche  die  Formel  (1)  zerfallt^  lassen  sich  entweder  dadurcn 
darstellen,  dass  m^n  sämmtliche  Bedingungsgleichungen  des  8y 
stems  mit  unbestimmten  Factoren  in  die  Formel  ( 1 )  einführt  und 
jsofort  sämmtliche  Coordinaten  als  eben  so  viele  inaeuendente  he-* 
handelt^  oder  dass  man  die  Coordinaten  auf  die  klemste  Anzahl 
independenter  Variabein  zurückgeführt  voraussetzt,  mittelst  jener 
Bedmgun^sgleichungen,  wo  es  nuthig  ist,  auch  nach  Umständen 
unter  Zuziehung  der  Formeln  der  Coordinatentransformation.  Seien 
im  ersten  Fall  £=0,  L'=^0  u.  s.  w.  jene  Bedingungsgleichungen, 
d.  h.  Relationen  zwischen  den  Coordinaten  der  einzemen  Punkte 
des  Systems,  au  welche  dieselben  während  der  ganzen  Bewegung 

gebunden  sind»  sodass  -^==0  u.slw.  und  eben  so  lfL:=^0  u. s.w., 

i^nd  welche  im  Allgemeinen  entweder  bloss  mittelbar,  implicit,  oder 
auch  explicit  die  2ieit  enthalten  kOnnen,  so^  dass,/ikiit  Ausschliessung 

des  letztern  Falls,  die  Gleichungen  >-=--±:=0,^li==0  soviel  sind  als 

dt 


+....=.0   «der  ^[g$] 


=0, 


und 


Alsdann  zerfallt,  wenn  X,  X\  }?,.,,  die  sogenannten  EBmina- 
tionsfactoren  sind,  die  Gleichung 

«  • 

(4)  ^m  i(  IX- £|)  Ja;] + Jl*X. + i'aX' + . . . .  =  0,  , 


die  qun  lin  die  Stelle  von  (1)  tritt,  in  ebensoviel  mal,  als  Punkte 
m  vorhanden  sind ,  drei  Gleichungen  von  der  Form 


(5,L(K-^)+.^+.'f+.:..=0,  , 

und  die  Bewegungsgleichupgeo  deis  Systems  sind  das  tlesnttät  der 
ElimiDation  s&miiulicher  Grussen  ^  zwischen  diesen  Systemen  von 
der  Form  (3).     . 

Es  «eien  im  zweiten  Falle  <o ,  v>  Z  u.  s.  w.  die  letzten  geo- 
metrischen ifldependenten  Variabein  >  oder  eben  so  viele  von  einan- 
,der  unabhängige  Functionen  der  Zeit,  worauf  sich  zuletzt^  naefc 
Berücksichtigung  aller  Bedingungen  des  Systems,  die  Coordmaten 
seiner  Punkte  «uruckfiihren  lassen..  Diese  Coerdinaten  sindaTsdann 
wiederum  Im  Alfeemeinen  entweder  rein  geometrische  Functionen 
jener  independenten^  oder  durch  Relationen  damit  verknüpft,  worlm 
überdiess  die  Zeit  explicit  vorkommt,  sodass  man,  mit  Ausschliessung 
des  letztelro  Falls «  hat  a:=f(w,%x,,,.)  und  folglich  ' 


d^x  _  djp  d^at    d^a:.d(o \a  ■_ p  d'^x  dai  d\if     dx  d^yt    d^x,dtff.^  , 
dt^  ~"rf«  €fta"*"<fc,«W  ^   d^  di  dt^d^  dt^^d^^Tr  ^"•^ 

d*x _^dxd*o^   '  d*x/'diu\*.^d'^xAt»4*(a 

,  dxd*^  \  d'x^dy'^^  ,  .id*xdy>  d*i/>  , 

u.  s.  w.,  ebenso  ., 

Sx  =  -i—  ^<«>  +  -=-  ^v»  + . . . . , 

,    d'o        ,    d^  ^  ' 

u.  s.  w. ,  ferner 


•       •» 


•••5 


;3S6 


Wie  nun  ip  den  BediDgunffM^eichangep  Z.— 0  bald  die Coordinaten 
sämmtlicher  Punkte,  bala  die  einiger,  bald  sellut  bloa«  die  einefi 
eiazigen  ToAominen  küpoeii,  so  kOnpen  in  den  Relationen  x=f{io,v..) 
bald  alle,  bald  einige,  bald  aSmintliGhe  independente  Toiiommen; 
wenp  ferner  eine  soiche  ind^pendente  oi  mehreren  Punkten  des 
Systems  gemeioschaftlicb  zukommen  soll,  so  heisst  das  aunSchst, 
dass  fBr  alle  diese  Punkte  von  jedem  beliebigen  Zeitpunkt  t  aus, 
ihre  Aenderun»  J«>  oder  Du  den  nSmljchen  Werth  haoe,  w£hr«nd 
der  dem  Zeitpunkt  (  entsprechende  WertTi  clieForm  o-f-oi  bat,  wo 
a  eine  Constantc  Ist,  die  tSi  die  verschiedenen  ron  w  abhlingenden 
Punkte  de^  Systems  verschiedene,  durch  den  Systemverbaad  ge- 
gebene. Werthe  bat:  man  kann  aber,  theils  um  die  ^'erlable  m 
vor  der  Hand  ohne  Unterscbied  auf  uilc  Punkte  des  Syslem«  zu 
beziehen,  Iheils  um  insbesondere  auch  den  Falf  mitzubegreifen , 
wo,  vienri  z.  It.  vi  ein  Winkel  ist,  je  nach  der  Zlihlung  desKelben, 
Jui  für  die  einen  Punkte  positiv,  dir  die  andern  negativ  ausfallen 
wfirde,  noch  allgemeiner  festsetzen,  da^^  für  irgend  einen  Punkt 
des  Systems  der  Werth  von  u  zur  Zeit  t  die  Fonn  a+ov,  habe, 
HO  a  eine  ähnliche  Constante  wie  a,  beide  namentllcfa  attch  des 
.Nnllwerths  föbig:  so  dass  die  Relation  zwiscIiMi  eioer  Coovdiuate 
X  vüi  den  independenten  allgemein  durch 

vorznstellcD  ist,  anstatt  durch  x=^f{m,  i^,.,..).  Da  n«n  die  Va- 
riationen An,  iPai,...  einer  geometrtsehen ipd^peideotcn  u^svölliir 
willkflbrliche  „  von  einander  durchaus  unabhängige  Functionen  der 
Zeit  zu  betrachten  sind,  so  zeißUlt  die  Gleicbun^  (1)  dtir^cb  Ein- 
Jilbrunf;  des  Wertfcs  von  Sx  in  eben'so  viele  Glvicbangeii 

d'^x.dx-._f.        _«ir/v     .^*^.'^i_n  -  B  ™- 

als  independente  Variabeln  w,'^....  vorbanden  sind;  Gleichungen, 
die  sämmtlich  von  der  zweiten  Ordnung  hinsichtlich  der  Zeitah' 
Intnngen   der  independenten  sind,  vermöge  de»  We^hs  von  -^r^, 

und  daher  zur  Bestimmung  der  Bew^ung  de«  Systems  hinreichen. 
III.  Von-den  beiden  Formen  f ST  u.  6.),  die  man  den  Bewe- 
gungsgleif hungen  eines  Sys^ms  geben  kann ,  ist  f^c  nnsern  nSch- 
sten  Zweck  die  letztere  geeigneter.  Eben  so  nie  diese  aus  (I) 
hervorgegangen  sind,  zerfallt  nämlich  die  Formel  (3)  durch  Ein- 
flnbning  der  independenten,  in  Gleichungen,  deren  allgemeine  F»rni 

wo  tt' ,»"...  ebenfalls  eaitze  positive  Zahlen  «ibd;^  aber^terWertha 
von  NuH  an  fähig  und  an  di(?  Bedingung  n'  +  n"-|-...".=n   gebun- 
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den.  Da.  nun  aber  die  Gleichuogen  (8)  die  B^ivwiDg  bereit^  voil- 
st&Qdig  bestimmen,  «q  müssen  sämmtliche  in  der  Formel  (7)^  ausser 
jenen  5  enthaltenen  Gleichungen  mit  denselben  identisch  vverden 
was  somit  erfordert  dass  aHe  höhere  Ableitungen  der  Coordinaten 
nach  w,yr...  verschwinden  oder  die  ersten  reprpduciren,  d.'*  im 
Allgemeinen,  dass  die  Coordinaten  entweder  iitieflre  Fundionen  der 
mdependenten, 


oder  Exponentiaifuoctionen  von  der  Fonn 


•   •  •  •    • 


?.*^  .^t^ .^1*'**^*^*"  ***^*  *  *^'®"»  ^^  Ä,2ii,a,65C,k*.  Constanten 
hinsichtlich  der  Zeit  sind,  die.  von  einem  Punkt  des  Systems  zum 
andern  variiren,  «,/?,...  aber  Constanten,  die,  Wie  k,  unabhängig 
vom  Systemverbande  sind.  Diess  wären  also  die  ana^tiscben 
Bedingui^en  dafür,  dass  die  virtuellen  lläume  endlicl^  sein.dürlep; 
inan  erhält  aber  diessfalls  noch  mehr  coexistirende  Gleichungen 
durch  sttocessive  D4ffereoziation  von  (7)  nach  t^  dne  erste  gi^bt  ■ 

> 
(X—  I^V—J^lilfL^  Atf  ,      dM-ljc      dw_,     V 

woraus.,  d|t,  der  erste  Bestandtheil  dieses  Ausdrucks  vermöge  (7) 

für  sich  verschwindet^  indem  die  Ausdrücke  -j-^-^ . .  • .    vor    das 
'  dx  dt, 

Summenzeichen  treten^ 

(8)     ■^"'[j,(-y-.^).  ^„.rfXJ=0;         ., 

eipe  zweite,  d.  b.die  Piffe^enziation  des  letztern  Ausdrucks  führt 
ebenso  zu 

und  so  fortfahrend  gelangt  man  zu  der  allgemeinen  Formel 

( 9  )•  ^  r  *  (jr- ^) . -j-*V-l  =^0 , 

•  Lrf**  dt''    rfa»»'rfv»" I 

worin  die  vorhergehenden  nebst  (7)  für  die  Werthe  t=:0,=^l,=2 
enthalten  sind,  und  wo  i  aller  ganzen  positiven  Werthe  von  Null 
an  fähig  ist  .Wenn  4i®: virtuellen  Wege  nicht  endlich  sein  dürfen, 
also  (7)  nicht  gilt,  so  gelten  zwar  die  vollständigen  Zeitableitungen 
der  Gleichungen  (6),  zerfallen  aber  nicht  in  Gleichuqgen  von  aer 
Form  (8)  und  (9). 

Theil  VI.  IT 


Wir  zlefccffl  bieraus  noch  scIiUe98li<5li  folgende  R^stiltate. 

])  Addirt  ttian  die  GleldrangeD  (6)  tiach  resp.  Mutttiriicalion  nilt 

^»^*'**»  •»  erhält  VULU,   da  Wir  «m  iMf  den  Fall  beachrfinkt 

haben»  daaa  w  blofl^a  mittelai  der  independenten  w,  y^..,  von  t  ab- 
hängt^  in 

ao)  -a«[(i:-^)^]=o, 

die  der  Form  nach  mit  (6)  und  (1)  i^anz  analoge  Gleichung,  deren 
Integral  bekanntlich  das  Princip  der  lebendigen  Kräfte  enthält 
Man  erhält  sie  gleicherweise  durch  Vertauschung  der  Variationen 
oder  virtuellen  ueschwindigkeiten  Sjc  in  (1)  mit  den  Zeltableitungen 

oder  wirklichen  Geschwindigkeiten  — ^;    wir  kCnnen  auch   sagen, 

durch  Vertauschung  des  virtuellen  Wegs  Dx  in  (2)  mit  dem  wirk- 
Kehen  Weg  dx^  welche  Vertayschungen  gestattet  sind,  so  wie  die 
Relationen  zwischen  den  Coordinaten  und  independenten  oder  die 
Bedtngungsgleicbungen  des  Systems  die  Zeit  nicht  expiicit  enthal- 
ten, wie  sich  Lagrange  in  der  analytischen  Mechanfk  ausdrückt. 
In  den  Fällen  nun,  wo  M)x  endlich  sem  darf,  muss  dasselbe  auch 
von  ^x  gelten,  und  man  hat  alsdann  als  Folge  von 

(11)  M(^-^)^«]=o 

neben  (10)  eine  Reihe  Gleichungen  von  der  allgenleiDcli  Fonn 

(12)  :^[(A:-^)^)=0, 

welche  sich  in  der  That,  wenn  man  den  Ausdruck  von  ^—  durch 

die  independenten  einführt,  mittelst  (7)  rechtfertigt. 

2 )    Da  in  dem  Zeitintervall   M  die  Grßssen  X  und  x  die  In- 
cremente  JX,    Jx  erhalten,  so  wird  aus  der  Formel  (1) 

(13)   2ml{X\^X^^^^^^^)h{x^r^x)^^^. 

fwo  man  auch  D  für  j  schreiben  kann,  analog  der  Formel  (3)), 
d.  h.  die  Gleichgewichtsformel  der  verlornen  Kräfte  zur  Zeit  t-^-AU 
und  da 

« 

^X=-^Jt+  + 


folglich 
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«o  bildet  der  erste  TheU  von  (13)  etneEntviekeliHM  nach  ^<.  denn 
verwhwindeD  mOsMa,  wodurch  man  eine  Folge  tob  GleidMai^ 


O.  8.  W. 


die,  wie  BaWrMch,  mchte  andera  sind  als  die  voUsttadigeii  Ab- 
i?!  .  ^■8'*'*^1""«*''  ''""  0)  nac*  *•  -Aier  «n  dem  Fall,  wo  die 
Geicfcng  (7)  und  foI«U«Ä  (9)  jrUt.  »rfiülen  ^e  wieäeH  in 
tsrieidiiiiigea  von  der  aligememeii  Form 

wo  jfttiHl  «"  positive  ganze  Zahlen  sind,  aller  Werthe  v«n  Nott 
an  fthig  80  dass  für  »;+f.=0  die  Gieichnng  (l)  darin  enthalten 
ist,  für  »+f=l  die  beiden 

die  mao  in  der  Thaf  uDmittelbar  mittelst  (9)  reebtfertigt,  indem 
man  den  Werth  von^^i?  und  von  ^?  d.  h. 

dt^dofdt  ^W  dt  ^-di^W^'"^^'^^ 


einfährt  Endlich«  da  dann  auch  die  in  (4)  enthaltenen  Gleichuneen 
bestehen«  so  folgt  daraus  ebeiüio«  wie  (14)  aus  (1), 

(18)    ^O-^).^]=0. 
die  sich  ebenso  wie  (14)  durch  (0)  rechtfertigt. 
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§.4. 

Nun  l&Bst  Sich  zeigen^  dass  das  Prineip  des  kleinsten  Zwangs 
zu  denselben  Gleichungen  führt,  wie  die  Gieichgewichtsformel  def^ 
Zi^angskräfte,  nqd  zwar  in  der  Art,  dasa  in  den  Fällen,  wo  das 
Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  bei  endlichen  V^rrük- 
kungen  des  Systems  gilt,  auch  unser  Princtp  für  ein  endliches 
Zeitintervall  statt  findet,  während  im  Allgemeinen,  d.h.  wenn  dort 
die  tirtuellien  Weg^  unendli<;h  Mein  sein  miffssen,  auch  hier  das 
Zeitintervail,  för  ivelches  die  freien  Beweganseb  der  Punkte  des 
Systems  mit  den  wirklichen  verglichen  tv^erdeA  ^  unendlich  klein 
zu  nehmen  ist. 

I.  Es  seien  tui  irgend  einen  der  materiellen  Punkte  m  des 
Systems  seine  rechtwinkligen  Cooifditiaten  in  der  der  Zeit  t  ent 
sprechenden  Lage  A  (um  die  Benennungen  aus  §  1.  beizubehalten) 
JT,  y,z,  und  in  den  beiden  der  Zeit  t-^-Jt  entsprechenden  Lagen, 
in  C  x-\-Jx,  y+^^,  2^+^3;,  in  J?  «;+£,  y+Vy  *+C*  wo  also 
Ja:,  Jy,  äz  und  ebenso  £,  17,  S  Functioneik  Von  Jt  «ind.  Setzt 
man  daher 

BC=^Uy  und  ^witt*=  f7, 
so  ist  . 

■'         „»  =  (j-2fx)«+(,-i*y)«+,e-^i)', 
und  die  Grosse  U,  die  ein  Mioimum  sein  soll : 

(a)     I7=j>ii[(|-^a>)«]. 
Um  nun  tr  nitch  M  zu  entwickeln,  so  ist  als  Functidn  vdn  M 

«^^o+Crf^jf +(d^;oT +(s^;oO+- ••' 

aber  (Qt  M±tO^  oder  für  die  Zeit  t  hat  man 

indem,  wie  in  §.  3.,  X^  F,  Z  die  Axencomposanten  der  zur  Zeit 
t  auf  den  materiellen  Punkt  m  unabhängig  vom  Systemyerbande 
wirkenden  beschleunigenden  Kräfte  sind;  es  ist  ferner  zu  Ende 
des  Zeitintervalls  Ji 


dJt*  ■  ■      dt    "  dt*    2 

aber  auch  Vennuge  des  t«rbergishenden  Ansdracks  ron  ^ 

dJF-Kd3FJo'*^\SjFj^'^^\dJFJoT+"" 
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folglich  durch  Vergleichiuigd)e8«r. beiden  ideDtischeaEiitwid(elui%en: 
W^/o"*"  di  '      KdM^Jo"  dt*  ' 


djf 
Man  liat  iQithin 


'IL  s.  w. 


und 


#/# 


rff«    2    •   Wf<»2.3 


folglich 


di' 


Jt 


dt"'  2.3 


also 


(*)  e;=f-s»[(jr-^tf *(jr-^)+...)-]. 


Auch  ist  ▼erm^ge  der  EotwickeluDgen  ifi  §.  3.  III. 


"3^ 


rff 


mitliin  kann  die  dortige  Formel  QS),  indem  man  zogleich  die  vir- 
tuellen R&mne  statt  der  virtaellen  Geschwindigkeiten  setzt,  so  dar- 
.gestellt  werden: 

II.  Um  nun  direct,  nach  Analogie  des  Gaiissischen  Beweises, 
zn  zeigen^  dass  U  kleiner  ist,  ^s  wenn  .willktüirUch  von  ^l.aus, 
statt  des  wirklichen  Orts  C  ziur  Zeit  t-\-Jt,  ein  compatibler  Punkt 
/>,  d.  h.  ein  anderer  Punkt  der  Trajectorie  yon  m,  genommen  wird, 
so  seien  x-\-Dx,  y-\-Dv,  z-y-Dz  die  Coordinaten  lon  m  in  der 
Lage  Df  wo  CT^^Dy,  iPr  wiHk$hrli«he,  aber  dem  Zustande  des 
Systems  zur  Zeit  t  compatible  x^enderungen  der  Coordinaten  sind, 
am  TOB  A  zu  D  überzuehien,  also  Grossen  nach  Art  der  in  $.  3, 
auf  diese  Weise  bezetcnneten  Tirtnellen  Wege, 

doch  mit  dem  Unterschied,  dass,  gemäss  den  Erörterungen  in  Be- 
treff des  Gaussischen  Beweises  in  §.'  1.,  die  zur  Zeit  i  erlangten 


Geschwiiidigkeiteii  -^  ebenso  in  2>;r,  wie  in  Jx  und  S  stecken, 

d.  h.  dass  das^^-^  nnd  desgleidien  9m :=^-^  u.a. w.  zu  nehmen  ist 
Alsdann  ist  aber 

und  eemSss  den  Ausdrücken  von  -77^9  9^^»  u.s.tv.  mittelst  der  in 
dependenten,  indem  man  darin  9otz=z--=Y,  3^^=^,  u.  s.  w*  macht: 


%,        d*x      dXf^        d^w'y.  ,  dx.^.        d*yt.  . 


«p» 


+'<0^+^$+-H'--^)+- 


Wf  s.  w. 

Nun  sei 

«0  ist  zu  beweiseo,  dass 

C- l7=:.aii(a'*-««)>0, 
Abef 

«'•=(f-Ite)H(,-iDy)«+({:-/>,)« 
=[({-^a:-(/>a;-^a;))«] 
=i^+[(i9ar-^3f)«]-.2[(5--rfa>)(I>«-^a^], 

(«)    ü'-I^=M(^«--^*)']-2-anI(S-^«)(Djf-,Ar)]; 

uocl  «8  tet  17'—  C7>'0,  mithiii  ü  ein  Miaiamni>  w«nQ  das  Bweit* 
CiUed  dieses  Ausdnuks  verscbmndet,  oder  man 

(J7)    J>i»[(|-^a:)(/>ar  — ^ar)]=0; 
denn  alsdann  koBUPt  V—ü  auf  den  wesentlich  positiven  Ansdrack 


SM 

lurfick.  Eoitii^ickelt  ottMi  aber  dtp  ersten  Thell^der  zu  b^w^ifendiPi, 
Gfeicfaaog  (17)  mlUelgt  der  Ausdrücke  von  S^Ja:,  Dop  —  Jjt 
nach  Jt  und  setzt  man  alle  Variationen  und  Zeitableitungen  vor 
die  Summenzeichen ,  so  findet  sich  jedes  Glied  jnit  einer  Summe 
behaftet  von  der  Form  derjepigien ,  welche  die  eine .  aeite  der 
Gleichung  (9)  bilden.  Wenn  daher  das  System  von  der  Art  Ist, 
dass  die  virtuellen  Wege  endliche  Grösse  haben  dürfen^  so  ver- 
schwinden,  vermOge  der  daongiltigeo  Gleichung  (9)»  alle  einzelnen 
Glieder  der  Gleichung  (IT),  was  auch  Jt  sein  mag^  wofern  nur  die 
deii  ersten  Theil  derselben  bildende  Reihe  conve^irt;  d.  h-  das 
Prinqipdes  kleinsten  Zwangs  gilt  für  endlich  Zeitintenralle  Jt, 
welche  überdiess  jede  beliebige  Grosso  haben  dürfen  in  deiji  Falle, 
wo  die  Coordinaten  Udeäre  Functionen  der  independenten    sind, 

'weil  dann  mit  den  Ableitungen   ,    ,  .    >,-von  n=2  an  alle  Glieder 

der  Reifte  ausser  dem  ersten  verschwinden ,  mitbin  Jt  keine  Con- 
vergenzbedtngung  mehr  erfüllten  darf.  Gestattet  aber  das  System , 
was  Im  Allgemeinen  der  Fall  ist,  bloss  unendlich  kleine  virtuelle 
Wege,  so  gilt  die  Gleichung  (9)  bloss  für  t'=0,  fi  =  l,  oder  redu- 
cirt  sich  auf  die  Gleichungen  (6),  vermöge  deren  alsdann  bloss  das 
erste  Glied  in  der  Entwi^keluns  der  Gleichung  (17)  nach  Jt  ver- 
schwindet, Jt  muss  also  unencuich  klein  genommen  'werden,  da- 
mit diese  Entwickelung  auf  das  erste  Gked  zurückkomme ,  oder 
(c)  auf 


-•2({««- 


^)*.(Jr-^)^+....) 


wobei  sieh  zugleich  die  Homo^eneit&t  dieses  Ausdrucks  zeigt. 

Die  obige  Entwickehing  von  Dx—  Jx  lässt  sich  auch  dadurch 
machen,  <kiss  man  dieee  Grösse  und  entsprechend  D'a^Jm^=h, 
D^  —  Jyf=:4,'nm  s.  w.  als  lucremente  von  Jx  und  Jm,  Jy^.,,  be- 
trachtet* beim  Uebergang  vom  Punkt  C  zum  Punkt  JD;  man  hat 
alsdann 


wLAx  1^  B  mJx  • 
dJt» 


d*x  4»  .    d^Jx 


d*Jx  t» 


^*--^*='=^^^+^^^-tST  +^SS?**+^^^"*"- 


dJtff 


dJi^  2 


•••» 


w*- 


=;=l>ai— 2/cii=  (>•<»— -|3r)"^  +  *""> 


u.  s.  w. 


und,  tttmöge  der  in  {.  3.  angegelietien  Ausdrücke  iien  Jx  mittebt 
Ji»t'  J'fff  ••• 
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d^Jx    d^x   -  ^  rf'a?    <2ai  -^    d^x  dtft  -^  v  ^^  ■ 

dJii»dJ\if  "^  dfutdiff      dM^dtff  "dt      duidAft^'di  . 

Formeln,  die  aiich  noch  später  gebraucht  werden.  —  Man  kann 
endlich  den  üßbergang  vom  Punkt  C  zM  D  durch  Incremente 
D  {x-\-JxS  der  Coordinaten  x-\-Jx  von  C  andieutep ,  so  dass  dann 
die  von  2/  die  Form  haben  x\^Jx\-D{x-\-Jx\  wo  zunächst,  wie  in 
der  Formel  (16); 


und 


jPx=^JtdX'j^^9^x+..., 


mithin 

i>(;r+^*)c=te.^<+(^«+2^)^+(*•a^f  3^  +3^^+-  •  ••; 

a^ein  du  Ip  ^;r  bereits  die  Antangsgeschwindigkeit  •-=-  enthalten. ist, 

80  ist,  gemäss  der  obigen  Erörterung,  in  Dx  m  seta^ep  dx=^0, 
wodurcd  /^^  imd  IHx-^^x)  zurückkomn^n  auf  ^  ^ 


und 


ifct=^«^+«'a;.Ä+,.,. 


/»[(jT+^o;)  =*»:c.  :^+  («•«+  3l  J^)|^+ . . . ." 


80  da«B  diess  Grossen  vom  Range  des  Quadrats  von  Jt  werden, 
nnd,  da  nun  auch  gleicherweise  S»=Q,  ^=0,  u.  s.  w>  w  nehmen  ist, 

aa  diff 

»•  S.  w. 

Ist   Wenii  man  hiemach  die  Gieiehniw,  dBe  nun  oii  die  Stalle  von 
(17)  tritt. 


/<<' 
<' 


(18)  :Sm[($ -- Jx) Dix+Jxy]=0 

entwickelt,  so  ist  leicht  zu  sehen ,  dass  sie,  wie  die  £ntwickelan§^ 
von  (15),  lauter  Glieder  liefert,  di^  durch  die  Gleichung  (9),  wenn 
diese  statt  findet,  verschwinden;  während  fflr  ein  unendlicnkleines 
Jt  ^n  die  Stelle  von  (d)  tritt 

-2(«»*-%[(jr-^)g]+.,..) 

eine  homogene  Formel,  deren  zweiter  Theil  vermöge,  der  Gleichun- 
gen |6K  milhiD  vermöge  (1),  verschwladel^^r   . 

IlL  Um  nun  das  Minimum  auch  unmittelbar  durch  Differen* 
ziabechoüng  zu  behandeln,  so  konnten  wir,  ausgehend  yon  der 
nach  ^f  enhvickelten  Form  (fr)  der  Function  jET,  (wie  in  §.2„  wozu 
wir  daselbst  durch  di<»  Natur  der  Sache  gefühtt  wurden),  nach  den 
wirklichen  BeschlemigungjBn  differenziren  und  so  durch  Nallsetzung 
ihrer  ersten  Ableitungen  n^ch' jedek*  der  ipdependenten  Beschleunig 
gungen,  d.  h.  nach  ^enf  zweiten  Zeitabletttidgen  der  independenten 
Variabein ,  .ebi^qspviel^  Gleich)ingep  erhalten,  als  söliehe  Indepen« 
d^nte  vorhanden  ^ipd.  Diese  sind,  wenn  man,  wie  im  Allgemei- 
nen erfordert  wird,  iie  Entwickelung  n^ch  Jt  üuf  ihr  erstes >  mit 
Jt*  behaftetes,  6lied  zurfickfahrt  und 


^=01"    ^->usw 


dP 


dt 


setzt. 


a9)  3«[(^-^)^.^]=0,  M(^^)|.^l=0,«.s.w., 

*)  Naturlicli  haben  hier  die  dem  Uebergaog  von  C  zu  D  entopre- 
phenden  Variadohen  nicht  dieselbe  äedeatnng,  wie  die  in  der  Formel  (([); 
WjBlche  den  Uebergang  von  ji  in .  D  aiideiiten  ;^  unterscheidet  man  der 
Vergleiehnng  wegjm  die  jetsigen  durch  Accentaifdag  des  dy  9»  ist 


^'«0»32:'3«to~— ^,  U.  ßr  W, 


und  entsprechend: 


a'«»=:Ä»— 


überhaupt  muss,  wenn  man  die  Formeln  (17)  und  (18)  vergleicht, 
,  D'  (x+Jx) = Dk^Jx 

« 

identisch  sein,  und  die  gliederweise  Vergleicbnng  der  Entwickelang  dieser 
beiden  Ausdrücke  nach  Jt  giebt  die  vorhergehende  und  alle  übrigen  Re- 
lationen zwischen  den  VariaHenen  d  ukid  f. 


Ä    «, 


*» 


d.  h.  die  Gleichungen  (Q).;  denii,   yenaQgt  de«  Ausdruclcs  von 
•-r —  mittelst  der  independentep,  ist: 

'      d  d^x     dx       d  d^x_disc  „  ^  ^- 

VTiz  verfolgen  aber  von  ^eser  Seite  die.  Sache  nicht  weiter; 
denn  da,  wenn  c»',  w^,  u.  s.  w/ ebenso  die  ersto>  dritte,  n.  b,  w. 
Zeltableitung  von  »  vorstellt,  überhaupt 

< 

d  dx 4,  d^x d   d*x dx 

S7 lÜ ~'3ü?^dl*  ~ dJ"  di*  d»' 

d.  h.  gleich  dem  ersten  GHede  von  %S  ist,   so  weist  diese  nf 

aJm 


eine  aJIgemeinere,  bereits  Im  Vorhergehenden  angedeutete  Art  hln^ 
die  Dil^rensiationen  ansustellen,  nämUch  nach  den  dem  ^itiocre- 
SMüt  M  entsprechenden  Incieiiienten  J»p  Jyt^..  der  independenten 
VariabelD;  denn  diese  Pifferenziation  entsj^richt  allgemein  dem 
Cebergsj^  vom  Punkt  C  au  ZI,  von  dem  in  Nre*  It.  die  Bede 
war,  wobei  wir  auf  die  Function  U  in  ihrer  ersten,  unentwickelten 
Gestalt  (a)  nuirackgehen  müssen. 

Da  nei  diesem  Ueher^aog  die  Punkte  B,  mithin  die  GrS/isen 
{  «neeindert  bleiben,  so  amd  die  partMlen  AJiIeitunge^  erster  und 
zweiter  Ordnung  von  der  Function  ü  nach  ^«»»  ^•..* 

u.  s.  w.,      . 


^'=»*fö^a-»*w-^)OT?] 


d»f7 
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•u.  s.  w.,.. 

und  die   Bedingungen  des  Bfinimum's    sind   von   dreierlei   Art, 
nämlich 

/  X     du     g%       dU     A  .# 

f.    d*U    d^V  ^f   d*ü  V  „  .  „ 


Sie  siD4  erfällt,  weao^ 

020)    M(i~^^)^=0,    J>n[(6-^*)^]==a»*.«.  • 

(21)    M(f-^-)^=0,    'M($-^-)^;g^]=0,n.s..., 

denn  alsdann  kommen  die  zweiten  Ablettuneen  Ton  V  auf  Ihre 
ersten  Crlieder  serftck,  die  bei  allen  Ton  der  Forin    ^  ,  .^    wesent- 

lieh  positiv  sind,  wie  es  die  Bedingungen  (ß)  erfordern»  und  das 
Stattfinden  der  Bedingungen  von  der  Form  ^)  erhellt  unmittelbar 
durch  Entwickelung  ihrer  BestandtheUe»  ind^m 


dJi 


7   J^U^.f/dJfdJxy-i 
**  dJ^*  L\dJmdJipJ  J 

/^  •      L\dJto  djy^)  ^dJt^  dJ^J  J  , 

^  XJLJm  dJ^  dJ^  dJi»A 

woiwach  die  Sache  auf  den  Satz  a*-f  6*>2a6  hraauslfiuft«    Entwit 

keit   man  i^ber    die  ersten  Theile   der  nun  noch  zu  erweisenden 

Gleichungen  (20),  (21)  nach  Ai  Termoge  obiger  (Nro.  11.)  Ent- 

d^x 
wickelfuigen  der  Abldtangen  ^--*-  u.  s.  w.  und  der  Grössen  l—Jx, 

so  befinden  sich  wiederum  in  allen  Gliedern,  (nachjgehOriger  Ab- 
sonderung der  von  den  Summationen  unabhängigen  Victoren)  Sum- 
men, deren  allgemeine  Form  in  der  Gleichung  (9)  enthalten  ist; 
die  Gleichungen  (2(^,  (21)  gelten  mithin  unabhängig  von  der  Grfisse 
des  Zeitintervalls  Ät,  wc^nn  alle  diese  Summen  vermöge  dier  Glei- 
chung (9)  verschwinden.  Wenn  aber  diese  bloss  für  t^O,  9r=l 
gnlt,  so  ist  das  üSeitintervall  unendlich  klein  zu  nehmen,  wie  die 
vurtoellen  We^^e  •  und  die,  desshalb  auf  ihre  ersten  Glieder*  zurück- 

fefuhrten,  Gleichungen  00)  Sind  einerlei  mit  den  Gleichungen  (6); 
ie  Gleichungen  (21)  dagegen,  deren  erste  Glieder  die  Summen 


-»-K^-^)^-*"K*-^>Sl-- 


w. 


enthalten,  gelten  zwar  dann  nicht  mehr,  weil  bier  jrt::^2  in  der 
Formel  (9)  zu  nehmen  wäre,  sind  aber  diessfalls  zur  Erfüllung  der 
Bedingungen  (^),  (y)  auch  nicht  mehr  nStbig,  weil  die  zweiten 
Theile  in  den  Ausdrücken  der  zweiten  Ableitimgen  von  17  wegen 
des  Unendlichkleinen  von  selbst  wegfiEÜlen ;  denn  es  kommt  alsdann 

z.B.f]L  auf 


^ 


«8 

zurllck,  mitlÜD,  wegen  M=^,  auT  22ml  (—^  J  | ,  ubdebeoso 
4ie  fihrlgea. 

i-s.        ■ 

Ifier  betrachten  wii  noch  das  Prinoip  dea  kleiosteti  Zwangs 
im  Fallt  des  Gleichgewiclits. 

Das  Priocip  der  TotueUen  Geschwindigkeiteit  Jiflf«t,  wenn  die 
KrSIte,  defeo  Axenproiectionen  X,  Y,  Z  sind,  selbst  an  dem  Sy- 
stem sieb  Gleichgewicnt  halten  sollen,  die  Gleichung 

woraus  maa,  wenn  Dx  endliefaer.Werthe  fähig  istj'dle  Formeln 

zieht,  wovon  man  die  letztere  aus  der  vorhergehMiden  erhSlt  durch 
DiffereoEiation  nach  einer  Variabebi  t,  Wovon  alle  andern  al?  Fud- 
ctioneD  betrachtet  werden,  oder  auch,  was  auf  dasselbe  htnausläuß, 
durch  Differenziation  nach  d«  Cfaaracteristik  S  (nur  dass  dann 

i^X  für  -^  XXI  setzen  ist),  nnd  die  im  Allgemeinen  au( 

W  JtatAÄr]  i=0;  Ä»[Jf  ^]=0,  A»[Ji:|£],  «.  s.  w. 

rarfickkommen,  wovon  letztere  -In  der  Aosahl  'der  seomMrischen 
independenten  vorhanden  sind,  mithin  die  Gleichgewichtslage  voll- 
kommen bestimmen.  Es  ist  nun  zu  seigeo,  wiefern  diese  G)ei< 
chungen  auch  diesslalls  ein  Minimuia  des  Zwangs  ausdrücken,  was 
aiif  SAO^  ähnliche  Weise,  wie  in  §,  i.  geschehen  kann. 

Seien  X,  y,  i  die  Coordtnaten  von  m  in  der  Gleichgewichtelage 
-^.  ^H^i  S  +  f-  -  1  ?  "der  j:',  y',  j*  in  der  t^afe  B,  wohin  M  von 
A  aus  gelangt,  wenn  es  sich,  v.\e  alle  andere  Punkte  des  Systems, 
aus  der  Gleichgewichtslage  frei  unter  dem  ^influss  der  aji  ihm 
wirkenden  Kräfte  X,  Y,  Z  bewegt;  endlich  y+ÖÄ,  S+jO»,  J+J9i 
in  der  Lage  D,  in  die  es  von  A  kob  gelangt  bei  einer  wdlkührli- 
chen ,  dem  Systemveibande  ronipatibeln ,  Verrückung  sämmtlicher 
Punkte  des  Systems,  oder  vielniehT  in  die  es  von^  aus,  wenn  das 
Gleichgewicht  gestürt  wird,  während  des  Zeitintervalls  Jt,  in  wel- 
chem es  frei  nach  B  käme,  bei  seiner  Verbiudung  mit  den  übri- 
gen Punkten  des  Systems. wirklich  sich  bewegt,  (so  dass  man  auch 
4iy  A^,  jit  fiHr  Dvt-By,  Di  setzen  könnte)     Setzt  man  wieder  '. 

■■■;■   ■'   ■  ■; AB=-n,^^u'=V, 

so  dass  E7  die  Function  ist,  die  ein  Minimum  s«n  soll,  wenn  die 
Gtrichnngen  (ß)  oder  (j)  gelten;  dwnso,  wenn  der  Puiikt  D  «n 
die  Stelle  von  A  tritt. 


2B9 


Bo  ist 


mithin  -;    ' ' 


.    (o)  ü=  :&«[£•],  oder  17=-»«  [(«'-«)»], 


und 


(*) 


t7'  -17=  -S-mlZ^o:*]  -2^j2)a:l>0, 

d.  h.^m[W:c]=Q 

die  Bedingung  des  MinimunM  von  IL    Odet  wenn  man  ü  n  der 

zweiten  Form  nach  den  independenten  t»,"f differenzirt,  woM 

bloan  dieCoordinaten  a  des  Punkte  A  aicb  Mdern,  während  die 
Coordinaten  jr'.des  Punicts  B  ungeändert  bleiben  (wie  in-  dem 
Beispie^  §.  2«.  HL),  so  hat  man  in 


fd-ü   rf'ü^(.^)«^,.^. 


c{<»' 


dyf*       dmdjft 


dx 


das  System  der  Minimumsbedingungen.    Da  nun  ---  =  0^    iiiithln 

dt 

auch  ^0x3)«  so  hat  man  zur  Entwickelung  dieser  Ausdrücke  die  Werthe 

wo  UFXi  S^x,  u.  s,  w.,  weil  iuch  ^(ö=^u^=,..=^,  dieselben  Wer- 
the haben,  wie.  in  der  letzten .'Entwkkelung  in  9.  4«  tl ,  nämlich 

dx  «         dx 
dut  d^ 


d^x=^  *^ 


dm 


dtf»' 


dotdip 


u.  ,s.  w...  Vermöge  diese)?  Ausdriik^kd  erhellt  aber,  dsJm^  mag*  M 
endlich  oder  unendlich  klein  zu  n<>hmen  sein,  die  Minimunisbedin- 
gpngen  in  der  einen  (6),  wie  in  der  andern  Form  (c)  durch  die 
trletchgewichtsbediogungen  (fi)  oder  (r)  sich  rechtfertigen.  . 
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Schlttssbemerkung. 

Mit  VoMtebeiidrai  glaabe  Ich  das  Princip  d^s  kMnsten  Zwang» 
nach  allen  Seiten  erOrtert  ani  haben ;  ich  muastci  mich  dabei  zuglelä 
in  eine  ErOrterank  über  das  Princip  der  virtuellen  CreschwTndtg- 
keiten  einlassen ,  die  darin  hauptsächlich  ron  den  gebräuchlichen 
Darstellungen  abweicht«  dass  Ich  bei  den  virtuellen  Bewegunj^en 
immer   zwischen   den  virtuellen  Räumen   und  Greschwindigkeiteii 

£an  kann  beifltgen :  Beschleuniguneen)  unterschieden  und  eezeigt 
he,  dass  von  diesem  Gesichtrajunkt  aus  ein  wesentlicher T7nter«r 
schied  in  der  Entwickelune  der  Bewegungsgleichnngen  eintritt  fBr 
die  beiden  Fälle*  einmal  denjenigen,  wo  die  virtuellen  Räume 
midlich  0eio  dfirfen,  alsdann  den,  wo  sie  unendlich  klein  sein 
ttiissen.  Man  piegt  die  virtuellen  Bew^ungen,  die  man  einem 
System  ertheilt,  ins  Gebiet  der  Variationsrechnungzu  ziehen^  ich 
glaube  behaupten  zu  dürfen ,  dass  nur  bei  obiger  Darstellung  die 
strengen,  dem  Geiste  der  Functionentheorie  angepassten  Begriffe 
der  Variationsrechnung,  in  Anwendung  kommen,  wie  sie  pamentlich 
Ohm  in  seinen  Schriften  auseinandersetzt.  Diese  Methode  be- 
steht fibrigens  nicht  im  Verbannen  des  Cnendlichkleinen ,  sondern 
in  der  strengen  und  folgerichtigen  analytischen  Behandlung  desselben« 


Untersuduoiffeii  filier  den  fsoirenami« 
ten  Iberffanlaufenden  DoppelkeffeL 

Von  dem 

% 

Herrn  Prtrfessor  Dr.  F.  Stegmann 

an  der  UniTertität  lu  M arbarg. 


Die  bekannte,  in  jedem  Cursus  über  Experimentalphysik  er- 
wähnte und  Öfters  als  mechanisches  Paradoxon  aufgeflihrte  Ersehe!« 
ming,  dass  ein  Boppeikegel  auf  zwei  dtvereirenden  Stttisen  durch 
selbststftndige  Rotation  In  die  Hohe  ISuft,  bietet  sowohl  in  geome- 
trischer als  »«chanlBeher  Hinsicht  mehrere  interessante  Fragen 
dar,  und  es  existiren  darüber  auch  bereits  zwei  Abhandlungen  in 
den  Schriften  der  Petersburger  Akademie,  die  eine  von  Kraft 
(Novi  Commeot  Acad.  Petropol.  Tom.  VI.  p.  389.),  die  andere  von 
Kononoff  (Nova  Acta  Acad.  Petrop.  Tom.  VII.  p.  229.).    Allein 
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die  erste  eridärt  ebea  nxa,  mit  nicht  fferioger  Weitlflnftigkeit,  wamm 
die  gedachte  Bewegung  tof  eich  geben  lufisee,  und  datie  da«  Auf- 
eteigen  nur  ein  scheinbares  sei,  und  ist  selbst  in  diesem  Wenigen 
nicl|t  frei  yon  Irrthfimem;  die  zweite  genannte  Arbeit  dagegen, 
welche  hauptsächlich  in  mechanischer  ffinsicht  die  nAthigen  For- 
melo  zu  eniwickehi  bestfanmt  war,  ist  dttreb  ei«€n  fimdunentalen 
Fehler,  wie  sich  später  (^  16.)  seigeil  wird,  so  sehr  missratheo, 
dass  man  nicht  anstehe»  darf,  sie  als  nina  unbrauchbar  au  be- 
zeichnen. Unter  diesen  Umständen  mOchten  die  nachstehenden 
Untersuchungen,  welche  Terzugsweise  aber  die- bei  dieser  Bewe- 
gung sich  £rbieteoden  geometrischen  Fraaen  •  Aufschluss  geben 
soUen,  manches  neue  und  vielleicht  flberrasdbende  Resultat  liefern. 


J.  1. 

Es  mösen  in  Fig.  1.  die  beiden  congruenten  Trapeze  AEGB 
und  AEtiC  die  Unterlage  vorstellen,  von  welcher  der  Doppelkegel 
während  seiner  Bewegung  p;etragen  wird,  und  zwar  sollen  die  Ge- 
raden AB  und  AC  die  beiden  scharfen  Kannten  sein,  mit  deren 
einzelnen  Punkten  die  KegeJflächen  successiv  in  Berührung  treten. 
Die  driei  Kanten  AEy  BQ,  CJB  denken  wir  uns  vertikal,  die  bei- 
den unteren  EG  und  £/f  horizontal ;  und  was .  die  Länffe  dieser 
Kanten  anbelangt,  so  wollen  wir  EG=^EJH  so  gross  denken,  dass 
GH  gleich  der  Axe  des  Doppelkegels  wird.  Nach  der  Vorausr 
setzunr  werden  die  Kanten  Ab  und  AC  yon  il  an  in  die  Buhe 
laufepa.  unter  einem  gewissen  ^Winkel  gegen  die  Horizontalebene 

geneigt  sein«  un4  als  jtfaass  4ics«r  Neigung  soll  uns  imFolgi^ndeo 
er  Winkel  dienen,  welchen  eine  dieser  Kanten  mit  einer  durch  A 
aufwärts  gezogenen  Vertikallinie  bUdet,.  nämlich  W.  JAjä:!=^ABG^;=r. 
Im  Üf brigen  ergiebl  sich  aus .  diesen  Bestimmungen  von  sdbst, 
dai^s  die  Verjbiodungslinie  der  Punkte  B  und  C  horizontal  liegen 
und  ebenfalls  der  Axe  des.  Doppelkegels  gleich  sein  wird. 

Auf  diese  Unterlage  soll  nun  der  aus  zwei  congruenten ,  ge- 
meinen und  von  gleichartiger  Materie  erfüllten  Kegeln  zusammen- 
gesetzte Doppelkegel  gelegt  werden,  entvveder  so,  dass  er  mit 
einem  in  der  Peripherie  ^r  gemeinschaftlichen  Basis  geleaenen 
Punkte  sich  auf  den  Vereinigiingspunkt  der  Kanten  Aanna  AC 
stützt,  oder  auch  so  wie  ihn  die  Fiff.  1.  darstellt,  nämlich  dass 
jede  Hälfte  für  sich'  in  einem  Punkte  T  resp.  U  aui  den  genannten 
&anten  ruht»  Mag  man  aber  die  eine  oder  andere  Xiage  als  die 
anfiUigliche,  wählen,  in  jedem  Falle  haben  wir  als  fundamentalle 
Voraussetzung  dieser  Untersuchung  anzunehmen,  dass  der  gemein* 
schaitliche  Grundkreis  in  diejenige  vertikale  Ebene  falle,  weiche 
durch  die  Halbirunaslinie  des  \V.  BAC  hindurchgeht  und  welche 
wir  in  Zukunft  der  JKfirae  wegen  die  mittlere  Yertikalebene 
nenoeir  wollen.  Und  aus  dieser  Annahme  in  Verbindung  mit  d^n^ 
was  Aber  die  Stellung  der  Unterhuee  festgesetzt  worden  ist,  folgt 
so|^eich,  dass  die  Axe  des  Doppelkegels  liorizontal  Hegt  und  dass 
überhaupt  auf  beiden  Seiten  der  mittleren  Vertikalebene  vellkom«* 
mene  Symmetrie  Statt  fin4en  muss. 


\ 


172 


§r  2< 


-•  .  Man  ^;«rbiii^  j^tst  die  biiideii  Befühniagspunkte  T  ttod  C7 
^lirch  eine  GetBiAB^,  w^lehe  in  W  durch  di»  Ebene  des  Unmdkxmr 
«es  bbidiirchgebt>  und  nebe  yon  IF  eine  Gerade  TFilf  nach  dem 
Mittelpunkte  des  Granditreises  >  so  komni  es  zun&ebst  darauf  ^in- 
ob  diese  Gerade  etwa  tertikai  steht  ^.  oder  rückwärts  eenei^ist^ 
so  dass  sie' gegen > die '4utcb  ^  aufirfirts  gezogene  Vertäallinie  ji/ 
coarergirt,  'raer  ob  sie  vorwärts  ^neigt  ist,  nämlich'  von  AJ  di- 
vergirt.  In- dem  letsteren  Falle  wtrd  dw  sogeoannte  berganlaufcnde 
Bewegung  des  Doppelkegels  vor  sich  gehen ,  und  zwar  so,  dass 
die  im  vorhergehenden  §.  für  die  ursprügliche  Stellung  angenom- 
mene Symmetrie  auf  beiden  Seiten  der  mittleren  Vertikalebene  sich 
fortwährend  erhält  Denn  wegen  der  vorausgesetzten  Homogeneität 
.der  beiden  Hälften  des^,  Doppelkegels,  wird  sein  .Schwerpunkt  in 
\ieil  Mittelpunl^t  setiieä  Grundkreises  fallet ,  und  Sobald  man  daher 
in  Gedanken  die  Berflhrupgsnunkte  T  und  17  mit  M  verbindet  und 
sidi.  die  ganze'  Masse  des  Doppelkegels  in  M  Vereinigt  Vorstellt, 
1^0' sind  die  Umstände  in  statischer  Hinsicht  dieselben,  als  wenn 
ein  gleichschenkliges  Dreieck  TMÜ  ohne  eigene  Schwere,  jedoch 
in  Beinler  Spitze  m  durch  ein  Gewicht  beschwert,  um  seine  Ihori- 
^ontal  gestallte  Grundlijoie*  TU  als  Umdrehungsaxi^  zu  rotiren  an* 
fängt  >  und  bei  eitaeif  solchen  Rotation  muss  die  Linie  HfW  offen- 
h^  tn  de^  mittleren  Vertikalebene  bleiben. 

Die  eben  aiffgestellte  Bedinsuhg  l{tr'  das  Atifwärtsrollen  des 
Doppelkegels  kann  aber  noch  auf  eine  andere  und  sich  unmittelbar 
tiuf;  nie  gegebenen  Gtuss^nverhältnisse' beziehende 'Art 'ailsgedHIdtt 
Wetiden.  Da  näqilich  sovpohl  riJals  auch  dieAxe^PQ  beide  Senkrecht 
auf  idelh 'mittleren  Vertikalebene  stehen,  ßo  lä&st  sieh  durch  diese 
beiden  Geraden  eitie  Ebenä  legen,  welche  die  Peripherie  dcfs  Grund- 
kreises In  irgend' el^em  Punict  iS  durchschneiden  wird,  so  dttss 
MWS  ein  Halbmesser  des  Grundkreises  i^it.  Die  gedachte  Ebefcie 
enthält  min  zugleich  die  zwei  mit  der  Unterlage  in  Berührung  ste- 
henden Kegelseitän  PT^iS  ubd  QC7<$,  und  soll  deshalb  der  Be- 
Tührungs-Ajceni^chnitt  heisseü.  'Da  äbet*  die  Kanle  -^F  der 
!Nätur  detr  Sache  tiach  eine  im  Punkt  T  an  di^  Kegel0äche  ge^ 
gene  Tangente  ijst,  so  wird  die  Ebetie  des  A  A^^  ^^^  ^^^  ^^ 
gelseite  PS  entsprechende  tangireude  Ebenä .  seid  und  demgemäss 
atif  dem  Berührungs-Axenschnitt  senkt-echt  stehen.  Und  -da  die 
mittlere  Vertikalebene  u^iSilf  gleichfalls  auf  deih  JBerührungs  -  Axen- 
'Schiiitt  senktetht  steht;  so' folgt,  üass  ^I^S  im  Ptfnkte  i9  senkrecht 
auf  der  Ebene  des ,  Bei^ührungs  -  Axenschnitts  stehen ,'  ^  dass  -  also 
auch  W.  i^iSüf  ein 'Rechter  iseih  muss,  d/  h.  dass  AS  t&gMth 
die  Peripherie  deis  Gtundkreides  in  iS>  tatigitt'  *  Die  Bedingung, 
dass  Jtf^Pr  vor  Wärter  geneigt  sei,  bringt  demna<5h  als  <  nothWeAdige 
Folge  mit  sich',  dasÄ' die  Gerade  ^S' von  t.^  an' in  Be^i^- 
huiig  auf-de^'H^tlxont  abwäl^ts  laufe. 

^Dief^esVerhllltttUs  ist  anschaulich  g^machf  bbi  der  brojekti- 
visdien«  Zeichnung  in  Fi^;2«rin  Ti^elcher  die  Punkte  A,  EyM,  W,  S 
die  nämlichen  sind  wie  m  Fig.  1.,  während 'die  Geraden  Eq-  mid 
^iV  die  Projektionen  der  Kanten  EG  und  AB  auf  die  mittlere 
Vertikalebene  und  AD  eine  in  derselben  Ebene  gezogene  Horizon- 


2T0 

tdttpie  K^«Mle*.  Vf^f»  tttellcli  bler  die  Rtiobtiitiff-  4^  Halbm^s* 
wm  SM  Ton  4ler  VertlkaUme  AJ  iWei^rmk, ,  der  W.  ASM  aber 
eio  Beishter  «ein  aeU,  «e  miuNs  augieqscheiiiUdi  AS  von  ^  ae  ab^ 
ip^rt^  lavfeoi  pämUch  W.  iV:45>iVi41>  sei».  Und  mi^ekebrt, 
80  oft  die«  der  Fall  tet,  wird  die  aogeoeUPtebergaolattfende.  Bewe- 
gung de«  DoppeUce^ls  vor  :eich  geben. 


•  I  I 


§.  3. 


Bar^  wir  ie^ooh  dem  anatväschemAusdrack  für  diee^  Bedin« 
enn^'Eü  ent!vrm»ln  anehen,  apneint  e»  nuthigNemt  die  Behauptung 
festzustellen  9  dass,  wo  sich  auch  immer  der  l>oppelkegel  während 

'  seiner  fortrollenden  Bewegung  befinden  mag,  d.  h.  wie  gross  aucb 
die  Entfernungen  AT=AV  se\k  mOgen,  stets  die  Ricntung  der 
Linie  AS  dieselbe  bleib^  nämlich  dass  ^alle  Punkte,  wie  S  und  S', 
in  einer  ernzigen  Geraden  gelegen  sind.    Ki'aft  (in  dei'  oben  an- 
gefefarten  Afobandlutog  §.  £  S.  396.  Z.  6.)  Aiitnnt  zwar  ohne  Wei- 
teres, an,  der  Weg,   welchen  der  Schwerpunkt  M  während  der 
Bewegung  des  Doppelkegels  beschreibt,    sei    eine  gerade  Linie, 
was  mit  unserer  gegenwärtigen  Behauptung  nendieh  susammenfalit, 
allein  die  Annahmen  dieses  Akademikers  bei  der  vorliegenden  Un- 
tersuchung waren  etwas  voreilig  und ,  wie   wir   demnächst   sehen 
werden,  zum  TImkiL Irrig,  und  im  gegenwärtigen  Fall  konnte  man 
föglic^  fraeen',  warum  denn  nicht*  etwa  cler,  geometrische  Ort  der 
Schwerpunkte  M,  M'  u.  s.  f.  irgend  eine  in  der  mittlere^  Vertikal* 
ebene  liegende  Ottn^  sein  konnte.   Dieser  mOgKehe  Zweifel  scheint 
TielmehfT  erst  durch  folgende'Betracbtung  seine  Erledigung  zu  fin- 
den.   Wenn  iswei  cönentente  Kegelfiächen  P  und  P'^  deren  Axen 
PM  und  P'M'  pai:alMl  laufen,  Ton  einer  Geraden  ^T'  berührt 
werden ,  und  zwar  so ,  dass  die  Berährungspunkte  T,  T  auf  der 
nämlichen  Seite  einer  durch  die  Axen '  gelegten  Ebene  liegen*), 
so  müssen,  wje  man  leicht  einsehen  wird,    die   B§rührunss-. 
Axenschnitte    so   wie  die  berührten   Eegelseiten  PT 
und  P'T  einander  parallel  sein.    Hieraus  folgt  nun,  dass 
während  der  rollenden  Bewegung    des  Doppelkegels   sämmtliche 
berührte  Kegelseiten   auf  jeder  läeite  der  mittleren  Vertikalebene 
in  einer  Ebene  ATS   beziehungsweise    AUS  gelegen  sind,  und 
dass  also  der  gebmetrische  Ort  der  Punkte  S]  S'  u.  s.  f.  nichts 

.Anderes  ist,    als    die  Dur&hschnittslinie    dieser  beiden 


*)  Wenn^  die  gemeinschaftliche  Tangente  TT*  xwis^hen  beiden  .Kegeln 
hindurchgeht,  so  classt  die  Berührungspunkte  sich  a«f  verschiedenen  adi- 
ten  einer  durcl^  die  Axen  hindurcligelegten  Ebene  befinden^,  so  gilt  dieser' 
Satt  nidit.  Im  andern  Falle  aber  überzeugt  man  sich  von  seiner  Rich- 
tigkeit, sobald  man  durch  T  eine  Gerade  Tfi^  parallel  zur  Axe  und 
ansseriem  die  anf  der  tangirenden  Ebene  j4TS  senkrecht  stehende  und 
die  Axe  schneidende  (in  der  Fig.  1.  jedoch  nicht  gezeichnete)  Normallinie 
TVc  zieht ,  und  ganz  'dieselben  Constmctionen  am  Funkte  T'  vornimmt. 
Blit  Hülfe  der  Voräussetzivigcn  ergiebt  sich  dann  sogleich,  dass  an  der 
von  den  Geraden  TJ^  TPV,  Tx  gebildeten  dreiseitigen  Ecke  die  drei 
ebenen  Winkel  gleich  sind,  denen  an  der  entsprechenden,  ans  J^'Aj  T'Wj 
T'tsu'  gebildete  Eblce,  und  dass  alio ,  weil  ATPf^  und  AVW  in  einer 
Ebene  liegen  V  die  fibenea  WTv^  veiA  W^VtA'P  parallel  sein  nruM^n. 

ThcU  VI,  18 


\ 


074 

I 

S'JfrvL.  e.  f.  attf^  di^i^r  OffrUdiB^  AS  l9eiikrecfat'Biteh«ii<,  W'nrttM 
de?  Weg  de0  Sc1i\^tpuiikts  attevding«'  (ein«  ^  iliS'^xrMMJ^  €IIM 
i>äd^  sein.  iDiese  Gerade  M3i*  imiss  ^lltrigeiis  V(bt1S«^i^I  hj  'dSett 
HaltnrangBpttnkt  iV^  der  lAtAe  BCmdktif^n^  iletifi  1^0^  wli^  iii§.l: 
BC  gleich  der  Axe  PQ  gemacht  1ial»eA,  S0  ^ist  dl^  ioinerfi^ 
Grenze  9  bei  welcher  der  Doppelkegel  von  den  Kanten  AB  und 
AC  unterstützt  zu  werden  authort^  dann  erreicht,  wenn  diesSchei- 
tel  P  und  Q  sich  in  B  resp.iC /befindet,  und  bei  dieser^  Lag<^ 
müsste  der  Schwerpunkt  ^  in  iV  airiansen.  Freilich  werden  wir 
demnächst  sehctt  ,>  aas» :  der  Dbppialkegel!  dttrcth '  «eiiie '  ioHmmM  Be« 
wegwg  dies«  GwMe  streng  genommen  iiiAwds  isrtcidtsii  kamu 

f  »  •.;      •  .»;..■••.        '>'  •  •:'?•'  •  •*.'•<  .  .-  .  . 

'•   •*•  ■       '  '  1      ■     -fif    4l'!  '-   i        '.f    .'    :.  '     '. 

*.  ''  •  ••  .'..'■  ',.''  l        ^   \         \  '      ' 

£s  sei  nm  ^lÄ  Aj^  df3  I)<>|me]|k^eTs  JP0f~2!Ä,  ^^xJÖprct 
vfxe9»ex  d^s  G^n^e}^e|i  F=:2aii  rt"ßr  Winkel  |^SQ==2^,.  so  da^s 

'  *=tang^  ist."  •  ''•  *'  •  .'•     '  '■  '    '.'^    '      ••'•    •  •'•• 

Ferner  sei  d^r  Winkel .  %wmhen .  den  Kanten  AB.  und  A  C  gleipb 
2t;  iipd  der  Winjcftl,  if eiche«  eine  durch  ^.geooffietie  VertikaUisA^ 
i4i/ mit  einer  dieser  KaBten  bildft^  umdich  JABi^JAC^T*^  :«* 
t  Mittelst  der  vier  r/on  einander  iUpaibbÄngigett^  gegebenen  Grdl($#B 
^>  05  ^,  r  wilden  sieb^tiuR  aUe,<lhri^»;€OiistaiiAep»  Gri)^eli,';b«H 
stjimuien  Ijussefn.    ..  .  ..,1         V.    '  .  .       ,' 

Um  zuTdrder^  d<^  N^igungawJmM  iZwtmüheD,  deii-  Ebenea 
ABQfl  xxndiACBE  zubestim<a«ii>  itek^bien.  i^i^ir  !durt}hr2£  .b^^^idb«* 
fien  wallen,  und  wacher,  suglelch  (Ue^  HoräontalprejeQtiaa  des  W^. 
^^C^Dgiebt,  bat  man  aul»>  d^nv  DoeiqfcK  GEM  ,     i         :     ^    r\ 

ajber  ao^  dem  Dr^iecl^  J^-4C  ergiebt  sich 

a)  sin£^a 

sinr 

.^    Ulm  ferner  die  Richtung  der  Geraden  ASZ  äu  flD4'ep,  wobei 
wir  in  Betreff  des  Endpunkts  Z  annehmen  wolleq,  ^a^s  j^Zlk^ 
eip  von  N  auf  AS  gefälltes  Perpendikel  sei,  -so  Kelfe-t   uns  das 
AABNien  Werth  AN^hcptgr^,  also  erhalten  wi»  ail4>dm  A 
ANZ,  welches  sich  in  seiner  wahren  Gei^talt  in  Fig«  2«  \zei^, 

■'.*eotgjf      taug«'!;-  '■■.•■    .•    ',  *   ■ 

Dif  Winkel  3i7  «nd  ?ö^  iiUinen  zwar  jpde«  ,W^ 
zwiÄpftpq  den  Gi:?p?5ei^  0  ^nd,  tr  tJMba^tcyi^.  se  .idum  ^.  und  ^  beU««' 


:  .' 


.n      «  . 


',  I 


b^e.  Jedoch  spltse  Winkel  bIoA,  und  hOdtstens  kann  1^=1^ sein^ 
in  Bo  fern  man  die  Untersuchnne.  auf  einen  rollenden  Cvlinder 
auszudehnen  beabsichtigt;  injeaem  Falle  aber  erfordert  die  Natur 
unserer  Aufgabe ,  dass  ^>^  seL  Denn  wenn  wir  unserer  yorigen 
B^^cbpupg^ein|«9  unter  2£  die  HcMrlzQuti^l^rejeettoir  des.  W.  3^ 
y^steheip»  «nd  vm  auch  den  Doppelkegel  auf  eioi»  dnfeh  ^gelegte 
Hofi^ootfdebeii^  pi^jicirl  denken  ^  so  leuchtet  sogleich  i^n,  da^s 
ät^>2^  sein  muaa,  denn  sonst, könnte  der  Doppelkegel  gar  nicht 
v^n.den  K^ten  AB  WkäAC  ge^«^en  werden^,  er  würde  vielmehr« 
wenn  man  ihn  so  auf  die  Unterlage  legen  wollte»  das^  er  mit  der 
Peripherie  sehies  ^Kirundkreises, «(«rcA  4  hindurchginge,  sidi  um 
diesen  Punkt  ^  herumdrehen  >  so  dass  sein  Schwerpunkt  in  der 
Ebene  des  mittleren  Vertikatsc^nitts  einen  Kreisbogen  um  den 
'  Mittelp^nkt  .4  beschriebe^  und  würde- auf  diese.  Art  zwischen  den 
Kanten  Aß  und  AC  geradezu  hindurchfallen.  N^n  ist  aber ,  wie 
man  aus  (1)  erbieht,  die  Projection  2£  grosser  als  der  projicirte 
Winkel  2fj  und  nur  im  Falle »  wen^  ri=si^7r  ist,  sind  beide  gleich» 
folglich  muss  jedenfalls  2^>2i7  sein.    Demnach  ist  in  allen  Fällen 

der  Quotient  t^HS5<l   and  wegen  (2)  W.  NAZ<,W*  Dass  flbrl« 
tang^ 

gens  dieser  Wid^el  gar  nicht  von  P  abhängt»  ist  sehr  begreiflich» 

weü  die  Figur  li,  nämlich  die  Unterlage  sammt  dem  darauf  geleg« 

ten  Doppelkegel,  bei  ^  festgehalten  und  in  den  Punkten  £  und  C 

erheben  oder  J^erabgesenkt  werden  könnte,    ohne  dass  sich  der 

W.  NAZ  finderp  ifürde. 


• 

Zunächst  kommt  es  jetzt  auf  d^  Winkel  NAD  (Fig.  2.)  an, 
welchen  die  Gerade  Atf  mit  der  durch  A  in  der  mittleren  Verti- 
biiebene  gezogenen  Horizontaliinie  AD  macht. 

Durch  Vergleichung  der  Fig.  2.  mit  Fig.  1.  ersieht  man  aber» 
dass  JPfD  nichts  Anderes  ist»  als  die  vertikale  Erhebung  de?  Punkts 
JB  über  den  Punkt  A,  folglich 


femer  ist 


folglich' 


ND^AB.i^osP; 


AN=Aß.co9tf, 


I  .  1 1  •• 


(3)  ahjy4n^^^^' 

cos  ij 


Dieser  Winkel  ist  natürlich  unabhängig  von  d;  Am  Schluss  des 
§.  2.  hatten  wir  aber  gefunden»  dass  £e  vorwärts  rollende  Bewe- 

fung  dann  Statt  finden  müsse»   und   auch    nur   dann  Statt  finden 
oxme»  wepn  yi,  .J^AZ^'sNA^,.  19t    Es  kornn^t  daher»  den  For- 
meiüÖ)  iinid  ($)  w  Folg^,.  d^auf.,^ 

h   ■   .  ••  . 

tangiiy  >oc«/* 
tange^^eesi; ' 

18« 
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«    '  ''(4)    flirny^tanÄ^^o«/'      *         • 

Ist-  0e  riachdem  nSibllch  die  ge^beiien' Whikel-^,  ^,  P  \^  eiif«ni 
solchen  VerhäNniBä  zu-  einander' steh <^tl';  da^«  Mer  efitweA^ir äh» 
obere  Zeklien,  oder  das  mittler^  '  odc^  ^as  üttter<s  «Realität  litft, 
tfird  beriehungSTreiÄe  der  Doppelkegel  sich  Vorwärts  vötr  2I  gegen 
AT  bewegen,  oder  im  Oleichgetvicht  liegen '  bl*il>en,  oder  röclcwfittft 
Jegen  :^  hin*  rollen.  ' 

'    Da  sin  17  Übrigens^  wie  bereits  im  vorigen  §.,  bemerkt  worden, 

4er  N;ä;tur  der  Sache  nach  kleiner;  al^  sia(^>  ^Uo  1>  -r-^  ^^'^^  muss> 

so  kann  man  wegen  (4)  auch  sägen :  Sobald  der  poppkelkegel  von 
selbst  vorwärts  rollt,  muss 

d^h.  &  kleiner  süb  r  sein^  -^  welcher  Slatz  jedoch,  ntm  nicht 
mehr  umgekehrt  werden  kann.  Den  W.  r  setzen  Wir  natürlich 
bei  dieser  Untersuchung  als  spitz,  höchstens  =  /2^  voraus,  weil, 
wenn  r  ein  stumpfer  Winkel  wäre,  von  einer,  berganlaufenden  Be- 
wegung gar  nicht  mehr  die  Rede  sein  kannte.  .  '  ' 

£ndnch  bemerke  man  noch,  dass  je  nachdem  in  (4)  das  'obere^ 
mittlere  oder  untere  Verbindungszeichen  gilt,  auch 

BN'>h 

-j^^-cosr, 

d.  b. 


••i  .       •  .•  f 


ist»  Und  weil  AB, cos r  die  vertikale  Erhöhung  Ües  Punkis  B 
über  dem  Punkte  A  angiebt,  so  fässt  sich  die  vorige.  J^edingung 
auch  so  aussprechen :  Der  Doppelkegel  wird  vorwärts  oder  rück- 
wärts rollen  oder  stillstehen,  je  ^nachdem  die  vertikale  Erhebung 
des  Punkts  B  über  den  Punkt  ^,  nämlich  die  Linie  NDiü  fig.  2., 
kleiner  oder  grosser  oder  gleich  ist  dem  Halbmesser  des 
Grundkreises.  Noch  bequemer  milich  ersieht  man  dies  Er^ebniss 
aus  der  Beschaffenheit  der  rechtwinkligen  Dreiecke  ANZ  nnaAjPfPa 
welche  die  H3rpotenuse  gemeinschaftlich  haben,  und  in  denen  ^Iso 

W.  NAZ^NAD  sein  wird,  je  nachdem  ^^l  =ND  ist.     . 


§.6. 

Wenn  t&=iift  wäre,  nämliclt  weiin' anstatt  eines  Doppelkegels 
ein  C  vi  in  der  vom  Durchmesser  2a' auf  die  beiden  Kanten  der 
Unterlage  gelegt  würde,  so  hätte  man  sin7Cotg^=0,  und  es  konnte 
also  gar  nicht,  wie  der  Bedingung'  (4)  zu  Folge  für  eine  aufstei^ 
gende  Bewegung  verlangt  wiä„  ^ sin 9 cotg^>cosr  sein,  sondern 


\ 
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6».»^,  w#pi^  ßßbei  r  von  in  merachlod^n  aogeaomnen  wird^ 
8in^«otg^<CQsr^  d.h»eip  Cylioder  wird  auf  der  Unterlag e. 
abwärts  gegen  A  hin  rollen^  und  nur  filr  .r=f 4^  ist 
8101700^^;=  cos /^=0>  nämlich  wenn  die  Kanten  der  Unterlage  ho- 
rizontal ffesttHtsind;  so  bleibt  der  C^linder  Im  (Gleichgewicht 
auf  denselben  liegen. 

/WeüninfeMi  mgegen  eineii  wirklichen  Doppelkegel  vor  sidi- 
hM,  wobfti  also  ^<ii7r  ist,  so  ersieht  man  iäus'  (4),  dass  beiiin*< 

Seändertem  n  durch  Verkleinerung  von  r,  d.  h.  durch  stellere  Er- 
ebang  der  I^anten  AB  u|id  AC3  leicht  die  Möglichkeit  der  auf- 
wärts rollenden  Bewegung  aufgehoben  und  der  Zustand  des  Gleich- 
gewichts herbeigeführt  werden  könne,  weil  nämlich,  wie  bereits 

in  §.  4.  bemerkt  worden,         ^   jedenfalls   <1   ist.     Und  femer, 

sobald  dieser  Zustand  des  Gleichgewichts  eingetreten  ist,  so  wird 
bei  uDV:erändertem  f  und  ^  bloss  durch  Vergrösserung  des  W. 
2i7  wieder  die  aufwärts  rollende  Bewegung  veranlasst  werden,  wel- 
che Folgerungen  man  bekanntlich  durch  das  Experiment  leicht 
bestätigt.  .         ' 

Im  Uebrigen  konnte  man  für  jede  beliebige  Grosse  der  gege- 
benen W.  ^,  r,  fi  die  Winkel  NAZ  und  NAl)  nach  (2)  und  (3) 
berechnen,  und  wenn  dabei  NAZ^NAD  ausfällt,  so  würde  dem 
$.  3.  zu  Folge  eine  mit  AZ  im  Abstände  MS=zM'S*=a  parallel 
gezogene  Gerade  MN  den  abwärts  geneigten  Weg  darstellen ,  in 
weichem  während  der  aufwärts  rollenden  Bewegung  des  Doppel- 
kegels seiu  Schwerpunkt  allmählig  he]:absinkt. 


§•  7.  - 

Auch.lässt  stcl^  jetzt  schon  das  statische  Moment  bestimmeii^ 
durch  welches  bei  exn^r  beliebigen  Position  des  Doppelkegels  seine 
vorwärts  rotirende  Bewegung  verursacht  w^d.  Zieiien  wir  nämlich 
(Fig.  ±)  durch  W  und  M  die  Vertikallinien  Wr  und  Ma  und  durch 
M  die  Horizontallinie  Ma  und  setzen  W.  DAZ^NA^--NAD=:^u» 
und  die  Masse  des  DoppeIkegel9=2P,  so  ist  «luch  W.  üflfV=w, 
also  das  statische  Moment  =2P. Ulf TF. sin a>. 

^  Hierbei  kann  man  die  VfOränderliche  Grosse  MW  leicht  durch 
die  Variable  AT  (Fig.  1.)  ausdrücken.  Denn  die  ähnlichen  Dreiecke 
IFilfZV^  und  NZA  in  Fig.  %  liefern  sogleich  die  Proportion 

MW_WN_AN-AW 

NZ'^llN'"      AN     *• 

upd  anstatt  dieser  kann  man^  wie  aus  Fig.  1*  ^kannt  wird,  «setzen 

MW _A]^-AT.  '[      '  ■.;  ;'   , 


i'f 


AB 


l    .vi 


also  ist^  we^n  UMWtfjlir  a  uuii  AB  die  Werthe  Acotg^  und 


benutzt,  '  '  ,  - 

^.     >      '  *ai^  V 


♦.  j 


i7« 

Mmtief  ftem  zav$räerät  aus  (2)  und  (3):  dos  if^Z  ttitd  eo«Z¥i41> 
8a6h«n  und  dänb  ,:  >    i.     .      ■ 


^  (iV^lZ-- JV:4Ä)  Md  CO«  {NA^^  NAD) 

^iwickeln;     Es  ist  jedoch  für  die  Felge  beqneBMif ,  staitt  des  Win- 
kele fl  seinö  Ptoiectio«  E  einenföbren,  danil  wlid  ttämlieli  W4 

(i),ci),  (3) 

öiniy==sin  JBsin\r, 


t  •  ^  ♦ 


cos  ^  =  Y^i — sin  £^  ßinF^y 


'/i'  ^ 


/^     •    TiTJ^       sin  EsinTcoteö^  1^sin^"-sinJS^sin/^* 

^  1^I~S5£^n  r* '  sip^iri_^nj;»8inr» 

.-  //        ■  .  •  .    .        •         .     ' 

(8)  sin2V:4/)=  ^-       ,    ^  .  ==,  cosiV:^Z>=T7:=^— ,    -,.  .     — 

T  1— sin£*sin  r*  t  1— sinJK*sinJr» 

und  dtiirhalb 

\^^      .  4 «in2£cos ^sin  r"  -  cös r  ^  sin^*— sinJEr»sinr' 

^  ^  sm  ^  (1— sin  £*  sm  jT*) 


I » ■    1 1 1 » 


sin  rfsin  JBcos  rcos^+  cosjB  Vsin  &^  —  siÄ  JE«  sin  r-l 

Sin  ^  (1— sin  jE^  sm  /^=') 

oder  auch,  wenn  man  Zähler  uttd  ISfenner  dieser  Ausdrücke  durch 

11 
8fBr*sin^  diridirt,  und  Äe  Quofieäten  -j-=---   und  -rAn;  durch  Co- 

sini'*       .  JBiBir* 

tangeDteii  ausdrückt» 


/iA\    •      _  sin  £  cos  E  cotg  & — cotgi^  VcDsg*-fcotgr*^siii  JE^cotgj»* 
'  cos£*+cotgr^ 

sin  E  cotff  r  cotg  ^+  cosEI^  coi^J^-f  cotfif/«— sinjE*cotff^« 

coaÄ*+cotgr^     .  ;        .  ' 

§.  8. 

Wir  habet!  im  Vorhergehenden  diejenige  Stelfaing  desBopfiel- 
kegels  y  wenn  er  gerade  über  d^n  Vereinignngspunkt  der  beiden 
Kanten  AB  und  AC  gelegt  wird y  absichtlich  noch  nicht  als  die 
ursprüngliche  bezeichnet»  weil  diese  Stellung  in  der  That  eine  etwas 
geiiauere  Besprechung  verdient.  Bei  dem  ersten  Anblick  mag  es 
Dämlich  scheinenr^  als  trenti  in  ifieser'  ^flhiglüehen  Stellntt]^  dier 
Schwerpunkt  des  Doppelkegels  sich  vertikal  über  dem  gedachten 
Vereinigungspunkte  oer  Kanten  befinden  müsse  und  dass  man  nur» 
weil  alsdann  thec^retisch  beachtet  ^  Gletehgewidit  Statt  finden 
würde  y  durch  einen  Ueittepf  Druck  u.  dgL  ein  wenig  nachsuhelfen 


ImtebtAyi  iirii>M^Mdi)d}ii  tekfdUliide  B^w^^onf  HurErsfilieiituiig 
am  ;bffUlgell.^)Die60■:J^bH9icbt  nodMi  wir  denn  aucb  avusgeeprocben 
m..4er  ratoaefübiteni  Abhandluflig  von  Kraft*)  durcb  die  ^orte: 
Haie  puncto  concursus  immineat  ve^lcaliter  cenirüni  gravitati»  tetae 
aut  centrum  basium  circularium  conjunctarum  quod  sit  D,  —  in 
Verbindung  mit  deV  schon  früh^  attgiefiibrten  Stelle**):  Durante 
igitur  boc  motu  eentrum  gravitatis  descripsit  lineam  DO,  Bei  einer 
«örefalti^riBa'  Ueberl^giing  ab<k  drängt  sich  die  Frage  auf ^  oh  es 
nkht  imtbr  ^miäatn-  UmiitäiHien  mOglicb  sei^  dass  anfangs  der 
Doppelkegel  sbch*  tmi  den  -Punkt  ^4  herumdrehe,  ohne. mit  derPe- 
ripneri^  s«ift#flr  G«iinAk;rei»eB  diesen  VereMgungspunkt  der  Kanten 
und  mli  den»,  «o»  'der  rertlkulen  Stettung  in  «fiie  schräge  Lager 
äb«nre«hiHiden  Haibn^esser  JA  die  Ebine  des  initiieren  Vertikal* 
ts  Eu.'Vetiasisenvtiad  dass  «rst  später ,  sobald  diese  Umdre-» 
hung  wegen  des  Widerstands  der  Kanten  AB  und  AC  unmöglich 
gemafcht  würdej^  ^ie  fortrollende  Bewegung  einti'äte.  Der  Cnterschie4 
^?i4^cb^ 'fUesei*-  toriroUenden  Bewegung:  und  derjenige.n,  welche 
ich  sieben  Umdrehung  genannt  habe,  wurde  offenbar,  in  der  An- 
zahl der  Berühi;ungspunkte  zwischen  der  Gesammtoberfläche  des 
Doppelkeguls  i^iid  ft^iner>  Unterlage  begründet  sein.  Denn  während 
der  blossen  Umdrehung,  wenn  eine  solche  Statt  findet,  wird  sich 
det  IIaUiiilts«eff  .^IA;  (Fig.  2.)  vo»  der  Ve^tikaUidie  AJ  abitäirta 
dr«lN9.#r^W.e  d«A8'diCif  Doppelkegel  iron  de,r  Unterlage 
inirgend  einem  andern  Punkt  ausser  ^berührt  w^cde; 
sobald  dagegen  der  Winkel  JAK  sein  Maximum  erreicht  hat,  weil 
einer  weiteren  UnMrehüng  sich  der  Widerstand  der  Kanten  AB 
und  AC  entgegenstellt,,  so  wird  in  diesem  Augenblick  der  Doppel- 
kegel mit  der  Peripherie  seines  Grundkreises  den  Vereinigunes- 
punkt- beider-  Kanten  verlassim  und  wird  sofoH,  ind^m  sieh  der 
B«rdln»igi(tMinkt>  A  gewlssermaidsen  in  zw«f  au«  einander  tretende 
Punkte  fiiev^altet.  In  dieseh  zwei  Berührungspunkten  auf  den 
Kaoten  AB  and  AC  ^HiHtti  sein. 


Um  die^  etf^äs  delikate  Frage  zu  etrti^cheiden,  sei  der  Schwer 
mtiki  des  .Dajfyj/elk«gfeJÄ  de*-  Ursprung  r<^6htwh>küget  Coordlnaten, 
die  'OrdiH^tM/Z  te^^d  hi  der  Kiclitung  d^-f  harizontalfiegendeu 
Ajße  des  ICegi*!^,  di«f  Ajten  d^  Xuttd  r  aber  beide  in  der  Ebene? 
des  mittleren  Vertikaischnitts ,  die  erti^ere  hidri^ontäl  und  positt^ 
nach  der  Seite  hin,  nach  welcher  die  Kanten  der  Unterlage  in  die 
Höb<^(laufi^il,  «die  andere.. vertiftal  ot^w^i^«»  ang^itmiAen  werde^.^ 

Alsdann  entspricht^  der  Obetffläctie  des  auf  Nder  positiven  Seite 
der  Z  liegenden  und  jetzt  allein  zu  betrachtenden  einfachen  Kegels 
P  die  Gleichung  ' 


i\ 


_(A-tr 


A»- 


a 


2 


*)!  1.  cl§,Jj^.j  jper.  Punkt  ,Z),  hat. da^plbfst  4^®  aämliche  Bedeutui^. 
wie  in  aperer  Jrig.  1*  der  t^unkt  J.        " 

^]f.  L  <^  g.  6.  DaÄ«  di^  Kanten  ^B  nnd  ^^dtiselhat  horizontal  Tor- 
ailargesetj^t' wmi» /tostcht^keitreä' Ihterteyed'in  der  Stf^ 


I 

\ stiegen  \Ar  cbnow  deA  'Aiifiibgf8piiDlBt*'dtnr'  CMrdtettfoV'  qbne 
jedoch  an  llirer  lucntuDe  etwas  m  äode» ,  nach  A,  üod  beMfotinen 
die  Coordinaten  des  ScnWerpuakts  nach  den  RiobtmngeD  i»t  ufoen 
J^  und  Y  durch  {  und  v,  so  Ist  ...» 

(11)  *'(a;-|)»+A*(y-t;)»=d»(*-*)'-  •      • 

Die  dureh  den  Vereiuiguigfl|Hiiikt  A  gehende,  ituf.  der  Seite 
der  positiven  Z  gelegene  Kante  AB  aber  lässt  sich  als  Dureh- 
Bchnttt  zweier  Eignen  betrachtet!,  von  denen  die' eine  durbh  die 
Axe  der  F  geht,  also  vertikal  steht  und  mit  der/  Ebene  der  JKT 
den  Winket  £  bildet,  während  die  andere  durch  gegenwärtiee  Axe 
der  Z  geht  und  pegen  die  Ceordinatenebene  XZ  unter  de»  Winkel 
NAD  geneigt  ist,  dessen  Sinns  und  Cosinus  in  §.  7.  gleich 
cosT  eosfsinr.  . 

den  i^.  Diese  Kante  wird  also  dxirch  das  System  folgender  beiden 
Gleichungen  repräsentirt: 

arsin£— icosE=0,    arcosr— 'yeoSjBsinr==0, 

welche  den  beiden  eben  bezeichneten  Elbenen  entspreeheta.  Sub- 
stituirt  man  die  Werthe ,  welche  sich  hieraus  fSr  x  und  5  «geben, 
nämlich 

in  die  Gleichung  (11) ,  so  .Erhält  man  eine  Gleicbung,-  welche  nur 
1  enthält  und  in  Besiehung  auf  diese  Variable  vom  zweiten  Grade 
isty  und  durch  deren  Auflömmg  die  Werthe  dieser  Coordinate  für 
diejenigen  beiden  Punkte  sich  ergeben  müssen,  in  denen  die  Ki^n* 
tenlinie  AB  im  Allgemeinen,  so  lange  die  Richtung  des  von  A 
nach  dem  Schwerpunkt  des  Doppelkegels  gezogenen  Halbmessers 
noch  nicht  näher  bestimmt  worden  ist,  durch  die  Kegelfläche  P 
hindurclidringt.  Bezeichnen  wir  aber  zu  gleicher  Zeit  denjenigen 
spitzen  Winkel,  auf  dessen  mtigliche  Existenz  es  ankommt,  wel- 
eben  nämlich  der  eben  erwähnte  Halbmesser  mit  dem  in  A  vertU^al 
/gehenden  Radius  AJ  bildet  (etwa  den  Winkel  JAK  in  Fig;  2.) 
mit  il>9  so  dass  S=;:asintt>  und  i;=acost()  ist;  so  erhält  die  ge- 
flachte Gleichung  die  Form    , 

.      Ä«(rcotg£f--o«lBt)«+Ä«('-^p^-aeosv)'^«'(A-«)»,= 

810  J!i 

\ 
'    I 

d.  h.  '  \ 

(  Ä*  cos  £«  +  Ä«  cotg  JT* -.^  a»  sin  £*  )  z« 

— 2Aa(Asin£cos£sint|>+Acotgrsin£cost];— a8in£*)2=0. 

Die  eine  Wurzel  hiervon  ist  z=0,  und  dazu  gehört  w^en  (12) 
auch  a;=0,  ^=0,  durch  welche  Coordinatenwerthe  nur,  wie  es 
die  Natur  der  Sache  verlangt,  angegeben  wird,,  dass  die  Kanten- 
linie  mit   der.  Kegßlflä^^e.:  d^   Fun^t^  ^A  .gen^einse^iM^lj^b ,  hälfe. 
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Nf^h'AtMohifmnkg  .dlMet  ersten  Wüleel  wird  aber  die  andere, 
VKCM'MiWrBUgiitich:  aUe  Glieder  der  Oleidiung  .durch  A*  dWidiü 

uod'  ßr'^den  Werth  cötg  &  einfuhrt,-    ; 

^    ^    *""  cosJB'  +  cotg/^-cotg^siiiE- 

Nun  muss  aber,  wie.  bereits  in  §.  4.-  bemerkt  worden v  attenial 
tang^>tang£  sein,  also 

(14)    cos£>eotg<^sin£. 


•    • . 


und  deshalb  ist  der  Nenner  des  für  x  eefuiideDeB  Ausdrodos  (IS^i 
wie  gross  auch  sonst  die  spitzen  Winkel  E,  r,  &  angenommen 
werden  mögen,  eine  posttive  Grosse,  woraus  Arfgtt»  dass  das  Vor- 
zeichen yon  z  sich  lediglich  nach  dem  in  Klanunem  eingeschlossenen 
Factor  de»  Z&hlers  rtditet    Setoeii  wir  daher 

(15).   ces£siot|>-f cotgJrco9ip=:cptg^sin£+^>. 

wo  d  eine  noch  unbestimmte  Grosse  bezeichnen  soll,  so  wird  z 
ziu^eich  mit  dieser  Grosse  S  positiv  oder  negativ  oder  Null.  Aus 
dieser  letzten  "Gleichung  erhalten  wir  aber,  wenn  wir  anstatt 
cotg^sin£-t-^  der  Kürze  wegen  /»  schreiben  und  quadriren, 

cotg  r*  cos  iji*  —  ifi  cotg  reoB  "«p  +  /Li' = cos  £*  ( 1  —  cos  i|>'  ) , 

also 


,      u  cotg  r  dt  cos  £V  cos  £*  +  cotgr*  —  u*     , 
,,    "^^  C98£'+cotgr« 

Nun  bemerke  man,  dass  zwar  die  von  dem  Winkelt}^  abhängige 
liage  des  Doppelkegels  so  beschaffen  sein  kann,  dass  wenn  man 
sich  seine  auf  der  Seite  der  j^ositivenz  jgelegene  Hälfte,  näm(icl| 
die  Keget&ache^P,  welche  wir  hier  allein  in  Betrachtuoe  gezogen 
haben,  über  die  gemeinschaftliche  Basis  beider  Kegel  ninaus  er- 
weitert und  die  gleichfalls  auf  die  positive  Seite  der  z  fallende 
Kantenlinie  ^1^  über  A  hinaus  verlängert  denkt,  diese  Verlänge- 
rung in  jene  Fortsetzung  der  Kegelfläche  eindringe  und  irgen^o 
auf  der  Seite  der  negativen  z  noch  einen  zweiten  Durchschoitts- 
punkt  init  ihr  gemein  habe,  dass  es  aber  den  B<Mlingung€in,'iiQS,e- 
rcfr  Aufgabe,  nämlich  der  UndurchdringUchkeit  4er  Kante  «i^J? 
widerstreiten  wurd^,  auf  der  Seite  der.  positiven  z  einen  solchen 
zweiten  Durchschnittspunkt  zu  denken»  Da  also  de^  in  (13)  für  2 
erhaltene  Werth  entweder  negativ  ausfallen  mus^  (in  welchem 
Falle  den  Förmelii  (12)  zu  Folge  auch  die  zugehurigen  Cpördinateii 
X  und  tf  negativ  sind),  oder  auch  sich  auf  Null  reduciren  kann, 
wodurcb  angezeigt  sein  würde,  dass  die  Kantenlinie  AS  keine 
Sekante  der  JKegelfläche  sei ,  sondern  dieselbe  im  Punkte  A  tangire, 
und  da  das  Vorzeichen  von  z,  wie  oben  bemerkt,  mit  dem  Vor- 
zeichen von  S  übereinstimmt;  so  darf  auch  in  dem  für  costb  gefun- 
denen Ausdruck  S  nur  als  eine  n^ogAtive?  Zahl  oder  als  Niul  he- 


ist 

tradlfet  wndsn.  Ana  äer  ÜMthang  (IS)  iA»r  Jgt"«^l()titlfch «  da 
didhi'derii  linkdn  Thril  dtesrr'OleiGbithg' «vschshtenile«  'WMwl 
^,  E,  r  alle  als  spitz  und  posUfv..  angenommen  .sind,  da^s  /t  = 
coXe9smE-\-3  eine  positive'  GrSsse,'  nämlich  dass  dAr  nume- 
rische Werth  von  ^kleiner  als  cotg^sinS  sein  müsse,  und  hieraus 
folgt  MtitiSF,  dhss  in  de«  fijrcsat^  j^futideBen'Wcrtlre  die  Wiirzd- 
gTÜs&e  positiv  zu  nehmen  s^i.  Denn  nach (14)  ist  cos£>rötg9sin£, 
also  auch,  weil  S  keine  positive  GrCsse  sein  kann,  cob£>^  Dem- 
^ja^S^^  i«it  dann  aocb  nviter  .  -,     -. 


ycotg/^  + cos  £*—/»■  >co^/'; 
also,  wenn  man  diese  heiden  letzten  ÜDgleicbaDgen  mit  einander 

atÜtiplÜM,   Qjd    so   IDrflf  :    \.    ■■■■''■    M..  ■    ■■': 


Wollt. 


co9^V"«rtg/«+co*jE'^(ii»>^«itf  J^'' 

:e  man   daher  dl«    WKrKelgrfflsse  negativ  ne)iftiea,'M  «flnl« 
negativ   ausfallen,    also    auf  einen  stiimpfen  Winkel  i(>  hiD- 

n,  weldhös  der  hlet  in  Fmge  stehend*  nWrt  seltt  kann. 

,   Ans  der,  .GteicbuDg  (15)  erhalt  man  nun  weiter , 

also  cfurch  Substitution  des  fü^  cosi^  gefundenen  Ansdcnc^: 

^    '        ^  cos£»+cotgi^ 

Diese  Formel  lehrt,  wenn  V=^0  angenommen  v/trim  soll,  fSr 
welche  Annahme  n>an  den  Zkbler  hör  gleich  Null  zu  setzen  braucht, 
dass  dann  /t'^cotgJ^,,  also  weil  /t  nach  dem  oben  Bemerkten 
dne  pdsitive  GrBsfee  sein  miisS,.'/i=  cötsi^j  folgilcli  '  J^cotel* 
'^cpt^^eÜnE  8^1,  h-ährend  fÄr  diese  Annahme  sich  aiis  i;j3)vlat 
den  zweiten  Dnrch^chnlttepaokt  d:er  KaDtenliiiie  Aß  iäii  i^tüegel' 
fliehe  ^  der  Coordlnateowerth  '    '  ■,' ' 

a7)    »— ?af'"-E<'iot^>*-c*»(g»efa^>,   '-"■ 

..    :-'.'.'  ;.'■   ,  ;. .  cos'^+cot^/^-cotgftisin^; ■„;;:';  ■;■, ',.__ 

elrgJelit.'JöaMit'' dieser  Werth'  pich^  positiv  ausfaile.  darf  cotg/ 
nlSKi  erOöier;  als  cotg^siiiS  »ein,  lind  wir  .haben  dafeer  fiir  die 
MaglicTrkeit  den  Dopjjelke^'ol  tlberhaiipt  so  zu  (e^en^Jass  er  mit 
^betA  Pänkte  der  Peripherie  'seines' G'rundkrei^esaen  verc^dieüngs- 
giHkt,'ilCT  leiden  Kiinten  Aß  liod^fi MiJihk_  unil!;swn;,Srfn^er- 
EJ"'2*'^,(cli  Vertikal  über  diestm  y(fr«4ni^ui(sspiijW.^^n^«tV|a^ 
Bi!(nng|iul^n -       ,,y  .  .   ,'  .   '  '.   "  '  '\''i 


>  Steve;  ti^idev  FMh»  nrüeM^ii  dker  Woti  mt^rfilcM^eVfe  uod  '^adn^ 
BftllM  ttüterira^lit  werdeB.  Es  kann  nämlich  «ib  ^  ffberhanpt 
B«i^^  alsdaftB  ei»«!!  TOB-NteU  veridchiedeBeii  nad  pa'si- 
tiv-^B  Werth^^rlialteB^  WeiiB  dt«  diireh /«  Torg^stellte 
8iiinne>  ootgr  isty  wt>VoQ^  tskM  «Ich  sofort  fiberalnigt^  ivetm 
man  Aem  iMet  der  Formel  (16)  die  Gestalt  giebt 

tit"(cos£*4H;otg/^)— /»■co%/^--V'cotgr«(co«JE«+co%r')— ^«cotgr*.- 

Da  aher  Ale  jeden  Werth  von  y  tAmter  /*=:=cotg^8in£-|-,J!  jist,  jui\ 
üesse  sich  für  ein  solches  Verhältniss  der  Constanten  &,'  Jß,  P, 
wobei  cotg^sin£=:cotg/^  Wird,  die  mit  yr  gleichzeitig  variirende 
Graste. f^  nur > dadurch  grCsser  als  ceigr  inaoheil,  dad^s:  naSi  der 
Gr(Mi».^.#ni^  posiftiyeB  Werth  beilegte,  was  mit  dmb;  UsNtariey 
das»-«  notlHteniii^i  evtweäer  ileffativ  oder,  gleich  Nsit  seit  iMss^ 
nicht  Tettmliar  ist  Wenn  daher  die  Coostantenüf^^U^  i*  isirUieh 
in  den'  Verhältniss  int  eiBander  stehen,  .  dass  dito'- Okichuto 
c«ltg'^si»£::^CDt9r  erffillt  wird,  se  kann  man  swar.  4etk  DoppeU 
k4gel  eiMiEiolobeXage  anweisen,  dass  er  auf  dem  V^ereinigungSH 
pwikt  dei"  beiddn  imterstützeoden  Knnten  ntbt  und .  setit  8iebif  er- 
Mskl  sieh  in  der  tob  diesem  Punkt  aufwärts  gezeg^eoen  VertikaL* 
fieie  befinddt,  aisa  f=^Oitit,  und  die  Gleichuogeä  (17)  und  ^li) 
sei^n^  dä^s  die  >  beiden  Kariten  alsdann  Tangetiten  der  KegeMiooett 
sind;'al)lj^i»  irgend  eine  Drehung  desselben  ura/eiaeii 
positiTBB  Winkel  yr  witrd  unter  diesen  Umstfiaded 
daroh  dieh  Widerstand  der  Kanten  unmöglich  gemacJit 
wenden.    jAstch  giebt  durch   Substitution  des   Werths  cotg^=^ 

^^„  üßi  dei§  daraus  folgenden  *      > 


;/ 


sm  O"' = -r — aj^— — :-*=*. 
sin\E'  +  coftg  r* 


die  Fonael  (^)»  sobald  .map  Zähler  und  Nenner  derselben  vorerst 
durch  sitt^  diTidirt,  den  Werth  »   ' 


/ 


^.       .   CO«  JE  sin  JTcos  T-  pos  F^l  -  (  sin  £«+  cotg  P»)  sip  F* 

1— sin£*slnr' 

_cosr[cosi;sinr--y  l-(l-co8JE')sinr*~-cosr'] 

1  -  sin  JB*  sin  r* 

=^'  .       •     '  '•  .      ■       ■        ^  »  • 

>teraMs' hervorgeht i  däss  der  Dö^^^g^I'^^r 'Äe^«tifnM«!t^^ 
iMM 'ttttg-thfl^au^idie  Schenke)  deif  VM^\»g^  hlb^^  In  wefdMi^ 
Ptihktbtt  MM  Wlirl  tAbhi  im  Stan^  ist  von  si<lb^t  w'^TteV  ^  rO^^ti'. 
>T9fWW  Asiäd^^  tofg  ^-^nEytöt^rint,  so.Mieibt  arich  ii^ 
«MtdS^slBf'^?^  grosser  als  cbtg'r^  $o  Uttgt  dV^  Äegativii'  Grosse 
*  mih  miiB4itseli«r»^ertMe  Bäcftr^dle  BUTeretiz'  cöt^0fi\üE-tMgT 
ni^'abehsdfcrviibt;  tmd'  Inbefhälb  \iieses  Oretii^verths  und  dem 
WetHitf^»±ü:(^i^  demi  aiK^h  1litf^tdBl!(uBveric^«>n^i';'S!6^lvet 
ttdd  ^tton«i<;  W^rthe  föhig',  ^  reelfet  W^rtb^  afusf  deitt  ISmi^d«; 
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weUw0g«p  ^<^^ajii»47<€oy»£   (m  Folge  (14))^..die;Wl9zel- 

gn>i»se-  iD  dfiu  «doisdruck  (16)  nieimaU  iiu«i|;i9iU:  au«laU(^n  k«AD^ 
luD  zeiKt  i^ber  dlie$a  Formel  .(}6)i4U4chx  das«'d^r'iW-:  If^-  ^  ^MPrt 
«teoteo  lyertoyn  .von  £  und  J^  de«tQ  grosser  wicd i' je  a^syi^er.  fu 
ist;  ^nd  ¥vei|^  wenn  p  wachsen.  S9II»  dejc  D«ineriso|ie,  Wortfi  voD, 
ä  abDehmen  inusß>  so  erreicht  der. W.'^;  sein.  Ma^^wn«»  sobaldi 
man  ^=0,  also  fL=cotgd'sinJE  annimmt  Für  dieses  Maximum 
hat  n^p. daher  den. WerS)  '      ,,  t 


(18)  äiri^:>= 


•    '  C08jB*+C0tgP*  1    ' 


11« 


:>  Dieser  Werth  ist  abet  mit  dem  4n  (10)  fiir  isia'o^ijtfe^iideneDf 
U^niisek,  also-  das  Maoumvm  ron  ^x^ m ;  ü&nlioii  Yi.'^JAK^^: 
DAZ  (Flg.  i)i  weiaiis  fbil^,  daiss  der  Raditts  KA  alsdluin  senk» 
w^ekt  im  AZ  stellt  W«iifi  daher  die  Bedingung  cotg  ^dmB^^coi^  T 
enlällt  ist  und  man- alsdann  den  Doppelkegel  so  lauf  <tden'  Veretni- 
güngfipunkt  der  Kanten  AB  und  AV  legt,  dfiss  n^iD  SckweifNitAct 
nur  ein  wenig  ans  der  vertikalen  Richtung  AJ  ab#eiohend  dii  'dW 
Winkelebeoe  JAN  fällt,  so  ßndet  zunächst  elae'Und^efaitng  unK 
den  BerGbrnAnpunkt  A  Statt  und  zwar  so  lange;  bis  dör  läulivs; 
AK  mit  den  Halbmessern  MS'^  M' S' y  u.  s.  f.  gieidho  Neigung 
gegen  die  I^risontallinie  ^IZ)  erhalten  hat»  d.  h.  bis  die  durch 
die  Axe  des  Kegels  und. den  Berührungspunkt' ':^ge- 
legteEbene  mit  ali^n  andern^BeTühruogs-Axensehnit- 
len  PSMy  P'S'M'  peLTSiWel  geworden  ist,  ^^  und  dann  erst 
beginnt  die  fortrollende  Bewegung.  In  d^n  Augenblicke  also; 
wenn  der  Doppelkegel  aufhurt  mit  der  Peripherie  seines,  ^niold- 
kreises  den  Punkt  A  zu  berühren ,  ist  seine  Stellung  ganz  die  näm« 
liehe,  wie  wir  sie  in  den  vorhergehenden  §§.  für  einen  beliebigen 
andern  Zeitpunkt  während  -seiner  fortrollenden  Bewegung  haben 
kennen  gelernt.  Zugleich  ergiebt  sicji  aus  diesen  Betrachtungen , 
dass  die  von  Kraft  (1.  c.  §.  8.)  angegebene  Formel  tang^^iVir= 

tang  iV:4Z=4^==  ^-4~=  *5^  (Weil  er  nämlich  glaubte,  das 
®  AN     Acotgi;     tang-^ .  **      .   . 

^  ANK  sei  bei   A    rechtwinklig)    falsch   ist  und   heissen  muss 

sin  ANK^8inNAZ=^^, 

tailg^ 
haben. 


wie   wir  sie  in  §*  2.  ao^esMlt 


§.  10. 

Ish  wende  mich  jetzt  zur  Betrachtung  der  auf  der  Kegelober- 
flSche  liegenden  Curve^  in  wdcher  alle  in  Fig.  L.mit  7,  V,u»^L 
bmichneten,  nacli  und  nach  mit  der  Kante  ^JE^  in  Ber^mng 
kominenden  Punkte  gelegen  sind.  ,  Diese  Gurve  kann  man  offionbaf 
auch  auf  die  Art  entstehen  lassen,  d^ss  mao,^cj^  den  Ppppdkegel 
selb/^t  ials  stillstehend,  vonstellt,  aber  die  Kante  ^^,  ^eigeis^t  an 
seiner  krummen  Oberfläche, ripgs  herumführt,  4^i^:sie  forti^l^hr^d 
die  Kegf Ifläche  t^ngirt  und  zugleiqh^jgmn  die  ^orch.den  je4i<^- 
maligenBerübrjümffspunkt  T  gezogene  J^figelseite  JP<S.  unter  ^p0m 
cpnsten|e^i.^inkeIÄrB  geneigt,  bleibt,  dessen  trigonoiMrisehe 
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V 

TaDgeote  durch  -5151=  ts»  «^"g^g^^^n  fj:ir4,  weil  j»Kmlicli.iaIle  Be- 

rührangs  -  Axenscjhnitte  auf  der  Geraden  AS^,  perpendikulär  stehen 
(6.  2X  Nehmen  Wir >tzt  in  Flg.  3.  den  Punkt  Oln  der  Peripherie 
des  Umndkreises  als  denjenigen  Punkt  an,  von  welchem  die  fee« 
dachte  Schneckenlinie  OTKL  ihren  Anfang  nimmt  und^  welcher 
also  ursprünglich  mit  dem  Vekrfeinigunsspunkt  der  beiden  Kanten 
der  Unterlage  in  Berührung  war,  und  2r  für  einen  beliebigen  an- 
derii  Puokl  «kr  Cnrye.lAThf^t*  dW  zu^örige  Rerttbrungslinie. 
Da  j«de  scücNe  BeHthmaffsiinie '  g^g«m '  die*  deDnelbe»  \PuAki  eiit^ 
sfnreobdihde  KSegelseite,  iAet  wie  man  ^bel  RMlKtiomiäclliefi  im  Mb- 
gemeinen  ^a  ä^ecben  pflegt,  gege»  den  MerMUan- RTS  unter  eiöeül 
«cmstaflHeii  Witike^ geneigt  \k,  so  ist  die'  CuH^e  selbst  ekbe  soke^ 
Bannte  K^g.ello:KoäroBi!e4  ZiAt  mancäuek  am  Punküe'iS  in  Sm 
Ebene  des  1|jSrandl6rei«es  an  dessen*  PMpbeiiedie'Taagebte'iSi^s 
so  liegt  di^9e  i  mit  TA  •  in  einer  Ebene  und  beide  sehaeidmv  sich 
also  in  elnenlPiinktö,  welcher  ans  eioem  sogleich  deutlich' iirec'* 
denden  «Gniiide  mit  A  Bezeichnet  worden  Istw  E«  isel  nun  fdrner 
Ae  die:>PrMectlon.  dtf  Tiüngente  "ilT  auf  die-  Eb«ne  des  Grund»- 
kreises  und.  OIF  die  Projedion  der  lioxodrome  OTi  iso  »mos* 
Mich  einem  bekaimtefi  Satze  At  zugleich  die  deni  Pmikt^  fF  edt^ 
sprechende  Tangente  an  die  Curve,  OlF>sein;  Nun  ist  aber  aseh 
in  Fig.  1.  und  -Fig.  %  die  Gerade  AW  nichts  anderes  5  als  die 
Proiectio»  ier  bd^brenden  Kantdniinie  21U  auf  dict  Ebene  iMb 
GniMkreises,  folgiidi  muss  der  In  Fig.  ^  mi  AWS  bezeibhaetii 
WWkei'init  'Aeift'^elebnaniigen-  in  den  beiden  andeni  Figoren  Mbn^ 
liigdiy  Bfimlicb  gtöch  ^(^^NAZ}  sein.  ^  ^  !  '»  .'  v  -  , 
'Sobald  man  aber  ieCzt;^inn  die  €nn«  OIF  auf  Pblarcdordhui« 
ten  zb  bbziehen,  den  Pol  In'  M  und  OM  als  Polaraxe  annimmt,  so 
\fÄ  AW^^MWv  der  Winkel,  welchen  die  iii  der  Richtung  di^ 
waobseMkn  Bogens  gez<^ene  Tangente  mi€  dem  nach  dem  -B^« 
rührungspiiiikt.  gezogenen  Radius  Vector  bildet,  und  da ><  dieser 
Winleei'  gegenwärtig  von  dem  TerSiiderlichett  Polarwink^  OMW 
unabhängig  und  stets  gleich  dem  Complement  des  eonstanten  und 
gegebenen  W.  NAZ  sem  soli,  so  folgt,  ^  nach  der  bekannten  cha-» 
ranserisllsefaeli  Mgenschaft  der  logariSimischen  Spirallinien',  dass 
die  in- der  Ebene  des- Gnmdkrelses  liegende  Curre  OTFeinelo« 
gar i tlh m i^c he  Sp i rai>e  Ht  Als  «DilFerenziakl^ic^hang  deroelb^n 
zWistifaenidkii  Variable«  OMfV^w  und  ^iT^^ieliaben  wir  Wo^leiet 

-  JÄ  =  tang  üf  »Tt» = cotg  iV^  Z, 

.■A.  ''.  1  "M  '■  "...  ;         ■■■,'i       .  .\  v  '      '..'< 

^    I  1 

Snd  wenn,  wir  d^r  Kürze  .wegen  tangiV"-^<Z=:x  setzen,  so  dass  der 
'orhid  (2)  in  §.  4.  zu  Folge    •       " 

.      .  ;     .  V      irtaD»#»— iangiy*      y^n^^)fiD(fi^ii) 

*   ;  •  I  ■       ' 

ist,  so  giebt  die  vorige  Gleichung  — =— xrf^,  also 

tc 

=— X9)-f  const 
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FQr  o>==0  soll.  «=a  yreti^p,  also  IM»  ooMt%=l0  «eln^  und 
GleiAaDer  der  Citrri  ist     " 


die  Gleidiaiig 


'»  •••.,:. 


'      ,         .    ■*  •       • '  .  . .  •       .     ^        ■•    '     '  >       '  .  .    .       :♦«''• 

•  ,'       .     5.  IL  '  ..■•.•;•'•' 

:  Ab  did  ttlcksie  isd  sich-  eioenk  Jeden. untoHMhiiferAftfdüS^ 
«ende  :Foft(eraiig  aus  dem  Uns^de^.  des«  die  Prejedfieoidtf  auf 
det  Kegdiilcke  eatstanderien  Schheckenlinie  .  eibe  logafUhmisi^M 
£lp«ale  ist 9  .dAs&  ilso  der  Radios  Veetsr  u.^rst*  fiir  iftz^€i>  Ter^ 
«chwindet,  steUl  sich  tiini'  das  Resiltat  beransi,  aäss  aack  diese 
fiehneckeidinle  nieht  Us  in  die:  K^tspitse  biaaiiliUilifb^  das«  als« 
aAU'th.rdeff  Doppelkegel  PQ'  erlit  naek  niiialiliilg^vielveii 
Umw-aistttiireii.  theoirelfediäh  anfgefä^st!  mH  •  Seit  es 
^ivheltela  Punid  Q  ia«C-de.a  Kabrte«  delp  Unterlaff^  AS 
u^^  AC  a «f i i eg e n\i^ ür de^  Vor  der  Frag^  fneiUoh«  .mi fi^g^ 
das  finde/dec  B^wegttDg  bin'  jAircb  die  bescUeunigteljiesebWui&p- 
keii  ein  Foitgfeiten  «dlBS  Doppelkegels  einiteten  wjerde^  imilssen  wir 
kierbel^  bifver  niebfc  dk»  G^ttederAeibkuigMkepr  tli^Uiitersuchiuig 
^esoeen  worden»  noch  absehen. 

Obwohl  aber  eine 'aolehe  Kegelleatodifoniej  sich  mir -asyfnptelisch 
dein  Sckeltel  des  Kegels  n&h^t^  so.  isl  maoi  deiinock  m  Stonde 
dieselbe V ¥oni.  Anfen^ufokt  O  an  «erechürt  kiS:  istm  -  ScbeiM  hin 
fiollständig  zureetificireOi  so  dass  die  änf.einsttAef  fiolgeadeo 
einzelnen  Windungen  die  Glioder  :elD#r  g40teetris«fcbea  r  Pm^resaiQa 
dwstellen^  'dliren  »NssHliemaisdraßk  «ieh.  ghtch'  .«AB<efgdberi  ttird. 
<)'  iBezeichnen  wir  näialidk  \daisi  *I>ifeneniMti  deS  BogcM-dertLoacef 
drbme  Bid  Pnnkl^  T  durch  ds  «od  das  eotspnichenie  BM^tosdal 
Ihrer 'PuejectiMi  am  Punkt  IF  mit.  <&'>  so  ist  dM^Ms'i.iiittWATk 
Nuni'miiss  aber;,  .wenn  wir  die  VeränderKdhe  m^WT-  In  Fig«:  & 
tjfe;Vg|^'ich|$rQSSi.i)iit;  der^glekhoamigeD  Liaie*  in  t'ig-  L  annebneiir, 
buch  iSH^in  beideh  Figpvdq  gl0icb  Sein»  Woraus  sofort,  :da;iäncb 
did  Wiäkel  bei  jS*  und  >Fia  den  AiSb-^^IFiSbe^eiaStimmeo,  die 
€ongruen*z.  dieser  Dreleeke  herfoigekt.  .Hi^rMS  fodgf  weiter.^  dass 
auck^^^io  beidlE»  Figureb  einl^rlei  dfilsse  haben  ODiüssey<da$s 
alsbaneh  die  ^^  ilT#  dia  nähilicheii  fifnd>  daher  ist  w  Fig;  a 
W.'.'WÄT'^nf'  Und  t^^i'.sefc^.  Fetosr  haken  wk>  iadlxa  wirden 
W.  OMW  fortwährend  durch  9  bezeichnen, 

ffFO  das  Vorzeichen  (— )  genommen  werden  fnusste^  weil  ^i^pn  jf 
^im^^^en  soll»  i2tt  negi^tiv.  ist  Und  wenn  wir  hier  für  ^  den  aus 

flö)  flies««l>dÄrr  Werth  -^-^-^zrts^rs-**^^-^  und  integri- 

r^n ,  SO  erhaljlm.  wir  ,     / 


oder  weil  4np.^(kp^ngfV/9rt)ip  |f.=:p  dc^.IUUOiiB  Teetor  ii:;;;Jlf(^;=^ 
entsprichV»         *     • 


.1 


I 


v.c«-«)V  ^'' 

(21) 


Um  diese  AnsdrOcke  geomttriifyA  anschaulich  zn  machen,  brau 
chen  wir  nuT;,^  bem^rl^en^  ,fl^s  d^  vor|^[en^^  zu.  Fpl^e -=: 

ist,  denn  dadu^fh  ^b»n  wir  sogleich    .„   ..  ;,..,.!,     :  .: 

**    •     '.  '  f';=:S||^.sec-4»FS=:illF'- ■ -^  "  ^- 

und 


AnJw^ 


Dehnen^Kr  dietGlel<<4fm^it  <21>(sb  weit  aus^  bis  tt==4,'ttli[ülcll 
^t^ixb  wird,  «d  btJclfen  d^bei.a^.'Pi^.  L/ito  erhatten  Wir  ; 

•  I 

i=^A^.seciy==-^^?^==  JA  ==-A- 

wie  Tfiauszusehen  war. 

Sobstituiren  wir  jedoch  in.dejn^Jbei  (21)  für  m  gefundenen  Aus- 
drucke für  u  seinen  Werth  aer*9  und  ffir  aBecfiXl  ^  -t<];.iid4n 

Werth  JB=-A  ,  so  dass 

siniy  , 


(23)     f=lJ*:'(l~e-«'9) 


f  s^n« 

wird;  setzen  darin  altaiäblig  9:=2n;^  4»,  ötc  ü.  s.  f .  und  fubtra^ii-} 
reo  iedesmal  von  dem  späteren  Resultate  das  T^^hergehopdej  S0 
ergeben  sich  die  Ausdrücke  für  4ie  auf  einapdei^ifolg^ndea  Win»! 
düngen  der  Loxodrome,  nämlich  JpSnge  4er  ,  .     , 

ersten  Winduns  ^,=-A- (1  — g-awr) 

siniy  "^ 

zweifei^i\Rp4ttasib^-r--(i.— .e-~*^)c~-?'w  i  .        i 

sin» 


A.^«.:-'    «W4'*- 


.-.?. 


-  >       U.  B.  f.. 

Überhaupt  Länge  der  (n  +  l)ten  Wiodung  fit=|t«i(r- «*»)«, 

so  däss  diese  ü^ndifagen  ia^  geometriscl^er  Pi^gression  abDehmeo. 

Äucb  die  Breiten^  oder  wenii  taäü  lieber  Mnlly  iDdem  nian 
i^icb^die  Axe  des  Kegels  vertikal  gestellt  denkt,  die  Hohen  der 
ikiif  eitittiider  Mgeiideo  Winidiingen*)  küssen- «leb ^lefaftt  beiitimaietf, 
und  auch  diese  nehmen  in  geometrischer  Prg^e^äion  ab.  Es  ist 
nämlich  überhaupt,  wie  man'  aus  dem  ^'  STW  in  Flg.' 3.  sieht, 

WT=z—(a-u)tsLnsf=ai^ngß^l-^fß,lf9)^h(l  —  e-^)y   oder 
wegen  (23) 

...(24X«:==*^  Sinti      V 

Mb  auch  schon  das  ^  AWT  i«lut,  in  wekkmi  AT^==OTm^i'\A 

Nennen  wir  nun  denjenigen  We^tfi  yon  z,;  weJi^her  deni  Reta^ons 
Winkel  <p=27C  entspricht,  die  Höhe  der  ersten  Windung,  so  ist 
diese  -  •».  .  '"  -  • 

i^=:A(l^e-^«'^)=*i.sini^,  ' 

und  sofort  ergeben  sich  hiernach  för  die  Höhe  der  zweiten,  dritten 
u.  s.  f.  Windungen  die  Wertl^.  « 


%  ^ 


t 

*,^V.  «-«*''» 

f    u     ^        '  '■ 

übbrhaliitt    ' 

•  'l     1 

\v   *i    i  -..'.  j  "^ 

> 

Da  in  Fig.  3.,  wie  so  ebeh  bewiesen  worden^  die  Getadeo 
^pFund  4^  beziehungsweise  gleiche  Länge  haben  mit  ^m  .Cur-, 
ven  ÖIF  und  OTy  i^o  kann  das  'ebene  Dreieck  JWTT  durch 
Ktünitfcuhg  irijt  dem  auf  der  logaritUmischen  Spiral -^Cylinderfläcte. 
li^g^den  Ä  Ö^TFT  in  Con^uens;  gebracht  werden.  'Hieraus  wird 
man  vielleicht  die  Ansicht' gewinnet)  ^  dass  gleichzeitig  miit  dieser 
Krümmung  des  Dreiecks  4  TFJ  auch  das  ebene  Dreieck  4«$  2^  sich 


n  '     *! 


*)  Bestreicht  man  die  Kanten  der  Unterlage  AB  und  AC  mit  einer 
abfärbenden  Substanz,  z.  B*  mit  Kreide,  so  i^eij^den,  nachdem  der  Dop^ 
pelkegel  darüber  hingeroÜt  ist;- diese  Windangra  deutffch  sidhtbbr  se&.'* 


289 

über  das  auf  der  KegelflSche  liegende  ^  OST  in  völliger  Con- 
graenz  ausbreite^  und  diese  Aosicbt,  auf  die  Figur  1.  übergetra- 
gen, würde,  weil  dann  die  Linie  AS  immer  gleicne  Länge  mit  dem 
abgerollten  Bogen  des  Grundkreises  bätte,  zu  dem  weitem  und 
wichtigen  Schluss  führen,  dass  jeder  in  der  Peripherie  des  Grund- 
kreises gelegene  Punkt  während  der  rotirenden  Bewegung  des  Dop- 
pelkegels eine  gemeine  Cykloide  beschriebe.  So  ist  es  aber  nicht, 
und  die  obige  Voraussetzung,  dass  die  Gerade  AS  auf  dem  Kreis- 
bogen  OS  bergekrümmt  werden  könne,  iTÜrde  irris  sein.  Denn 
es  ist  dieser  Kreisbogen  OS=a(p ,  dagegen  AS=S  n.  tang  A  WS ^ 

jr'(o— tt)=:a(  ■  ■'      ■),  und  dieser  letzte  Ausdruck  entwickelt  giebt 

welches  keineswegs  gleich  atp  ist. 

Und  was, die  Curve  anbelanet,  welche  derjenige  in  der  Peri- 
pherie Aes  Gmndkteises  befindliche  Punkt,  der  am  Anfang  der 
rollenden  Bewegung  mit  dem  Vereioigungspunkt  d^r  Kanten  In 
Berührung  war,  während  dieser  Bewegung  beschreibt,  so  sieht 
man  leicht  mit  Beihülfe  von  Fig.  1.  ein,  dass,  wenn  A  zum  Ur- 
sprung rechtwinkliger  Coordinaten  und  ASZ  als  Abscissenaxe  an- 
genommen wird,  die  Gleichung  derselben  das.  Resultat  der  Elimi- 
nation des  Winkels  (p  aus  den  beiden  Gleichungen 

y=si!f*S  — acos9=a(l  — C0S9), 

a:=i -4S — a  sin  9  =  — (l  —  c  — *y)  —  a  sin  g) 

% 

sein  werde.    Diese  Gleichung  ist  demnach 

^25)    a;=-[l-^c-*a'ö«5o«^] - V^2ay-^y» . 


ö-  14. 

In  allen  diesen  Gleichungen  ist  der  Werth  der  Constante  % 
nach  der  F^ormel  (19)  aus  den  ursprunglich  gegebenen  Grossen  zu 
berechnen,  jedoch  verdient  noch  besonders  bemerkt  zu  werden  die 
einfache  Relation  zwischen  dieser  Constante  und  der  Tangente  des 
unveränderlichen  Winkels,  unter  welchem  die  Loxodrome  von  den 
Meridianen  der  Kegelfläche  geschnitten  wird.  Die  Fig.  1.  liefert 
nämlich  sofort  die  Werthe 

lang ATSr=z^   und    »=  tang iV^Z=^^, 

woraus  folgt 

(26)    *=coigATS.^=cos» .cotgATS. 
TheU  VI.  •  1» 
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§.  15. 

Es  mSgte  dem  Gegenstand  gegenwartiger  Abhandlung  zn  ferne 
liegend  scheinen  ^  auf  andere  Eigenschaften  der  Kegelloxoaromehier 
Tveiter  einzugehen ;  tiberdies  findet  man^n  dem  zweiten  Bande  dieses 
Archivs^  Heft 2.  Seite  127.^  eine  Abhandlung  von  Grebe^  worin  der 
Verf.  diese  Curve  mit  der  gemeinen  Schraubenlinie  (Cylinderloxo- 
drome)  zusammengehalten  und  mehrere  interessante  Sätze^  wiewohl 
nur  in  Form  von  Resultaten  und  ohne  Beweis,  zuerst  aufgestellt 
bat.  Nur  die  eine«  freilich  auch  schon  von  Grebe  aulffetundeiie 
Eigenschaft,  dass  der  Krümmungshalbmesser  för  j^den  Punkt  der 
CuiTe  eine  mit  der  Ebene  des  Gmndkreises  parallele  Lage  hat, 
glaube  ich  hier  noch  in  Kurze  nachweisen  zu  müssen,  weil  ich 
auf  diesen  Satz  in  dem  zweitfolgenden  Paragraphen  einen  andern 
Schluss  zu  stützen  gedenke. 

Nehmen  wir  daher  den  Raduis  MO  in  Fig.  3.  als  Aze  der 
'SP  und  ein  in  M  darauf  errichtetes  in  der  Ebene  des  Grundkreises 
liegendes  Perpendikel  als  die  Axe  der  .v  ad,  während  wie  bisher 
MP  die  Ase  der  z  sein  aoU,  ck>  ist 

j:=ttcos9=a«-^^cosg), 

y  =  M  sin  9> = ae '■'*9>  sin  9 ; 
und  vermöge  §•  12.  ' 

also  ' 

rfor  =  —  \a%e  ^*9>  cos  9  +  «^  —*^  si^  ^>\dxp^=z  —  (y^%x)dq>9 
dy=i—[a  »€~''V  sin  (p  —  ae  —*^  cos  9]  dtp^=:{x  —  %y)  d(p , 
dz  =  %he  "^^  d(p ; 

ö(*a:  =  —  (dy + Jcrfa?)  ^9  =  [2fcy  +  («* — 1)  o:]  äg)* , 

d^z—^-^Vie-^f  dq>^. 

Nun  ist  aber,  wenn  £,  v,  j;  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts 
des  Krümnrungskreises  bedeuten,  welcher  dem  Berührungspunkt 
x\  y^  z  zukommt,  und  wenn  man  der  Kürze  wegen 

R = dxd^y  —  dyd^x ,  S = dwdH  —  dzd^x , 

T^dxd^y^-dyd^z 


^und 
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fitetzti  beturnntlioh 

und  mittelst  der  vorigen  Werthe  erhält  man  im  gegenwärtigen  Fall 
r=[-2x.r+(«*-lXy+x(;r-*«fy)]  Kke-^dt^^^-iy+Kx)  Kher^d(p\ 

S==  [x  (y  +xar)  -  !2xy-  (x«  - 1)  o:]  Khc^*9  dq)^=:  (ar-xt/)  xÄe-^  dy» ; 

also 

Tdy-Sdct—a, 

folglich  J=s,  was  zu  beweisen  war. 

§.  16. 

Wir  hätten  nun  endlich  unser  Augenmerk  noch  auf  diejenigen 
veränderlichen^  aber  unter  sich  ähnlichen  Ellipsen  zu  richten,  welche 
eine  durch  die  Kante  der  Unterlage  AB  oder  ^Cfereiegte  vertikale 
Ebene,  Dämlich  die  Erweiterung  des  Trapezes £^^6rresp.£il^/f 
(Fig.  1.)  auf  der  Fläche  des  rollenden  Doppelkegels  in  einem  belie- 
bigen Augenblick  seiner  Bewegung  hervorbringen  wird.  Da  sowohl 
diese  schneidende  Ebene ^  als  auch  die  Ebene  des  Grandkreises 
vertikal  stehen,  so  liegt  deren  Durchschnittslinie  vertikal,  worau« 
sogleich  nach  den  allerersten  Sätzen  über  die  Schnitte  am  Kegel 
folgt,  dass  die  kleine  Axe  einer  der  eben  gedachten  Ellipseo 
gleichfalls  vertikal,  und  ihre  grosse  Axe  horizontal  laufen  muss» 
Unbegreiflich  erscheint  es  daher,  wie.Kononoff  in  6.  31  seiner 
oben  citirten  Abhatidlung  von  der  Annahme  ausgehen  konnte,  die 
grosse  Axe  wäre  parallel  mit  der  Kante  AB  und  die  kleine  Axe, 
senkrecht  auf  der  Kante  ^iB,  ginge  durch  den  Berührungspunkt  jT; 
und  da  auf  diese  irrthümlich  voronsgefietzteBi  Verhältnisse  die 
Entwickelung  aller  seiner  Formeln  wesentlich  gestützt  ist,  so  lässt 
sich  über  lene  Arbelt  leider  kein  anderes  UrtheS  fällen  ^  als  das 
in  der  Einleitung  von  mir  ausgesprochene. 

Man  sieht  übrigens  ein ,  dass  es  nicht  im  geringsten  mit 
Schwierigkeiten  verknüpft  sein  kann,  die  Halbaxen  einer  solchen 
EIKpse  als  Functionen  von  der  Variablen  AT  oder  von  yTF.=  z  = 
ATcosrj  oder  von  einer  anderen  mit  AT  proportional  wachsenden 
Linie,  und  eben  so  auch  die  Coordinaten  ihres  Mittelpunkts  dar- 
zustellen. Da  aber  die  zu  entwickelnden  Formeln  etwas  weitläuftig 
ausfallen  und  kein  besonderes  Interesse  in  Anspruch  zu  nehmen 
geeignet  sind,  so  erscheint  es  wohl  zweckmässig,  dabei  nicht  zu 
verweilen  und  ich  begnüge  mich  daher  nmr  den  W^rth  der  grossen 
Halbaise  und  das  unveränderliche  VerbältDiss  beider  Halbaxen  her*« 
zusetzen  9  nämlich  ^ 

/07X        /?_1^8io(»-l-£)»iD(»-£). 
^    '       a~  sin» 

19* 
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(•28)     «=  .   /l^^!^?''!f    ^[cosjEsin{»~co8esin£siD(D] 


___  (h—z)  co»^  cos  CD  V  sin  ^*  —  sin  E*  gin  F* 
""  sinrsin(^+i:)8in(^-i;) 

•  * 

_(A  — 2)coS'^cosa>8inPl^sin('^-f  i2)8m(^— iy) 
~"  sin  ^*  sin  P*  —  sin  if 

tvobei  cos  o  und  sin  o  nach  (9)  oder  (10)  zu  berechnen  sein  würden 


§•  17. 

Ausserdem  bietet  sich  hierbei  noch  die  Frage  dar^  ob  rieU 
leicht  die  Ebene  einer  solchen  Ellipse  zusammenfalle 
mit  der  dem  Berührungspunkt  T  entsprechenden  Krüm- 
mungsebene  d^er  im  Vorhergehenden  betrachteten  Ke- 
geil oxodrome^  welche  letztere  Ebene  ^  gleichwie  die  Ellipsen- 
ebene,  durch  die  tan^irende  Kante  AB  geht,  —  ob  nämlich  diese 
Krümmungsebene  gleichfalls  eine  vertikale  Lage  habe.  Die  Ant- 
wort aber  wird  sein :  nur  dann  fallen  beide  Ebenen  för  jeden  belle- 

bigen  Berührungspunkt  T  zusammen^  wenn  F^^  ist,  d.h.  wenn 

die  Kanten  AB  und  AC  horizontal  laufen.  Dies  Resultat 
Ifisst  sich  durch  den  Calcul  mittelst  der  Gleichung  der  KrÜmmuugs- 
ebene  ziemlich  leicht^  noch  leichter  jedoch  durch  folgendes  Räson- 
dement  erhärten.  Wenn,  die  durch  den  Berührungspunkt  gelegte 
Krümmungsebene  mit  der  durch  die  berührte  Kante  AB  gelegten 
Vertikalebene'  identisch  ist,  so  «müssen  auch  der  Kfümmungs- 
halbmesser  der  Ke^elloxodrome  und  der  Krümmungshalbmesser 
der  Ellipse  der  -Richtung  nach  zusammenfällen,  weil  beide  auf 
der  tangirenden  Kante  senkrecht  stehen  müssen.  Und  umge- 
kehrt, wenn  diese  Krümmungshalbmesser  gleiche  Richtung  haben^ 
so  sind  jene  Ebenen  identisch.    Nun  fallen  aber  diese  zwei  Krüm- 

mungshalbmesser  nur  dann  zusammen ,  wenn  1^=^  ^  ist.  Denn  man 

denke  sich  durch  den  Berührungspunkt  eine  Ebene,  welche  wir 
der  Kürze  wegen  M  nennen  wollen,  perpendikulär  auf  die  Kante 
AB  gelegt,  ßrner  ebenfalls  durch  aen  Punkt  T  eine  Ebene  N 
parallel  zu  der  vertikalen  Grundfläche  des  Doppelkegels,  und  be- 
zeichne endlich  die  schon  gedachte,  durch  die  Kante  AB^  gelegte 
vertikale  Ebene  ABGE  durch  Q.  Der  Krümmungshalbmesser  der 
Loxodrome  liegt  dann  nicht  allein  in  der  Ebene  M,  sondern  muss 
zufolge  der  in  §.  15.  bewiesenen  Eigenschaft  dieser  Curve  auch  in 
der  Ebene  N  liegen,  föllt  also  in  die  Durchschnittslinie  von  üf  und 
iV.  Eben  so  muss  die  Richtung  des  Krümmungshalbmessers  der 
Ellipse  in  den  Durchschnitt  der  Ebenen  M  und  Q  fallen.    Wenn 

min   r=^-;^  ist,  so  ist  ausser  N  und  Q  auch  M  vertikal,  und  dann 

fallen  also  die  beiden  Durchschnittslinien  von  M  und  N  einerseits, 
und  von  Jf.mit  Q  andererseits  als  Durchschnittslinien  dreier  ver- 
tikaler,   durch  den    nämlichen   Punkt    gelegter   Ebenen   wirklich 


t 
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zusammeo.     Wenn  dagegeo  -r'<-^  Ut,   so   ist  M  nicht  vertikal, 

also  kann  daHn  weder  die  .eine  ooch.  die  andere  der  eben  gedach- 
ten DurchschDittsKnien  vertikal  sein.  Beide  können  aber  nun  auch 
nicht  zusammen  fallen,  weil  ja  sonst  die  Durchschnittslinie  der 
Ebenen  N  und  Q  gleichfalls  juit  ihnen  zusammenfallen  müsste, 
während  doch  diese  dritte  Durchschnittslinie  offenbar  in  allen  Fäl- 
len vertikal  laufen  muss. 


Heber  die  Projection  einer  freraden  Sit- 
nie  auf  einer  Elbene,  auf  einer  Fläche 
iiberhanpl;,  und  auf  der  Oberfläche 
eines  elliptischen  Sphäroids  insbe- 
sondere. 

Von 

dem  Herausgeber. 


I. 

Projection  einer   geraden  Linie  .auf  einer  Ebene. 

§.1. 

In  Bezug  auf  ein  beliebiges  rechtwinkliges  Coordinatensystem 
der  xyi  seien   , 

t  1)    ff=zax-{-ai9    z=^bx-\-bi 

die  Gleichungen  der  gegebenen  geraden  Linie,  und 

2)    Ax+By+Cz+D=^0 

sei  die  Gleichung  der  gegebenen  Ebene. 

Die  Gleichung  der  projicirenden  Ebene  ^  deren  Durchschnitts- 


2H 


Unie  mit  der  gegebeoen  Ebene  die  gesuchte  Projectloa  der  gege> 
^eoen  geraden  Linie  auf  der  gegebenen  Ebene  ist,'  sei  femer 

3)    A^x  +  B,2f+C,z+D,=^0. 

Da  diese  Ebene  auf  der  gegebenen  Ebene  senkrecht  steht ,  so  hat 
man  nach  den  Principien  der  analytischen  Geometrie  die  Gleichung 

AA^+BB,  +  CC^=zii; 

und  weil   die   gegebene  gerade  Linie  ganz    in  der  projicirenden 
Ebene  liegt,  so  ist  für  jedes  x 

(A^  +aB^+bC,)x+a^B,  +b,  C^  +  Z>,  =0, 

woraus  sich  die  beiden  Gleichungen 

fiigel^ea,  so  dass  vum  dato  rma  zwi»ßh$u  dea  rUfF  unhakaiMt^ 
Grossem  Aj^,  Bi,.  Cx*  ^i  die  drei  folgenden  Gleichungen  hat: 

4)    ^      A,+^B,i^bC,^0> 

Aus  diesen  Gleichungen  erhält  man  aber  sogleich 

( J6-  C)  Ax+(Bb- Ca)Bi-0, 

(Aa-'B)A,-(Bb^Ca)Ci^O, 

a,B,+b,C,+D,=:0; 

and  sieht  hieraus,  dass  dieselben  erfüllt  werden,  wenn  man 

A.  —  Bb-Ca, 

Ci—Aa-B, 

D^  =  ai(Ab^C)-bi(Aa-B) 


«) 


«d«r 


'  Ä,=Bb~Ca, 
\  B,=-(Ab-C), 


•>  j  C.=Ac 


Ci=Aa-B, 

A(abi  —bai)-i-Bbi  —  Coi 

jietM.    F<rffrK«h,M  Hac^d^iB  Obigen 
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-[-{Aa-B)z 
''A(abi-bai)  +  Bbi-Cai 

die  Gleichung  der  projicirenden  Ebene ^  und  man  muss  nun,  um 
die  Gleicbungen  der  Projection  der  eegebenen  'geraden  Linie  au£ 
der  gegebenen  Ebene  zu  finden,  die  Gleichungen  der  Durch- 
schnitfslinie  der  projicirenden  Ebene  mit  der  segebenen  Ebene 
entwickeln.  Die  Uieichungen  dieser  Durchschnittslinie  sind  aber 
nach  dem  Obigen  unmittelbar 

Ax+Bi^+C2  +  D=^0,     • 

(Bb'-Ca)a!-(Ab-C)y+(Aa'-B)z     ) 

-A(ab,-bai)  +  Bbi-Cai  )        ' 

und  durch  Elimination  von  z  und  ^  aus  diesen  beiden  GleichuMen 
erhält  man  ohne  Schwierigkeit  als  Gleichungen  der  Projection  der 
gegebenen  geraden  Linie  auf  der  gegebenen  Ebene  die  neiden  fol- 
genden Gleichungen: 

8)    {A(Aa-B)--'C\Bb-Ca)]a: 

+{B{Aa^B)  +  C(Ab--C)]y  >=0, 

0 

+  D(Aa-B)+C[A(abi-bai)-Bbi'i-C^i] 
'     \A{M-C)-\-B(Bb--Ca)\x 
WC{M-C)\B(Aa-B)\z  .     ^=0; 

^D{Ab-C)-B\A{ah^-bay)-Bh^W.aA 
oder,  wie  man  hieraus  leicht  findet: 

9)  ■|(^«  +  fi«  +  C»)o-(^+i?o+Ci)Ä)x 

+  (Ja-J?)(Ci.+D)-(^i-C)Ca, 


§.2. 

Sind  x^;  yi,  Zi  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  in 
der  gittgebenen  geraden  Linie,  und  <t,  /},  f  die  von  dem  einen  der 
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beiden  Theile  dieser  geraden  Linie,  in  welche  dieselbe  durch  den 
Punkt  (^iyi«i)  eetheiit  wird,  mit  den  positiven  Theilen  dreier 
difrch  diesen  PunKt  eelegter,  den  primitiven  Axen  paralleler  Axen 
eingeschlossenen,  lä)*^  nicht  übersteigenden  Winkel;  so  sind  die 
Gleichungen  der  gegebenen  geraden  Linie  bekanntlich 


10)   ^-^i^y-yi^: 


z—  z. 


cosa       cosj^         CQsy 
und  man  hat  also  im  Obigen 

* 

cos/?     ,      eosy 
a  =  -— ^,  6=—-!.; 


cos  a  cos  a 


cosß         .  cosy_ 

'      '^       cosa    *       *        '      cos« 


SU  setzen ,  wodurch  man  für  die  Projed:ion  der  gegebenen  geraden 
Linie  auf  der  gegebenen  Ebene  leicht  die  drei  folgenden  Gleichnn* 
gen  erhfilt: 

11)    {(^•+B'  +  C«)cos/5-(^cosa  +  Äcos/5+  .  ..>/>  B)x^ 
—  {(-4*  +  J?'  +  C^)cosa-(/4cosa  +  J?cos/J+Ccosy)  J)yr 
-f  { (ficosy— Ocos/5)ari+(Ccosa— Jcosy)yi+(.4uos^-»--ocosa)?i} 

+  (  J  cos  j3  —  j?  cos  a  ) /) 

{(J»  +  Ä«+C*)co6y^(^cosa  +  jßcosi5  +  Cco«y)C}^ 

-{(^«  +  jB'"  +  C«)cos/S-(Jcosa+J?cosjS+Ccpsy)Ä}z 

>  =0, 
+t(J?cosy-^  CcosjS)ari  +(  Ccosa— -4cosy)y  ^  +  (^Itcos  jS^-r-Äcosa)z,  ]A\ 

+  (ßcosy-Ccos/J)/) 

{(^«+£'?  +  C«)cosa^(Jcoea+Äcosj5+(C<Iftsy)-4};j 
-{(^«+Ä*  +  C*)cosy-(^cos«  +  ^cos/J+Ccosy)Cla: 
-f  {(Äcosy—  Ccosj3)a:i-^(  Ccosa— ^cosy)yj +(4co8/J— jBqosa)zi  ]B  | 

-f  (Ccosa  — ^cosy)Z) 

Wenn  die^  gegebene  gerade  Linie  die  gegebene  Ebene  in  einem 
Punkte  scbneiciet,  so  kann  man  den  Punkt  {x^y^Zi)  in  diesen 
Punkt  legen ,  und  da  dann  der  Punkt  (x^jfiz^)  auch  in  der  Projection 
der  gegebenen  geraden  Linie  auf  der  gegebenen  Ebene  liegt,  so 
werden  die  Gleichungen  11)  erfüllt,  wenn  man  in  denselben  für 
X,  y,  z  respective  x^,  yi,  z^  setzt.  Zieht  man  aber  die  durch  diese 
Substitution  hervorgehenden  Gleichungen  von  den  Gleichungen  11) 
.ab,  so  erhält  man  als  Gleichungen  der  Projection  der  gegebenen 
geraden  Linie  auf  der  gegebenen  Ebene  die  folgenden  Gleichungen: 


297 


"'    {A^  +  Ä*  +  £>) cos«— (^ cosa+Äcos/S+Ccosy) A 

y— ^1 

( J*  +  Ä«  +  C*)  coB  /3  —(-4  cos  a+Ä  cos  j5 + Ccos  y  )Ä 


(^»  +  Ä'*  -f  O)  cos  y — ( J  cos  a\B  cos  J^  +  Ccos  y)  C ' 
wobei  man  Docb  zu  bemerken  bat,  dass  natürlich 

13)    ^jri+Äyi  +  6i+Z>=30 

« 

ist  ^ 

Bezeicbnet  man  durcb  ^p,  ^,  r  die  180"  nicht  übersteigenden 
Winkel,  die  einer  der  beiden  Theile,  in  irelche  die Projection  der 
gegebenen  geraden  Linie  auf  der  gegebenen  Ebene  durch  den  Punkt 
(oTj^iZi)  eetheilt  wird,  mit  den  positiven  Theilen  dreier  durch  die- 
sen Punkt  gelegter,  den  primitiven  Axen  paralleler  Axen  ein* 
schliesst;  so  sind  bekanntlich 

j^var— oTi  _y— yi  -_.^— ^i 
cosgo         cos^         ^^^X 

die  Gleichungen  der  Projection  der  gegebenen  Linie  auf  der  gege- 
benen Ebene,  und  aus.  diesen  und  den  Gleichungen  12)  erhält  man 
daher  leicht  durch  Division: 

«  cos  fp  

(^»+J5*  +  C^)cosa— (^cosa+Äcos/?+Ccosy)J 

costf; 


(^«+^*  +  C*)cos/5— (Jcosa+Äcos/3+Ccosy)Ä 


cos% 


"(^•+Ä*  +  C*)fco8y— (^cosa+Äcos/3+Ccosy)C' 

oder ,  wenn  man  die  Nenner  dieser  drei  Brüche  der  Kürze  wegen 
respective  durch  F ^  (?,  /f, bezeichnet: 

co8<p cosif; cos  7 


G 


H 


Weil  nun  bekanntüch 

cos  9*  +  cos  tf;«  +  cos  X*  =  1 

ist,  so  ist  mit  Beziehung  der  obern  und  untern  Zeichen  auf  ein* 
ander: 
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C0S9  =  ± 


15)       <     0081/;=:  + 


cos  X  ==  i 


G 
H 


VF^+G^+H^  ' 

Nun  ist  aber,  wenn  man  der  Kürze  wegen 

16)    ä:'  =  ^*  +  ä«  +  0  — (Jcosa+Äcos/J+Ccosy)? 
=r  A"  sin  «^  +  Ä»  sin  /?^  +  C*  sin  y* 
—  2(Aßcosa  cos /3 -f  ^Ccos/?  co8/<f  Ci  cos /cosa) 

=  ( J  cos  j^  —  Ä  cos  Of )  * 
+  (Ä  cos  y -^  Ccos  jS  )' 
-|-(Ccosa — ^cosy)* 

setzt,  wo  K  eine  positive  Grosse  bezeichnen  soll,   wie  man  leicht 
findet : 

17)    F'  +  «?*+iy«=:(2<«  +  Ä»  +  C»)XS 

und    folglich  mit    Beziehung  der   obem    und  untern  Zeichen  auf 
einander: 


18) 


cos9= i 


cosif;=± 


cos  x=  ± 


G 
// 


KVA'^B'^C^' 


eder,   wenn  man  für  F,   G,  H  Uire  aus  dem  Obigen  bekannten 
Werthe  setzt: 


19) 


_  ,  {A*-{-B^-^C*)coset—{AcoHa-yBconß-^CmBy)A. 

* 

.    ,  M«-fg^-f  C^)cosig-— (^cosa+gcos/?+Ccosy)ig 
o«« ■  (^'+-g'-t-COcosy— (^costf+.gcosj3+Ccosy)C 


cos 


/cos 


• 

immer  mit  Beziehung  der  obem  und  untern  Zeichen  auf  einander. 
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§.3 

« 

Bezeichnen  mr  jetzt  j'eden  der  beiden  180<^  nicht  übersteigenden 
Winkel,  welche  d^r  Theil  der  gegebenen  geraden  Linie,  dem  die 
Winkel  a,  ß,  y  entsprechen,  mit  den  beiden  Theilen  ihrer  Projec- 
tion  auf  der  gegebenen  £becie  eioschliesst,  im  Allgemeinen  durch 
cd;  so  ist  bekanntlich 

20)    coso)=:cosacos9-|-eosj9costf;-l^cosycos2j 
und  folglich  nach  den  Gleichungen  19).,  weil  bekanntlich 

cos  «•  +COIS  j3*  +  cos  y*  =  1 
ist»  wie  man  leicht  findet: 

d.  i.  nach  16) 


22)    cosa}=db 


^A'+B*  +  0 


Weil  nun  "bekanntlich  K  eine  positive  Grösse  ist,  so  sieht 
man  4  dass  man  in  allen  obigen  Formeln  für  des  Theil  der  Projec- 
tion  der  gegebenen  geraden  Linie  auf  der  gegebenen  Ebene,  wel- 
cher mit  4em  Theile  der  gegebenen  geraden  Linie,  dem  die  Winkel 
a,  ß,  y  entsprechen»  einen  %0°  nicht  übetsteigenden  Winkel  ein 
schliesst,  d^e  obern  Zeichen,  dagegen  für  den  Theil  der  Projection 
der  gegebenen  geraden  Linie  auf  der  gegebnen  Ebene,  welcher 
'  mit  dem  Theile  der  gegebenen  geraden  Linie  >  dem  die  Winkel 
a,  ßy  y  entsprechen,  einen  DO'  übersteigenden  Winkel  einschliessA» 
die  tintern  Zeichen  nehmen  muss. 

Bezeichnen  wir  daher  jetzt  den  90°  nicht  übersteigenden  Nei- 
eun&rswinkdl  des  Th^ils  der  gegebenen  geraden  Linie,  welchem  die 
Winkel  a,  ß,  y  entsprechen,  gegen  die  gegebene  Ebene  durch  i, 
so  ist  für  den  Tb^il  der  Projection  der  gegebenen  geraden  Linie 
auf  der  gegebenen  Ebene ,  welcher  mit  dem  Theile  der  gegebenen 
geraden  Xiinie ,  dem  die  Winkel  a,  ß,  y  entsprechen,  den  Winkel 
t  einschliesst,  naoh  dem  Qbigea: 

(^*  +  ^*+C*)cosa— (^cosa+Äposj^+Ccosy)^ 

cos (p  = ipv  ^ — nrr    "    ■:  >.*Tsr-=^ ■    ■■■  ■ "i  \ 

23)  ^co81^-  ^^_______ 

_  (J«+ig»  +  0)cosy~(^  co»a  4i^  eos/?4- Ccosy)C 
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uod  ausserdem  hat  man  Dach  22)  die  Formel 

K 


24)    cost= 


oder 

25)    cosi=;tri     (^cos«+gcos/?+Ccosy)* 

woraus  sich  unmittelbar  die  Gleichung 

A  cos  (i-\-B  cos  J?  4-  Ccos  y 


26)  sini==db 


i^^»+Ä»+e» 


ergiebt,  in  welcher  man^  da  siot  immer  positiv  ist,  das  obere ^ oder 
untere  Zeichen  zu  nehmen  hat^  jenachdem  die  Grosse 

^cosa+ÄcosjS  +  Ccosy 

positiv  oder  negativ  ist. 

Bezeichnet  man  die  Neigungswinkel  der  gegebenen  £bene  ge- 
gen die  Ebenen  der  xyy  xxy  yz  durch  %,  X,  )i;  so  ist  bekanntlich 


cosx* 


C» 


A' 

'+B*  +  Ü'' 

S* 

A' 

+B»  +  C»' 

4<i 

V  I    Da    1   yv^  ' 

27)     <  cosX«  = 


COSft*: 

und  nach  dem  Obigen  ist  folglich,  wie  man  Dach  gehöriger  Sub- 
stitution dieser  Ausdrücke  mittelst  der  Formeln  23}  und  24)  ohne 
Schwierigkeit  findet: 

cosa      ^cosa+Äcosfi+Ccosy^^^   . 
cost  ^cosi 

^  cosf  JBcost 

•     .       -         • 

cost    .  Ccosi 

woraus  sich,  weil  nach  27) 

cos  X*  +  cos  il*  +  cos  |H* = 1 

ist,  auch  leicht  die  Gleichung 

29)    2lco89>-f 'Bcos^'f  C'cos;!^::!!) 
ergiebt. 
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V 

Die  Wiokel  q>s  ilf,  t  evtqnrechen  immer  dem  Theile  der  Pro« 
jection  der  gegebeneii  Linie  auf  der  gegebenen  Ebene,  welcher 
mit  dem  durch  die  Winkel  a,  ß,  y  bestimmten  Theile  der  gegebe- 
nen geraden  Linie  den  90^  nicht  übersteigenden  Winkel  i  ein- 
schiiesst. 

Die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punkten  in  dem  durch  die 
Winkel  a,  ß,  y  bestimmten  Theile  der  gegebenen  geraden  Linie, 
dessen  Entfernung  ^on  dem  Punkte  (^i^i^J  wir  durch  q  bezeich- 
nen wollen,  sind 

w^+qcoHtt^  ifi+Qcosß,  x^+Qcoay; 

und  die  Gleichungen  einer  jeden  durch  diesen  Punkt  gelegten  ge« 
raden  Linie  sind  folglich 

y — yx  —  ^  COS  j9= Jlf  (o:  —  a?i  —  ^  COS  «) , 

t — «1  —  ^  cos  y = iV(  a>— ^Tj— •  ^  COS  «). 

Soll  diese  gerade  Linie  auf  der  gegebenen  Ebene,  deren 
Gleichung 

ist,  senkrecht  stehen,  so  muss  nach  den  Principien  der  analyti- 
schen Greometrie 

S-AM,  C=AN, 
also 


% 


^-A'        '      A 
sein,  und  die  Gleichungen  der  durch  den  durch  die  Coordinaten 

X^  +  Qcoscc,  yi+QCosß,  Zj+^cosy 

<  •  •  •  * 

bestimmten  Punkt  gelegten,  auf  der  gegebenen  Ebene  senkrecht 
stehenden  geraden  Linie  sind  folglich 

jB 

y— ^1^^  cos  ß  =^  (a>— a?!—  q  cos  a) , 


oder 


C 


jT — ^x*— pcostt^y'^^i-— ^cos^^Xr^g,"— pcosy 

3~ 5  V~ 


.  Beeeichnen  Trir  ykik  die  Coordinaten  des  DurchschnittspunkCä 
dieses  Perpendikels  mit  der  gegebenen  Ebene  durch  X^  -F,  Z;  so 
haben  wir  zur  Bestimmung  dieser  Coordinaten  die  folgenden  Glei- 
chungen: 


t02 

1 

^(X-jr.)+Ä(F-^.)+C(Z-s,)=0;   • 
aoti  den«n  ttifiii  l«iclit  ^nrch  g«fw5iinKche  jßliinimiion 

I 

V          ..                  pA(Acosa+Btosß4-Ccosy)  . 
JC=a,  +  eco8a-  S-i 4.\b*^C'  ' 

1 

30)     {  r=y,+QCosß-^^  ^4^^+^»  ^'. 


oder 


y__  B  (A  cos  j?— jg  cos  a)+C(A  cosy^-O'coficr) 

)    ,;-                  C(J5cosy — Ccosj5)+^(J5cosa — ^^cos/S) 
31)     ^   F=v,-^— ^ _______ , ,. 

»z—             -^(Ccos  «— ^  cos y)  +-B  (Ccosß — B cosy) 
Z_x,-e— ■ -J^BT-^c.  ' 

erhält.    ' 

Ist   nuD    erstens    C  positiv >  so  ist  wegen  der  dritten  der 
Gleichungen  30)  die  Grosse 

A  cos  a  +  jB  cos  ß-j-  Ccos  y 

positiv  oder  negativ^  jenachdem  Zi-^QCosy  grosser^  oder  kleiner 
als  Z<  ist.  Wenn  dagegen  zweitens  C  negativ  ist,  so  i^  wegeo 
der  in  Rede  stehenden  Gleichung  die  Grösse 

J[  cos  a  +  Ä  coli  jS  +  Ccos  y 

positiv  odor  negativ »  je  nachdem  2i-|-^cosy  kleiner  oder  grosser 
als  Z  ist. 

Betrachtet  niAti  ven  jetzt  aa  in  dem  Falle,  wenn 

C  positiv 

ist,  i  als  positiv  oder  negativ,  jenachdem  die  dfftten  Ooordlnaten 
aller  Punkte  in  dem  durch  die  Winkel  a,  ß,  y  bestimmten  Theile 
der  gegebenen  geraden  Linie  grösser  oder  kleiner  als  die  dritten 
Cnorainaten  der  Fusspankte  der  von  diesem  Punkten  auf  die  gege* 
h«ne  Ebene  gefällten  Perpendikel  sind;  in  d^m  Falle  dagc^n^ 
wenn 

C  negativ 
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r 

vsiy  i  «I«  positiv  oder  neMtiv«  kwckdem  die  dritieo  Coardintteii 
aller  Punkte  in  dem  durcn  die  Winkel  €c,  ß,  y  bestimtaten  Theile 
der  gegebenen  geraden  Linie  kleiner  oder  grosser  als  die  dritten 
Coordinaten  der  Fusspunkte  der  ron  diesen  Punkten  auf  die  gege- 
bene Ebene  gefällten  Perpendikel  sind;  so  kann  man  der  Gleichung 
26)  zufolge  offenbar  in  Tölliger  Allgemeinheit 

_^^       ,    ,     Acosa+Bcosß+Ccosy 

I 

setzen. 

Betrachten  wir  die  oben  durch  »,X,  (i  bezeichneten  Winkel, 
ohne  weiter  ihre  geometrische  Kedeutun^  zu  berflcksichtigen , 
jetzt  an  gewissefmassen  als  blosse  HüUswinkel,  so  können  wi 


von 
wir 


COS«t=r 


33) 


COSil: 


COS|»=: 


VA^  +  B'  +  O' 
B 

A 


VA^  +  B*+  O 
setzen ,  und  erhalten  nun  leicht  mittelst  'der  Fermeln  320  umI  3if>  . 

j 

I 

_sini^_  J[costt+ Jcosjg+Ccosy 
cosK  ~"  C  * 

3i\      ]  sin i  A cos a-\-Bcos ß ^ Cco&y 

smi  _Aco8a-\-Bcoiiß+Ccoßy 
cosft  ~  A 

Mittelst  dieser  Ausdrücke  und  der  Formeln  28)  erhält  man  aber 
auf  der  Stelle* 


cos  «-«•  si»  t'  cos  it 

cos  9= — ?:, 

cosi 


OKx      )                 cos/5— sin  ioosÄ 
35)      <    cosi/;= ^ ; ^ 


cosi 


co8y«*-*sinicos» 

cos  x= L ^^ -^ 

cos  l 


• 


Nach  dem  Obigen  ist  bekanotlicfa 

36)    cos  (=:: cos  (t COS  ^rf^Gos  ß COS ^ -fcos  y  cos  %t 


\ 

I 
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uqd  ^ese  IjJMchttog^  In  Vetbiadang  mit  den.  Fonneln  35)  aiid.der 
bekannten .  Gleichung  . 

coga* + cos  jS* + cos  y*  :^  1, 

führt  leicht  zu  der  Gleichung 

37)  8iuis=:cos€icosik+co8ßcosX-i-coaacoB»^ 


Projection  einer  gefaden  Linie  auf  einer  Fläche 

überhaupt. 


§.4. 

Untet  der  Projection  einer  geraden  Linie  auf  einer  beliebigen 
Fläche  werden  wir  im  Folgenden,  um  jede  Zweideutigkeit  zu  ver- 
meiden, immer  die  Gesammtheit  aller  derjenigen  Punkte  dieser 
Fläche  yerstehed,  welche  auf  derselben  eine  solche  Lage  habend 
dass  die  in  ihnen  auf  die  Fläche  errichteten  Normalen  die  gege- 
bene gerade  Linie  schneiden. 

Dies  vorausgesetzt  9  seien  nun 

38)  si::^^rr^^'jri 

cosor      cosp      C08Y 

die  Gleichungen  einet  gefaden  Linie  im  Räume/ lyo  bekanntlich 

{\  ff,  h  die  Coordinaten  eines  ^beliebigen  Punkts  in  dieser  eeraden 
jinie,  und  a,  ß^  y  die  180^  nicht  übersteigenden  Winkel  sind,  die 
der  eine  def  beiden  Theile,  in  welche  die  gerade  Linie  durch  den 
Punkt  ifffh)  getheilt  wird,  mit  den  positiven  Theilen  dreier  durch 
diesen  Punkt  gelegter,  den  primitiven  Axen  paralleler  Axen  ein- 
schliesst.    Ferner  sei 

^      .  .  .  .  ■ 

39)  i<=F(ar,3^,z)=0 

die  Gleichung  einer  beliebigen  krummen  Fläche ,  und  (x^yx Zi)  sei 
ein  beliebiger  Punkt  auf  derselben;    so  sind^  wenn  wir  der  Kürze, 
wegen 

40)  Ux^F{xx,yxy%i) 

setzen ,  und  alle  im  Folgenden  vorkommenden  Differentialquotienten 
partielle  Differentialquotienten  bezeichnen^  nach  den  Principien  der 
analytischen  Geometrie 

41)    ^— ^i_y— yi,_^— ^ 

du^  dui     —  dui 


dxi 


dyi  dzt 


SOS 

• 

die  GieichuDgen  der  Normale  der  dorch  die  Gleichaut  39)  eharab« 
terisirten  krummen  Fläche  in  dem  Punkte  (a?i^iZi).. Soll  nun  diese 
Normale  die  gegebene  gerade  Linie  sehneiden,,  d-  h.  soll  (^i^iZi) 
ein  Punkt  der  Projection  der  gegebenen  geraden  Linie  auf  der  ge- 
gebenen krummen  Fläche  sein^  so  müssen  die  Gleichungen  08) 
und  41)  durch  dieselben  x^y^z  erfüllt  werden »  und  man  wird, also 
die  Bedingungsgleichung  9  dass  die  beiden  in  Rede  stehenden  Li- 
nien sich  schneiden,  erhalten,  wenn  man  aus  den  vier  Gleichungen 
38)  und  41)  die  drei  Grössen  x,  ff,  x  eliminirt 
Es  ist  aber 

« 

cos/}.        ^ 


cos« 


COS  IX  • 


und 


dui 

dxi 
dux 

dxi 

also  du^h  Subtraction  der  dritten  von  der  ersten  und  der  vierten 
von  der  zweiten  Gleichung: 

dut 
da^i 

dui 

costf  aUi 

dxi 

dut 
dxi 

da?! 

TkM  VI.  80 


oder 
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«NMrans  leicht  ' 


I       ' 


I  i  ' 


...  %»  «*i  ■         > 

{x^f)  (^  coÄ  a  -^  :^\  cos  y ) 

und  hieraus  ferner  durc^  P^rlsion  und  ,^ach  gehöriger  Reduction 

..   .  >  . 

0=^(ari— /)  (^^  cos  ^  —  -P^  cosy)  » 


+  (,._A)(|-;eo««-gcos|S) 


oder 


•    V  •  - 

erhalten  wird.    Wenn  man  nun  statt  x^^jy^yZ^  nur  XjyyZ  setzt,  so 
erhellet  aus  allem.  Vorhers^ehenden  auf  der  Stelle,  dass  die  Giei 
chungen  der  Projection  de»  durch  die  Gleichungen  38)  eharakteri 
.sirten  geraden  Linie  auf  der  durch  die  Gleichung  39)  charakterisir- 
ten  Fläche  die  £6l^enden^sind:  \  '         '^ 


42)    i*=P(a:,y,z)=0, 

f /ii '  du 

0=(ar— /)  (-r-  cos  ß  —  —-fcosy) 

•      •  ^       *     .  .  ^' 

,  /  \  /du  du  . 

+  (l/—9)  (^  cos  r^  ^  cos«) 

+  (2-Ä)(^!cos«^^cos./?) 


I*«  •• 


oder 


t 


•      > 


\ 


8or 

43)    u=F(x.y.x)=0, 


.'»      r. 


III. 

Projection  eineV*  getad<»n\'Iiiiiift^  afuf  der   Oberfläche 

eines  elliptiscIieD  Sphäroidsi 

§.  5. 

Indem  wtr  zuerst  hui*  in  der'  Kurse  das  elhjitlsiche  Sphäroid 
im  Allgemeinen  betrachten »  nachher  aber  ausführlichere  Betrach« 
tungen  über  das  elliptische  Rotationsspb^roid  insbeyson^elre  anstellen 
werden  9  sei  überhaupt 


^>  ©'-^(D'^-ßX^^.' 


die  Gleichung  der  Oberfläche  eines  elliptischen  Sphäroids.«  •  so  ist 
im  Vorhergehenden 

-=(f)"+aKi)-'- 

und  folglich 

^_2a:     ^___^    «fte_& 
€Ja:~"ä^'   rfy~~6**   d2~~c* 

zu  setzen.    Also  sind  nach  43)  oder  43) 


«>  (iMd'^Q)'-' 


(Of^f)  (i-.  CO«  /J  -*-  ^  cos  y) 
c      .  o- 


a:* 


+  (y~!^)(— i  cosy*— -5- cos«)     >   =0 


+(z— A)'(-|^  cos  «  — .-Y  cos  ß) 


»• 


^08 


oder. 


">  .(f)Xf)Xl)*='- 


y 


l(Sfr-y)-^-(«-A)fiJc<w«. 
+U*-A>  J-(a^)i.)  CO» /J    V  =0; 


oder  anch 

">  ©■+(0X0  =•• 

die  Gleichungen  der  Projection  der  dqrch  die  Gleichungen  36)  cha* 
rakterisirten  geraden  Linie  auf  der  durch  die  Gleichung  44)  cha* 
rakterisirten  Oberfläche  eines  beliebigen  elliptischen  Sphäroids* 
Für  die  Ku^el  ist  a=b:^Cy  und  die  Gleichungen  der  Projection 
der  durch  die  Gleichungen  38)  charakterisirten  seraden  Linie  auf 
der  Kugelfläche  sind  also  nach  dem  Vorbergebenden ,  wie  man 
leicht  findet: 

48)    a:«+y*  +  i-  =  a% 

{  h  cos  ß'^'g  cos  y)  x 
+  (^cosy— •Äcosa)y  ^  =0; 
+  (g  cos  er—- /cos ß)2 

wo  aus  der  zweiten  Gleichung  erhellet«  dass  die  in  Rede  stehende 
Projection  ganz  in  einer  durcli  deta  Mittelpunkt  der  Kugel  gehenden 
Ebene  liegt;  und  zugleich  überzeugt  man  sich  auf  der  Stelle«  dass 
diese  Ebene  die  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  und  die  gegebene 
gerade  Linie  gelegte  Ebene  ist«  was  auch  Alles  der  Natur  aer  Sa- 
che ganz  gemäss  und  aus  den  ersten  Elementen  der  Stereometrie 
bekannt  ist 


'm 


§.  6. 

_  9 

Um  die  Gleichungen  der  Berübningslinie  der  Proiection  einer 
geraden  Linie  .auf  der  Oberfläche  eines  beliebifl;en  Ellinsoids  in 
einem  gegebenen  Punkte  derselben  zu  finden«  wollen  wir  aer  Kfirse 
w^en,  ausser  wie  yorher     • 


=e)Xfr<o-'- 


auch  iMch 


setien;  so  ist 


+  {(,-A)^^^(a.-/)^}cas/J 


rfte__2a:    du__2g     du i» 

dx^a^'  %""*•'  S^c^ 


und,  wie  man  leicht  findet: 


-t(p-?)'~pi""' 

Nach  den  Principien  der  Difierenüalrechnung  hat  man  nun  be- 
kanntlich zur  Bestimmung  der  Difierentialquotienten 


dn  ,      dx 

-f-     und     3- 
fix  uX 


die  beiden  Gleichungen: 


i31« 


du  .  du   dy  .  du   dz      m^ 
da:      dy'  dx     dz    dw 

dv  .  dv    dy^  .dv    dz |» 

da;     .dy'  d^ü     dz'  dx 

II  '       .        • 

.j^^;}  '^f t^U  ^m  dfiQßeib^D  apU  Blülff»  der  vprher  %. 

'■  *  '  ■( 
du    du    du       ,   dv    dv   dv 

4x'  dy*  da  däf*  dy*  d^ 

gefundenen  Ausdrücke  5  wenn  der  Kürze  wegen 

gesetzt  wird^  für  c^ie)  Video  in  Rede  sterbenden  Differentialquotien- 


,  '        I  r 


ten  leicht  die  folgenden  Ausdrücke: 


dy 
dx 


B^-^C 


a' 


c^     dz 


a 


x__\ 


A±:l^Bl 


*  dx       *Ä  z 


b^  " 


r.a 


6» 


•  H 

Sind  nun  Xi^y^iyti  %ib  Ctoordinaten  eines  beliebigen   Punktes 
in  der  Projection  der  gegebenen  geraden  Linie  auf  der  Oberfläche 
des  Ellipsüids,   so   siqd  nach  d^n  Pfincipien  der  höheren  Geome 
trie ,  wenn  der  Kärfio>  ivfegen 


cos  Yf. 


gesetit  wird. 


-i&4)--ä.... 


I  y-i"=    ..°    .    l  fr-».).. 


= ^ —ix—x,)" 


oder 

» 

~x 

y- 

-,, 

-., 

M) 

^ 

c* 

-«.& 

s 

-«■? 

,    ^'f^ 

~A 

& 

die  GleicbnnscD  d«r  durch  den  Punkt  (x^Viti)   Mhendeo  BerSh  .. 
renden  der  Projection  der  gegebenen  geraden  Liaie  auf  der  Ober- 
flSche  des  EIlipsMds.  ; ' 

'  Ohne  die  TorlKreebendcbulIgfiinqinffaUnterfluchanffea,  wehili«< 
an  aich  interesäaDt,  für  meinen  nacheten  Zneck  für  jetit  leckdi 
von  geringerer  Kedeutung  sind,  weiter  auszuführen,  n'ill  ich  mich 
nun  sogleith  zu  der  BetiAC^uiie  der  Pr«}ectioA  einer  eemden  Linie 
auf  der  Oberfläche  eines  durch  Umdrehung  einet  ElUß^e  um  ihre 
zweite  Ase  «ntMandenen  elliptischen  Sphäroids  wenden. 
Weil  bekanntlich 


52)    i^?L+|,=l 


die  Gleichimg  der  Oberüäche  eines  durch  Cm^ebvng  ^19^  ^'ip^*,, 
deren  erste  und  zn-eite  Halbaxe  a  und  b  sind,  um  ihr6  zweite 
Aie  entstandenen  elliptischen  Spbäroids,  welches  wir  in  der  Kürze 
ein  Rotationaellipsoid  nennen  wollen,  ist/  so  sind  nach  46) 


i 
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oder,  wie  hieraus  mittelst  einer  eiafachen  Verwandlung  der  zwei- 
ten Gleichung  leicht  folgt; 

•  *  ¥ 

t^cosy+(z—A)cos/?)jr--{/co8y+(g— A)cos«)y_a* 

die  Grieichungen  der  Projection  der  ^urch  die  Gleichungen  3^  cha- 
rakterisirten  geraden  Linie  auf  der  durch  die  Gleichung  52)  cha- 
rakterisirten  Oberfläche  des  Rotationsellipsoids. 

Bestimmen  wir  aus  der  zweiten  der  beiden  vorhergehenden 
Gleichungen  z,  so  erhalten  wir 

KK\  «— _**    (hcosß—g  cos  Y )  ^+  (/cosy -A  cos«)y 

gcoBcc—fcosß'i 5 — (^cos^— ^cosa) 

und  folglich,  wenn  wir 


««  — Ä*  Ä» 

86)    e«=5L^,  l~««=r^ 

o*  ar 


setzen: 

56)     z- 


_/|_^a\(Acosj?— ^cosy)a?+(/'cpsy--Acos«)y 

^  cos  cf — /*cos  j5 -f  «•  (  a:  cos  ^  —  y  cos  cf ) 

Führen  wir  nun  diesen  Ausdruck  von  z  in  die  erste  der  Glei- 
cfaüngeii  54)  ein,  so  erhalten  wir  zwischen  x  und  g  die  folgende 
Gleicbune: 


57)    (1  — e*){(AGös/}— ^cosy)ar-f (/^cosy-*-Aeosa)y}* 
=(a*  — a?'— y*){(5rcos«— /*cosj9+c*(a:cosj3— ycos«)} 


§.8. 


Setzen  wir  jetzt,  was  wegen  der  ersten  der  Gleichungen  54) 
offenbar  verstattet  ist: 


ar=acos6^cosP, 
58)     {  ff=zaB\n9cosß, 
z=bamß 


und  führen  diese  Ausdrücke  von  x,  g,  z  in  die  Gleichung  56)  ein, 
so  erhalten  wir  nach  einigen  leichten  Verhandlungen  die  Gleicnung: 

59)    (^cosa~/cos^)tapgi2 

= { ae*  cos  tf  sin  ö^  (fco»y — A  cos  «)  t^l— e*jsin  9 

—  {<•*  cos/3  sini2— (^cosy—Acos/?)  VP?  Icose, 


zn 

welche  die  Gleichung  der  Prajection  der  durch  die  TSIeichiiDgeD 
38)  charakterisirten  geraden  Linie  auf  dfer  Oberflicbe  des  Rota- 
tibnsellipsoids  zwischen.  9  und  ß  ist«    Setzt  man 

JScos#=:ae*cosasini2^(/cos7— Acostt)Vl— eS 
tut)     \  v/       /  /      s 


I      * 


so  wird  die  vorhergehende  Cileichnng 

61)    (^cosa— /cos/3)tangi>=JSsin(9  — «). 

Auch  ist,  wie  man  mittelst  der  beiden  Gleichungen  00)  leicht 

findet: 

» 

««wMiM     4f^^fi^     jR(cosa8in*— cos/Jcos**) 

cosyTi  — e* 

imd  daher,  wenn  man  dies  in   die  Gleichung  61)  einfilhrt,  nach 
einigen  leichten  Verwandinngen: 


62)  taügfl=-~5y^E(®z:£41:i£l, 

COS  a  sm  0 — cos  p  cos  ^ 


oder  auch 


63)    fang*— ^^^-^^y^'°^^^^^^^^'. 

cos«— cosycosöcotßt^l— «* 


5.  9. 
Zunächst  wollen  wir  nun  den  DiiFerentialquotienten 

de 

dSi 

entwickeln.    DUTerentiiren  wir  zu  dem  Ende  die  Gleichung  61),  so 
erhalten  wir: 

= (^  cos  tf  — /cos /?  )  seci?^ 

Durch  Differentiatiott  der  beiden  Gleichungen  60)  ergiebt  sich 
aber 

cos*-=7r-— JBsin*-5r-  =a6*cosacosi?, 
aSi  aSi 

sin*Tg- +jRcos*-^  =a^'cosj9co8ß; 

* 

und  hieraus  femer  mittelst  gewohnlicher  Elfanination: 


V 
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<2A    ' 


*  /UZ.-  •'  ■*'«■.. 

^5;^— a«*(cosacos#+cosjJßin*)cos;?, 


• .«     '  I  •     » 


Ä  ^—  = — ae*(  COS  a  sin  *  —cos  ß  cos  *)  cos  ßr^ 

dSi  .   '  .       .  .    ■' 


'       .;.- 


Durcli  $^bstUu|ioD  dieser.  AufidcAcke  ,ia  die  ob|eo';|m8chen  den 
Differ^ntialquotienten 

dO^     d»    dR       ■       •■''••  ■     •  •  ^.-  ■  ' 

■       dQ'   dQ'  dJSi 
s  ■  ■ 

gifCdndepe  ^I^icbiing  erhält  mitn  aber  ..    .    ,  ' 

d^ 
Äcos(0-.a>)^ 

.  ,    X  dSl 

l  sin(0— ©)(cos<^cos^+cos  ßsin^)  )         ^ 
' /^,     iH[-cas(ö — (P)(cosasin(p — cos/Jcos^)  ) 

oder  >     . 


K  «    I 


Äcos(8— <&)    ^ 
t     cosa(sin(0 — ^)cos^+cos(6— ^)sin  ^)J      ^  ^ 

_L  |TÄ*    \  f  cos  i>4 

^        t— coi^/J  Ccos(6  —  a>)  cos  a>--  sin  (ö--  O)  sfn  O?)* 

•  =(^coscf — fcosß)8ecSl*, 

d.  i. 

/2cos(8-<P)|S 


.'  <   '. 


+«e"(cosasin  0 — cos  j3  cos  6)  cos  1$^ 
=  (^  cos  a — /cos  jS  )  sec  Ä* ; 

also,  vvie  man  nach  einigen  leichten  VerwjändJMp|;,i^  findet.;  \ 

»  * 

f{A\  ^  —  (y  —  <^g^  ^^°  ®  cos  5^^ )  cos  a — (/^-«fle^cos^cos  52')  cos  ß ' 
^  i/Ä  ^"^  ]Bc^(e^(D)ofr§Ä^   .vv 

Setzt  man 

65)     <  •»".»  i 

l  Ä(*)sina>(^)=( y   ■r^»-"W)cosjg; 

so  wird  9  wie  n^an  leicht  findet  & 

66)     j7i=co«Ä-D 7/-S — acT^-^ 


•.     ,M 


m 


§-»... 

Um  nun  ferner  auch  den  zweiten  DiSereDtialqaotienteo  ^ 

ZU  entwickeln  y  wollen  wir  zuerst  die  beiden  Gleichungen  65)  diffe- 
renttiren.    Dadurch  erhalten  ^vir 

~  "sin  ©cos  Ä»       ■  '  / 


»  -^    ■    " 


•         # 


3/COS/3 tang  il  (1  + 1  tang  ©cot  Ä  5^) 
COS  6  cos  Sl^ 
und  hieraus 

;^.,      3yco..i.,.gÄ(l^|cotS«»tß||) 

,       ,    ^3/^co»i5tangÄ(l  +  Jtang©cotÄjg) 

4. — r-. — . -=r — =— js-r ' ^aÄndK*), 

^'  Cos  0  cos  iSi* 

dB 
3ffcos«tang^(l-icotecota^) 

.^-— —.  = T-Ä A>?     ' sin©(*) 

dSl  sm  ©cos  iS?* 

^/cosjJtang  ii  ( 1  +  5  tang  0cot  St  ^) 

.:   .  ^--  -■  -•-      ^'  'cösg^os^^  " ^rr^^Cft^^^C».). 

Sefztman  Mia  '  .     ,  ■ 

^cos«(l  — icotedot^^) 

Ä(«)cos  (!>(«)  = '—r^ ^^^^    . 

67)   <    '  ,      ,      .  .. 

/^co8/J(l  + 1  tang  ÖcotÄ^) 
jR(«)  sin  *(•)=; . te ^^; 


j» 
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r 

BÖ  wifd 

dSl  cos  ^ 

aA  cosA* 

und  folglich  auch 

^"^    "rf3r=         Ä') SIT' 

oder  auch 

wo  /  wie  gewöhnlich  den  natürlichen  Logarithmus  bezeichnet 
Differentiirt  man  nun  die  aus  66).  sich  ergebende  Gleichung 

Äcos(e— *)2^=i»V8in(Ö~*<»))cosÄ, 


so  erhfilt  man 


71)    Äcos(e~4>)^ 


dSl' 
==_Ä(i)  gin  Ä  sin  (  e— 4i(*>) 

+  |''»(«--»'")^+»"'"<«-'")(ls-^)i  "»  a 
-  !-(»-»>5S-«'Me-»)(^-^)j  * . 

also  nach  66) 

72)    Ä«cos(a— *)«^ 

=~.  JBßC)  sin  Acos(9— 4»)sio(9-^«(>)) 
+i8c6sÄcos(«-*){sin(©-*('))^+iW')co«(©-*(>))(^_^)) 

-iK>)cosÄ8in(ö--*(')){cos(©— *)  3§— Ä«in  (ö--*X^  -  ^)). 
Setzt  mao  noch 

^     j    je('>siB<^')=ae*cos/}ooSi$2; 
«o  istj  wie  aus  dem  Obigen  leicht  erhellet: 


alm 


S\7 

§ 

74)     } 


7K\     <^_tapg(0(')— »)    dR 


Führt  man  DUD  diesen  Ausdruck  von  >^  und  den  Ausdruck  von 

^^-  aus  60)  in  die  Gleichung  72)  ein«  so  erhält  man  nach  einigen, 
leichten  goniometrischen  Reductionen: 

76)    Ä«  CO«  («-♦)•  ^       , 

=— Äi»MsinÄcos(e~*)sin(e— *^')) 
+  fi/K^)cosÄcos  (*— *(»))^ 

— J»»>cosÄ  «'P(^~^^'OcQ«(^— ^^'0  .  ^ 

^    cos(0— *(■))  'rfÄ 

^i>^A«  o  cos(ö— 0)sin(^— *(•))    dÄ(>) 

'cos(0(')~*C"))  c/A 

mittelst  welcher  Formel  der  zweite  Differentialqluotient 

dSl* 

ohne  grosse  SchwleHgkeit  berechnet  werden  kann.«  wenn  man  nur 
erst  mittelst  der  oben  entwickelten  Formeln  die  Differentialquotienten 

de      dR       dR(^) 
dSl*     dSl'      dSl 

berechnet  hat« 

§.11. 

Die  Gleichungen  der  dem  Punkte  {x^yxXi )  der  Prtfjection  der 
durch  die  Gleichungen  38)  charakterisirten  geraden  Linie  auf  der 
Oberfläche  des  Rotationsellipsoids  entsprechenden  Berührenden  die- 
ser Projection  sind  bekanntuch 


m 

Setzen  wir  i^ud  auf  ftholicbpi  Art  #ie  im  Vorhergehenden 

'  i/j  =  ä  sin  01  cp^Sl^ , 

so  ist 5  wie  man  durch  Differentiation  leicht  findet: 

^  ■       '       •  .      '. 

^Vi  =      ^  (  COS01  cosÄiC?0i  —  sin  ^i  ÄuSl^dSli), 
dzi  ^     iH^QÄilidSli;  .-.  * 

ühff  folglich'  "  :       .  ,     . 

,  ,       sinöisinÄj— cos0,cosÄi-~^ 
«y  1      . äSlj 

,  *       cos0iSinÄ,+sin0iCOS4ß,-77r^ 

80)     ^  '      .  «^1 

Ai    .  cosili  i^r^^ 

^^  cos@xsin.$2i-l-5in0iCosili-77^ 

.  ,  dSli 


oder 


l-cot^idrftifti»^ 


^j^     I     ^^-  1  +  tai.gteiCoeii,^^ 

dz^__   cot^,         vr^ 

^  1     l,+  taiig©iCoti2j^ 

,,  .  •  «  '         .         •  >   1     .  • 

Also  sind  nach  dem  Obigen 

1— cot^^cotßi^ 
iy— yi=tang0i i.(ar-ii-i:J, 

,  ,l+tang0xCotßÄ 

82)     <  .  «^1 


• ' '  ■•    I  I  .     .  I  • .  • 


die  Gleichungen  der  dem  Punkte"  (a:ii)ri2i)'d(er  Projection  der  durch 
die  Gleichungen  38)  charaktf^rlsirten  geraden  Linie  auf  der  Ober- 
fläche des  RotatiotteteUipi^oids  entspibecH'bnden  Berührenden  dieser 
Projectipn.  . 

Bezeichnet  man  i\e  IjSO^  httht  überstehenden  Winkel^  die  der 
eine  der  beiden  Theile»  in  weiche  dte  in  Hede  stehende  Berührende 


819 


iven  Theilen 
paralleler  Axen 

.ewi^\-  _dyi        cos Xi  _  dz,  . 

cos  q>i       da^i  *     cos  ^j       dx^ '  » 

und  folglicn^  wie  man  mit  HuUe  der  Gieichnag 

cös  jgpf  +  cos  t(;J  +  coi  xj=  1 

leicht   findet  9  mK  Beziebung*  der  obern  und  untern  Zeichen  auf 
einander:   .  •  - ' 


<•    •    « 


.  1 

C0S9i=:± 

w    .  J  I  i 


C0SXi  =  ±       ^  .       .  . 

Nun  findet  mafi  aber  mit  Hülfe  der  Gleichungen  80)  leicht 


' .' 


Also  ist  nach  dem  Obigien:;  \s    -.  < 


^)  Statt 


u 


Irann  man  hier  und  im  Folgenden  nherall  auch 


* .  * 


wtten. 


/ 1 


88) 


390 

COS  Bx  «in  Px  4  SiD  a  i  cos  Äj  ^ 
sin  öl  sin  ^1  —  cos  öl  cos  ßj  T—^ 

cosx>t>n— Ig*  . 

""■^'  V«-'-c»«!<i+ii^)a-i.^)' 

* 

wo  die  obern  an  1  untern  Zeichen^  sich  auf  einander  beziehen. 
Setzt  man 

tangP.=cotÄ,^, 

so  ist,  immer  mit  Beziehung  der  obern  und  untern  Zeichen  auf 
einander: 

■ 

nn.«  _  ,  sini?iCos(ei~iPi) 

cosg)i;;=± n ?5 » 

cosiPiCosQ. 

Q^N    1  ^n«,/!  _:,  singxSin(ei-Px) 

87)     J  COSWi=±- in 75 ^ 

wy   <         T       -■-      cosPiCosQi 

cos  5Ci  ==  T  S?5f^i^33Q . 

cos  Qi 

Aus  dem  Vorhergehenden  ergiebt  sich,  wenn  dt  das  allge- 
meine Differential  des  Bogens  der  Protection  der  durch  die  Glei- 
chungen 38)  charakteristrten  geraden  Linie  auf  der  Oberfläche  des 
Rotationsellipsoids  bezeichnet,  auch  leicht  die  Formel: 

88)    A*=a*{cosß*ite"  +  (l  — e*cosÄ»)dOT 

oder  "■ 

89)    d!i*  =  «*iteMl— «•cosß^+cosÄ^C^)*}. 

f  12. 

Die  Gleichung  der  Ebene  des  dem  Punkte  (ar^yi^i)  entsprechen- 
den Meridians  ist 


/ 


y^ar— a?i|f=:0. 
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d.  i,  nach  78) 

und  die  GleicfauDgeb  des  in  Rede  stehenden  Meridians  sind  folglicb: 

f^!±y!+^-.i-o- 


90) 


a 


oder,  wie  man  leicht  findet: 


m 


arsin^i--yco8öi=0, 

————4-      —1=^0 
a*  cos  öl  •"*"?■ 


Folglich  sind  die  Gleichungen  der   durch  den  Punkt  {Xi  y^  %i) 
>nden  Berührenden  dieses  Meridians: 


gehenden 


y-yi—    (^-^i)taogöi> 


92) 


z— t,  =  — (ar— ar,> 


b^Xi 


a^ZyCOSGx 


99 


oder  nach  78): 


m) 


-9i—    (a?-ari)tangÖ,, 


s-«:i;=-(a:-arO 


COS^i 


Bezeichnet  man  die  180®  nicht  übersteigenden  Winkel^  die  der 
eine  der  beiden  Thieile,  in  welche  die  in  Rede  stehende  Berüh- 
rende durch  den  Punkt  (^i^i2,)  getheilt  wird,  mit  den  positiven 
Theilen  dreier  durch  diesen  Punkt  gelegter,  den  primitiven  paral- 
leler Axen  einschliesst,  durch  9(^),^(*),%^*);  so  ist 


cos^C*) 
und  folglich 


cosi>;(n_  cosx(^)  cot^i^p^; 


i].">7f 


COS01 


cos9(*)  =  + 


cos  Öl 


4  , 


.94) 

I  ■:   ' 


cosi(/*)=zt 


Vl  +  (l-c'')cotÄi' 
sin@i 


Vl+(l-,e«)cotß/ 


,,,     _        cotßit^l-e* 

cos  55(»)=ri- 


mit  Beziehung  der  obero  und  untern  Zeichen  atif  einander. 


Theil  VI, 


21 
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Bezeichnet  man  einen  jeden  der  180®  nicht  fibernteigeiideto 
Winkel 9  welche  die  durch  den  Punkt  (a^tyiZi)  gelegten  Berühren- 
den des  diesem  Punkte  entsprechenden  Meridians  und  der  Pro* 
jection  der  durch  die  Gleichungen  28)  charakteriMften '  eeraden 
jLinie  auf  der  Oberfläche  des  Rotationsellipsoids  mit  einanaer  ein- 
schliessen ,  durch  Fi ;  so  ist  bekanntlich  in  den  vorher  eingeführ- 
ten Bezeichnungen: 

cos  Fl  =;:  COS  q>i  cos  q)(^)  -f  cos  'ipi  cos  ij;^^)  +  cos  %i  cos  %(*), 

also  nach  dem  Vorhergehenden 

95)cosri=±Y^ 


l-^c*cosßi* 


i--Ä»cosi?  vi+i  s^w-L.^/ 


woraus  sich  ferner  sogleich  ergiebt: 


96)  sinri==± 


C0S/?i 


1-c*  cosßi*(l  +  -.:jp^)(l — z't:^^ 


z:# 


e    dSi^ 


e  dSiy 


in  welcher  letzteren  Formel,  dasinl^  immer  positiv  ist,  das  obere 
oder  untere  Zeichen  genommen  werden  muss ,  jenachdem 

eine  positive  oder  eine  negative  Grosse  ist. 

'  Aus  den  beiden  vorhergehenden  Gleichungen  ergiebt  sich  aber 
auch  auf  der  Stelle 

d&^ 


cosßj 


97)    tangr,=:±- 


d^i 


oder,  wenn  man 


setzt : 


T1-€*C0SÄ,* 


98)    sin  U^=^e  ^os  i?, 

nn\   i.  r»  ■  COS  Sli    dSi 

99)  tangr,=:  + _i.  ~-^. 

COS  Ui   dSli 


Ö.  13. 


f»  . 


Wir  wollen  nun  auch  den  dem  Punkte  (a^^yj  Xi)  d'er  Projectioir 
der  durch  die  Gleichungen  38)  charakterisirten  geraden  Linie  auf 
der  Oberfläche  des  Rotationsellipsoids  entsprechenden  Krümmungs- 
halbmesser Ti  dieser  Projection  zu  bestimmen  suchen,  indem  wir 
als  bekannt  voraussetzen,  dass  nach  den  Principien  der  höheren 
Geometrie,  wenn  derKürce 


m 


« 

^  \d^/ dSl^*^ dSl^' dSi.^*J  ' 
vfo  7*1  eine  positive  Gr5sse  bezeicbfien  soll»  gesetzt  wird: 

101)    rx=^^ 

I 

ist«  wo  die  Bedeutung  des  Symbols  fi  leicbt  von  selbst  erbellen 
wird.    Weil  nun  nacb  79) 

^^  =— a  (cos  Bi  sin  Ä»  +  sin  ©i  cos  Äi  ^S^), 


dSl^ 


i = — a  (  sin  Gl  sin  Äi  — cos  6i  cos  Äi  T-*i ) , 


^=    ai^l--6».cosÄ| 

>  ' 

ist»  so  ist,  wie  man  durch  fernere  Differentiation  leicht  findet: 

(  cos0iCosfli-2sine,sinÄi^ 

5^--    M  .„-e. cos «.(*;)+ sine. co^Ä,^ 

{  sin  e.  cos  Ai  +2co8ei  sioA;—' 

(  +«n  ©,  «w  Äi^^^J  -  cos  ©,  cosÄ,  3^,   J 

^.=-an— ».sinÄ.; 

t 

und  hieraus  erhält  man  ferner  nach  einigen    keine  Schwierigkeit 
darbietenden  Reducti^nen : 

dxi      <Pyi        rfyi      rf^r^ 


si 


^a^^t^. 


a^Vl-e\ 
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äxi       d^Zi        dz^      d*x^    . 
.    dSl^'  dSl?''^dSi^'dSl^^ 

cos  0,(1+ cos  Ä^-^gl)*) 
-sin  0,cos  Sl,  (sinÄi4^  -  cos  Sl,  ^^i  ) 

dSl/  dSl,\      dSli  .dSl,^ 
+cos0icos.ßi(sinßi-y7^— cosÄi  -jT^ri) 


Setzt  man  aber  der  Kürze  wegen   , 

/dS   \* 
9,sini;,==l  +  cosÄ,"(^^J. 


102) 


d&  d^Si 

Qi  cosJB,=  cosÄi(sinÄi  — J^ — cos  Ä,  ^^^  )  ? 


so  wird^  wie  man  leicht  findet: 


.  > 


dxi      d^y^  __   dyi      d^x^ 
dSl^' dO^      dÜ^' d^^* 

dS 
^r^ifl*  (cos£i  tang  Äi +sinjBi -T-^), 

und  folglich  ■  ^ 

103)  .  r^  =  ^ia-\ri--e*+(cosiE;,tangÄ,+siflE,^)*.      . 
Weil  nun  nach  89) 

oder,  nach  Einführung  der  Hülfsgr8«»sen  q^  und  £j:( 
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^^y=^a*(t?i»ia£,-^ÄV93Ä»i)    ' 


ist  9  80  ist  Dach  101): 

104)  n—  a(piSiBE,-e*cosSl^^)l^ 


,—  '  ' '  •  .  •  > 

?i  Y  1  -  «•  +(  cos  -E»  tangÄi+ sin£,  j^)  * 

Bezeichnet  man  die  Coordinaten  des  Krümmungsmittelpunktä 
durch  liyiji^i^i;  so  ist  bekanntlich^  wenn  der  Kürze  wegen 

Y      f  dyx     d*Xi       dxi     rf'yA  dxi 
^\dSlx*  dSlx^     dSl,  '  dSl,*J  dSlx 

,  A^i      d^Xi        dti      d^yj  \  dtx 

'     . '    <  ■  •      ■ 

2,'_f  dzx      d^Xi       dxi      d^Zi\  dxi 
'\dsi^  'rfß/^""  1^1  "dii?J  dSr^  ^ 

.{dzj_    d^yx        dyx      d^z^\  dy^  , 

oder  9  wie  man  nach  gehöriger  Eiitwickelung  inittelst  des  Obigen 
leicht  findet: 

<•      sin(jBi— öi)€0S'^i 

's 

— cos£i  s*°  ®i  sinÄitangßi 
105)    A,=9ia»    ^  +cos(i;i+Öi).sinßx^ 

(dS  \" 
-1— i  j 

—  Qx  a'e*  sin  (  £i  —  Sx)  cosßi , 
cos(£i— öi)cos/2i 
-fcos  Et  cos  ^x^^Q  ^1  tangi^j 

rx=::Qxa'    ^  +  «n ( E,  +  Ö, )  sin  1?,  gj. 
+ sin  fJiSinÖi  cosÖj  r^T—.  j 

—  Qj,  a'e'  cos  (El  -»•  ö»  )  cos  ß» 
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=«"ri=?.(sinfi,+co.P.'^.^.)    . 


geaeUt  wird: 


*x-r--'i  sfn 


106)    {  _  _„._Vrfßi/  v 


Ich  will  letat  diese  UntersuchiiiigeD  nicht  weiter  aasdehneD, 
alte  mir  aber  Yor«  in  einem  späteren  Aufsätze  auf  einige  An- 
wendungen zurück  zu  kommen  9  welche  sich  von  denselben  machen 


lassen«  wozu  die  im  Vorhergehenden  mi^etheilten  Entwickelungen 
FoUig  genügen. 


i.t/ 


dac 

— =lflc+coiist.,  oder 

=i  ICäcO+const.? 

■ 

Von 

dem  Herrn  Doctor  O.  Schlomilch, 

PriTatdocenten  an  der  Universität  zu  Jena. 


Diese  Fr^e  ISsiit  luch  auf  folgende  Weise  beantworten.    Setzt 
man  in  eineiA  Integiale  wie 


P^'^ 
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jr=:— 9  Wo  %  eine  neue  Veränfderliche^  m  eioe  cooAtante  Crdfise  ist, 
m 

80  vvird  d!!j?= — s  wenn  ferner  ;i?=:=a  und  ;r:=6  ffeworden  Ut,  hat 
2  die  Werthe  ma  und  »16  angenommen.    Daher  ist  jetzt 


(1) 


oder,  weil  es  in  einem  bestimmten  Integrale  ganz  sleichgültig  tot» 
mit  welchem  Buchstaben  die  Veränderliche  der  Integration  be- 
zeichnet wird» 


%J  ma 


J  m 


Aus  diesem  S^ttH^  ergiebt  sich  z«  B«  für  a^O,  6=tf»  m=:— 1, 


Setzen  wir  nun 


/  — =:9^)-|-con8t« ....    (3) 


•D  ist 


— =y(tt)-9)(0). 


)-y(0); 


und  vermöge  der  Gleichung  (2) 


9(tt)  =  9(~M) (4) 

Man  hat  aber  eine  doppelte  Wahl;  entweder  9(;r)  =  £r>  oder 
9(«)=i/(;r*);  indem  aus  beiden  folgt  d(p(a:)^= — ^wie   es   nach 

(3)  sein  muss.  Gleichwohl  sind  die  Functionen  £r  und  il(x*)  sehr 
^n  einander  verschieden;  die  erstere  wird  nSmlich  für  negative 
Werthe  der  Veränderlichen  imaginär«  während  die  zweite  rar 
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Stative  x  die  nämUchen  Weiche  giebt,  m^:  für  glf^iph  grosse  ppsi- 
live  X,    In  der  That  ist  •      •    » 

für  ^{x)^lx,  g>(-ar)  =  /:ir+/(-l)=:te  +  (2*  +  l);i;Virj 

oder 

g^(^  II)  ~ /tt  ±  (2Ä: + 1)  «5  i^irr, 

dagegen  für     g>(ß:)=il (x*), (p(r^x)  =  K( — 4?*)=  5 (te*) 

oder  • 

Da  nun  aber  nach  No.,(4)  g>(—u)=^q>(+u)  sein  soll,  so  kann 
man  <p(x)  nicht  =£2:  setzen,  sondern  rauss  dunphaus  g>(x)  =  il(x*) 
nehmen.    Es  ist  daher  nacB  No.  ^3) 

,  :  /*^=:i/(^*)+const.  und  nieh^  ä=fct?+con«t.f  •    ^'  ' 

> 
Weiss  man  im  Voraus,  dass  x  keine  negatiyen  Werthe  an-» 
nehmen  wird,  sfo  kann  man  auch  die  zweite,  Form  nehmen,  weil 
beide  Formen  für  pdsitiye  x  identisch,  sind;  dangen  würde  es  to 
tal  falsch  sein,  sicn  dies  auch  her  negativen  X  maufoen  zu  wollen. 
Welchen  Unterschied  dies  macht,  sieht  man  z.  J3^an  dem  Integrale 


«■••:i    \ 


r    '\  ,  ■■  \t 


dessen  Werth  nach  dem  Obigen  =4/(3*) -W(2M=yj  =  |  ist, 
während  er  bei  gewöhnlicher  Schreibweise  /(3)— /(^2),  also'  ima- 
ginär sein  müsste.     . 


r 


IZ9 


.        '  k  .  In 


I  »        » 


IJelbiuifrfiaiiff^albeii  für  fikdiiller.l 


'\ 


Voo  dem  Herrn  Profesfior  Dr.  F.  StegmaDn  an  der  Universität 

zu  Marburg. 

I)  Es  sei  über  dem  Durcbmesser  AJS  ein  Halbkreis  AuMwB 
beschrieben  und  in  einem  beliebigen  Punkt  P  zwischen  A  und  B ' 
des  Perpendikel  PM  auf  den  Durchmesser  gesetzt,  welches  xvl  M 
den  Halbkreis  sohneidet.  Wenn  man  nun  auf  der  Veriängerung 
dieses  Perpendikels  über  M  hinaus  einen  beliebigen  Punkt  jS  an- 
nimmt und  die  zwei  Sehnen  AM,BM  nebst  den  zwei  Sekanten 
AS, BS  zieht,  welche  letztere  in  den  Purikien  u,  w  die  Peripherie 

des    Halbkreises   durchschneiden,  so  wird  Bogen  Muz^Mio  sein« 

je  nachdem  AP=:BP  angenommen  worden  ist. 

H)  Wenn  man  in  einem  Kreis  eine  beliebige  Sehne  .4  C  zieht 
und  an  deren  Endpunkten  die  Taugenten  ASI  und  7?^  construirt^ 
deren  Durchschnittspunkt  M  sei ;  wenn  man  alsdann  von  dem  einen 
Endpunkte  der  8ehne  AC  eine  zweite  Sehne  gleich  der  Hälfte 
der  =  ersten,  nämliefa'  CB^=iA€  in  die  Peripherie  trägt  und  von 
deren  Endpunkt  B  aus  die  Sekante  BM  zieht,  deren  zweiter 
Durchschnittspunkt  mit  der  Peripherie  U  heisse;'  so  wird  U  dor 
Halbirangspunkt  des  'Bogen»  AOCB,  nämlich.  ^{7=^^(7  sein. 

Es'Sind  zwar  zwei  Fälle  zu  unterscheiden,  je  nachdem  näm- 
lich diie  Sehne  CB^=.\AC  von  C  aus  entweder  in  den  grosseren 
oder  in  4eB  kleineren  der  beiden  von  der.  Sehne  AC  gebiideteki 
Kreisabschiiitte  eingejtvagen  wird^^  för' beide  Fälle  lässtsich  jedoch 
de^  Beweiss  mit  ganz  d'enseiben  Wnrten  führen. 

HI)  Wenn  man  in  einer  gleichseitigen  Hyperbel  von  den 
Endpunkten  eines  beliebigen  Durchmessers  AB  die  Verbindungs- 
sehnen AM  und  ^Jf  nach  einem  beliebig  auf  der  Hyperbel  ange- 
nommenen Punkt  M  zieht,  und  von  diesem  Punkt  M  zugleich  Per- 
pendikel auf  die  Asymptoten  fallt;  so .  wird  da»  .eine  dieser  Per- 
pendikel den  Winkel  ÄMB ,  das  andere  aber  den  durch  di6  Ver- 
längerung von  AM  oder  BM.  entstandenen  Kebefawinkel  von  AMB 
balniren. 


I 


• 


/ 

Lehrsatz  aus  der  Diflferenzialrechnung, 

Von  dem  Herni  Doctor  O.  Schlomilch,  Privatdocenten.  an  der 

Univer^itit  jBn  Jena. 

Setzt  man 

Vo— 1»  »pr=(«— l)(n— 2) (n^T)nr, 

wo  nr  den  rten  Binomialko^fBcienten  des  Exponenten  n  bezeichnet, 
so  ist 

iSTö  ifift  z.  B.  föif  n— 4  ' 

j4/     l-^J4     Pl      12.36      24n_i 

Wie  l&sst  sieh  dies  allgemein  beweisen? 


Herr  Anton  Ritman  zu  Wien  hat  mir  fdr  das  Archiv 
die  folgende  Aufgabe  mitgetheilt. 

Man  denke  sich  einen  Kegel  mit  kreisföcAiiaer  GmodflSdhe 
nnd  lege  durch  dessen  Axe  eine  auf  seinem  GrÄMläche  senkreebt 
stehende  Ebene,  deren  Durchschnitt  mit  dem  Kegel  dieff  sogenannte 
Axentriangel  ist  Lässt  man  jetzt  um  einen  beliebigen,  aber 
gegebenen  Punkt  in  der  einen  der  beiden  in  der  Kegelfiäche  iie. 

f enden  Seiten  dieses  Axentrianoels  eine  Ebene  sich  so  bewegen  ^ 
lass  dieselbe  immer  auf  der  Ebene  des  •Axentriangels  senkrecht 
steht,  so  ist  der  Durchschnitt  mit  der  K^^lfläcfae  bekan^lich-  je-* 
derzeit  mm  Kegelschnitt,  und  man  kann  nm  fragen,  welches  die 
geometrischen  Oerter  der  Breonfpuakte  aller  dieser  Kegdschniitte 


Die  beiden  Gleichungen 
sind  immer  Identisch. 
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in  Isc  eilen. 


HetT  A.  J.  EL  Vincent  (profeaseiir  au  coIl^ge  Saint -Lovw) 
bat  die  Berechnung  der  Zahl  n  auf  eine  Rechnungsregel  gebracht, 
welche  sich  ztrar  sehr  leicht  aus  ganz  bekannten  Sätzen  ergiebt, 
aber  dessenungeachtet  bemerkenswerth  ist  und  bei'm  Elementarun- 
terrichte berQcKsichtigt  zu  werden  verdient/  weshalb  ich  dieselbe 
im  Folgenden  mittheiien  werde. 

Bezeichnen  wir  die  FläcfaenrSume  des  in  und  um  einen  Kreis, 
dessen  Halbmesser  r  sein  mag,  beschriebenen 

necks,  2neck5,  4itecks,  Snecksi  16necks,  .••• 

respeetive  durch  ' 

rn$  FiUf  F4ny  Fsn»  Fißny  *•  •• 

•  t 

I  ■ 

und 

Ss»  Sfn»  o^>  Sa»»  %i$n^  ..••  ; 

«o  ist  nach  einem  sehr  bekannten  Satze 


also 


jL==in~i 


8-  ""*  S 


d.  i. 


*    -iP^       T"     ..    1    _1/1    .     1  \ 


Weil  HUB  r^  der  Flächeninhalt  des  Kreises  ii4,  so  sind,  weflo 
naa  rrsil  seist/ oflenbar  jede  zwei  eini^nder  benachbarle  GMeder 
dsr  Reiher 


1 
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Ftn-yf    Fun    Sz™ 
^in~-l\.t2n^  F4,/ 


Glieder  der  varh  ergehen  den  Ueilie  nach  und  nach  niu<  eiuunder 
gebildet  werden,  l'^Il  auf  der  Stelle  in  die  Augen,  indem  man 
uänilich  vom  dritteo  Gliede  an  jedes  Gli|i;d  crbalt,  wenn  luau  zwi- 
schen den  beiden  un  mittel  ha  r  vurher;^ebendenGlieilern  abwediselad 
die  mittlere  geometrische  PruportiouaJc  und  die  uiittiere  aritlune< 
tisi.-be  Proportionale  nimmt. 

iSetsen  wir  jetzt  r^— -t,   8u  Ist  der  Fläulieuiufaalt  de»  Kreictea 

-^,  und  die  FIKcheorSmne  des  in  und  um  den  Kreis  beschriebenen 

regulären  Vierecks  sind  respective  1  und  2>  so  dass  also  ^^4=1 

und  9^  ^'2  ist.    fiildet  man  nun  aus  1  und  ,y  nach  und  nach  eine 

Reihe,  io  welcher  vom  dritten  Gliede  an  jedes  Glied  abwechselnd 
die  mittlere  geometrische  und  -die  mittlere  arithmetieche  Proportio- 
nale zwischen  den  beiden  unmittelbar  vorbeigehenden  Gliedern  ist, 
so  sind  nach  dem  Vorhergehenden  jiede  zwei  einander  benachbarte 

Glieder  dieser  Reihe  zwei  Gränzen,  zwischen  denen  —  liegt.  Weil 
aber  ^  die  mittlere  arithmetische  Proportionale  zwischen  0  und  1 
ist,  und  0  und  1  offenbar  auch  twei  Grenzen  von  —  sind,  so  kann 

man  die  Regel  zur  Berechnung  dieser  Grosse  auch  auf  folgende 
Art  ausspreclien : 

Wenn  man  aut<  0  und  1  nach  und  nach  eine  Reihe 
bildet,  in  welcher  vom  dritten  Gliede  an  jedes  Glied 
abwechselnd  .die  mittlere  arithmetische  Proportio- 
nale und  die  mittlere  geometrische  Proportionale 
Zrwischen  d«n  beiden  unmittelbar  veTh«rgefaenden  Glie- 
ddio  ist,  so  liefern  jede  swei  einander  benachbarte 
Glieder  dieser  Reihe  zwei  Gränzen,  zwischea  densn 

der  Bruch  -  enthalten  ist 

Dies  ist  die  von  Herrn  Vincent  gegebene  RecbnungaiegeL. 
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f 

\ 

Bemerkin^  ni  einer  SteUe  im  Areliiv  Tiieil  Y;  S.  220. 

Von  Herrn  F.  .Arndt,  Lehrer,  am  Gymnasium  zu  Stralsund« 

E«  ist  dort  der  Säte  aufgestellt:  ^^Wenn  die  Siiras  der  Win*' 
kel  eines  ebenen  Dreiecks  eine  -aHthmetific)i^'P|>dgi!ession  bilden', 
so  bilden  auch  jederzeit  die  Oetangenten  d^r- halben  Winkel:  dii^e^ 
©Beiecks. eine"  arithmettsche  Progression. ** 

Herr  Director  Nizze  hatte  »die;  GQte^  mhr  einen  Versuch  üb«» 
die  Beweisführung  dieses  Satzes  vorzulegen ,  und  war  zu  einem 
Resultat  gekommen,  welches  ihn  veranlasste,  starken  Zweifel  an 
der  Richtigkeit  der  Behauptung  zu  hegen.  Ich  erlaube  mir  dieser- 
halb,  meine  eigene  Entwickeiung  mitzutheilen ,  aus  welcher  sich 
et^i^bt,  dass  der  obige  Satz  allerdings  nicht  unter  den  gehiächten 
Voraudetzungen  richtig  ist,  vielmehr' noch  eine  neue  Annahme  hin» 
zukommen 'muss,  die  steh  sräf  folgende  Weise  ergiebt. 

Aus  2sin/$= sin «r-fsiny  folgt.  Wenn  man  die  halben  Winki^I 
einführt,  2sitti/?fco»J^=sini(a4-y)cösJ(a-i-y),  oder  da  (wegen 
c+jS+y::^l«)*')8inJ(a+7)  =  cosl^  ist, 

1.    sini/3=iQ0si(a— y).' 

Fenier. haben  wir 

XI     ,      X    lu       sin  Ka+y)  cösijJ  , 

C0tgi«  +  C0tgiy==-T-7^^--r^  =  -r-i V^"  '  ^^^^ 

^    '      srngorsmly     smiasin^y 

2.     C08i/3==siniasiniy(cotgia4-cotgiy). 

Oividirt  man  nun  %  durch  l.>  so  entsteht»  nachdem  mit  2  multi{di- 
cirt  worden, 

3o     i.    T  Ä      4sinjasinjy,    i.   x     .      ^   t  \ 
.    2cotgi/^==    cosH<^-y)   ^^''^^^"'"^^^'^^' 

Dies  ist  die  richtige  Gleichung,  Soll  sie  in  die  im  Archiy 
aufgestellte  übergehen ,  so  muss  zwischen  den  Winkeln  a  und  y 
nocn  die  durch  die  Gleichung 

4sinjasin5y |     • 

cosi  (a  —  y)'  • 

ausgedrückte  Abhängigkeit  Statt  finden.    Statt   dieser  kann  man 
setzen 

4sin  i  asin  |  y=cos  J  crcosiy4-sin  \  asin  ^y, 

also  3siniasin|y=:cosiacosiy, 
oder 

•   *   '  4.    3rr:cdtg|acotgJy. 


I     ■!       ■    «  «    >  II 


In  dem  Annuaire  de  TAcademle  Royale  des  science« 
et  helles  lettres  de  Bruxelles.  Dizi^me  amn^e.'  Bru- 
xelles.  1844. p.  129.  erzählt  Herr  Quetelet  in  seiner  interessant- 
ten  J^otice  sur  Alexis  Bouvard  gelegentlieh  folgenden  Vor- 
fall, welcher  Herrn  Aragö  in  seiner  Eigenschaft  als  Offizier  der 
Natipnalgarde  in  den  Tag«i  d«r  AranzOsIscben  Revolution- passirt^/ 


oO^Ip 


Pmäsmt  cea  ^medto«  *M*  Amgo  k  com  film  tfvn'  dngwt^« 
Je  tieus  de  lui- inline  que«  sur  un  des  poQts  de  P^is  et  dans  hd 
instant  d'exasp^ration  popnlaire  contre  la  garde  nationale,  il  fi&illit 
itoe  jet^  dan$  la  Seine  et  ne  dut  soo  «aiut  qu'a  ime  plaisaoterie. 
Des  gens  du  peuple  le  souleFaient  dejä  poiu?  |e  lancerpar^desumi 
lepai^peti  lyrsque  ii  Ie«r  dit  ayecvneadmirablepräseoeed'e^prit; 
He  bienf  he  bienl  Que  £utes-yoiis  dooc?  Mais  je  ne  aais  f9m 
Bugerl  moil  Oes  nioti$  d^sarm^reat les  Aiueiii»  eilen  finitpwr  nre. 


Der  berühmte  Optiker  Rollert -Agla^  Cauchoiz  ist  am 
Sten  Februar  1S45  au  DeuU  b^i  Mont|noamcv#  wohin  er  ßich  sei- 
ner durch  viele  und  grosse  Arbeiten  gescnwILchten  GesuAdheit 
freaeu  zurvickgezogep  hatte  >  gestorben.  ]&  war  am  !248ten  April 
ITTo  /a^u  Cofo)eiiles-enrPari«i9  geboren^  und  widmete  qich  im 
Jahre  1792  dem  Stande  eines  Optikers.  Seipe  letzten  gtosseq 
Arbeiten  wären  zwei  grosse  Fernrohre^  das  eine  mit  einem  eilf« 
züliigen ,  das  andere  mit  einem  dreizehnzöliigen  Objectiv^  von  denen 
das  erste  die  Universität  Cambridge ,  das  zweite  die  Sterswocte 
von  Armagh  in  Irland  besitzt. 


Sitzung  der  mathematisch  -  physikalischen  Klasse  der 
Akademie  der  Wissenschaften   zu  München  vom 

14ten  December  1844. 

Herr  Akademiker  v.  Stein  heil  zeigt  der  I^lasse  ein  von  ihm 
erfundenes  kleines  Instrument  vor,  Passagen -P'risma  genannt^  ' 
weiches  auf  Reisen  zu  Orts-  und  Zeitbestimmungen^  so  wie  zur 
Regulirung  des  Ganges  der  Uhren  mit  Vortheil  benutzt  werden 
kann.  Es  ist  dieses  Instrument  nur  2  Loth  schwer  und  1  Cubik- 
zoll  gross.  Einfachheit  in  der  Construction  und  Transportabilität^ 
80  wie  bedeuteiide  Sicherheit  und  Präcision  der  damit  anzuste|* 
lenden  Beobachtungen^  empfehlen  es  derAufmerksamkeit  der  Klasse. 


Preisaufgabe  der  Akademie  der  Wissenschaften  zu 

Paris  für  1846. 

*  Les  g^ometres  auxquels  on  doit  les  beaux  d^veloppements, 
que  ia  throne  des  fonctions  elliptiques  a  re^us  dans  ces  demiers 
temps,  ont  aussi  ouvert  la  route  pour  Fetude  de  pouvelies  transcen- 
dantes  d'ordre  superieur»  dont  les  plus^  snnples  (nom^^s  par  M« 
Jacobi  fpn€ti<ms  abeiienoes  de  premlere  classe)  soot  les  fonctions 
de  deiix  variables  i  (juatre  p^riodes  disÜnctes.  -  IManmoins  eette 
dtude  pc^ente  desdißicult^  nombreuses^  et,  quoique  des  travaux 
ri^cents  ihant  un  peu  etendu  le  cerde  de  nros  comiaissanees  snr 
cd  obj^,  en  ffA  eneore   iuqoiird'htti  Inctn  loni  du  degr^  de  per^ 


feefion  qii^  nonB  offne  la  th(^e  des  fonctioos  ellipüqaes.  Ponr 
enconrager  led  efforts  des.  ^^m^tres  dans  cette  mati^re  ä  la  foLs 
ta^  hfiipQttantp  et  trÄs  dtiicate,  l'^cad^iase  la  pvopoße,  conuM 
sujet-dML  ^and  prix  de  math^iaatiques  4  deceroer.eD  1846»  Li 
qaestioD  peut  ^tre  enoncäe  en  ces  termes: 

Perfectionner  dans  quelque  point  essentiel  la  th^orie  des 
fenctioQS  nMlieaneB,  bu,t  pKis  gte^ralementy  des  traosGendaotes  qui 
^^snltent  de  la  eonsideratioD  des  iDt<$ffrales  de  quantitto  aigAriques* 

Xie.pffix  consistera  en  une  m^daille  d'or  de  la  vaieur  de  oOJDO 
francs.  Les  mämoires  devront  ^tre  arriv^s  au  seerötariat.  de  TIo« 
«titut  araDt  le  1^  Octohre  1846.  Ce  teime  est  deriguewr.  Les 
noms  des  auteurs  seroot  contenus  dans  an  biHet  cacbet^.qiii  fi0 
sera  ouvert  que  si  la  piece  est  coiiroDD^.  La  commission,  qui 
avait  äte  chargäe  de  proposer  le  sujet  du  prix  ^tait  compos^e  de 
MM.  Arago,  fiinet»  Poinsot,  CaucHy  et  Liouvilte,  rapporteur. 


■  ./ 


Herleitang  des  Di£PerentiaIqaotienteii -^ — =naf^^^ohnB 

Unterscheidung  der  Art  des  reellen  ^Exponenten  n.^ 

■'  •  '        •  .      ■    . 

Von  dem  Herrn  Professor  Dr.  Matzka  cu  Tamow  in  Galizien. 

Der  Differentialquotient  —^ — ,  da  er  vermöge  seiner  Bedeutung 
_  j.^  (a:+Ja:)^-a^  ^^  ^^  ^^=0  ist,  muss   im  Allgemeinen 

eine  gewisse  Function  von  ^  und  n  sein,  die  wir  yorläufig  durch 
w(x,n)  darstellen  und  zu  bestimmen  unternehmen  wollen.  Zu 
oiesem  Zwecke  verwandeln  wir  in 

^^=lim^^  +  ^^)"-^  ^>pi^,n),  lim ^;r==0 

den  beliebigen  (positiven  oder  negativen,  ganzen,  gebrochenen 
oder  irraifionaleii,  jedoch  immer)  teellen  Exponenten  n  m  sein  pfa,^ 
ches,  pn,  indem  wir  p  irgend  eine  absolute  ganze  Zahl  vorstellen 
lassen ;  und  setzen  für  einen  Augenblick  zur  Abkürzung  x-\-jdx=^^ 
Dadurch  erhalten  wir,  immer  für  iim^d:=0, 

daher,  weil  p  absolut  ganz  ist, 

=:Iinnl!lz£!l[|n(p-i)_|.gn(p-2)  ^_|.jii(p-3)  a:»«+....+S»!ar"(P-*)+;»»(p-->)  J 


und  hieraus 


—  q>(Xyn)[pa^P-^)^=^p—  g>(x,n), 

y(^>pn) y(^,n) 

'        ■       •— #y  •  —————— 
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Sehen  wir  nun  den  Quotienten  '  ■,  In  W  ferifwif /3anb 

Vhsi^  äufrd!^  ▼^räi^^^hk«iif  4on  n  A^lift  ^abei^;  als'  ^IneFttictfiHi 
Ton  n  an',  dfe'Wif  mit  i^(n)  aiidle«itefi ;  $K>  Näb^  Kir  g^anden 

Die  Fanetion  ifi(7i)  häogt  daher  ton  .i[em£3^0D6iiten  «t  s<> 
ab,  dads,  weml  dieser  sieh  vemctl&iiht,  aucbeie  eben  'so  viehnal 
vervielfacht  Wird;  mithin,  ist.  diese  FunottoB  dem  .fizpÖBenteh  di- 
rekt profiortiönlrt;*)'-       .1  ,..».<. 

•v'  ]\oeh  eiofachecier^eistmaD  dieae  Propoirtloiialität  wie  folgt 
Läsibt  malki  iw  der  CrieichuBg    •  -ic 


I » 


'  »',••> 


den  Exponenten  n  um  die  beliebige  Zahl  p  wachsen,  so  folgt 

„  d,a^   ,     ^d,a:P 
dx  dx 

.    :r:^XP  (p(x,n)+x^.q^ix,p); 

daher,  wenn  man  durch  x^  und  xp  nach  einander  theilt, 

<p(x,n+p)_   g)(x',n)       fp(x,p)  •  ■      ' 

x^-^p  X^  '  XP      ' 

'  CD  \  X    W I 

Setzt  man  nun  wie  vorher -^^  ' — —^^'^Mi  so  erhält  man 

x^ 

if;  (n +ji)  =  1/;  (w)'+ tf;  (;>). 

'  '  Die  JFünction  i/;(7i)  hängt  demnach  niltdem  Exponenten  n  so 
zusammen,  däss  zur  Sühime  jeder  zwei  .solcher  Exponenten  die 
Summe  der  ihnen  angehorigen  Functionen  gehHrt;  mitbin  ist  die 
Function  dem  Expopenten  dir^ct  proportional»**) 

Solche  Proport?onaliiSt  'drückt  man  aber  beltanntlich  am  ein- 
fachsten dadurcn  aus,  dass  man  die  Function  gleich  stellt  dem 
Producte  aus  dem,  zum  Werthe  i  der  Veränderlichen  gehörigen, 
Werthe  der  Function  in  die  VefSndertiehe  selbst ;  daher  ist 

.     i/;(n)  =  i/;(I).w.  .  '    ' 

Nun  ist  ip(l)=^?^und  y(a:,l):^  jg=.lim^^+^^>-"g  :=^1. 

folglich  tf-  (1) = 5  und  if;  («)  =  5^'^  =  « . 

X  X  X  I 

Hieraus  erscheint  nun    die  geforderte  Function  9(a:,«)==»a?«-J, 

und  sofort  ist-^^;^=w:i:«-i. 

dx 

*)  Knar,  Anfangsgründe  der  Arithmetik.  Grätz  1829.  §.  529. 
**)  Knar,  ebendaselbst,  §.  528. 


337 


Uemer  die  urisseiiflclialt  der  exfeii8l< 
Ten  OHHise  oder  die  Ansdeliimiigrs- 

lebjre.   - 


Von 

V 

Herrn  HermamrGrassmanii, 

Lehrer  lui  der  Friedricb*- Wilhelm« -Schule  zu  Stettin. 


Vorerinnerung    des    HerauBgebers.  ' 

Ich  hsitte  Herrn  H.  GraMmann  aufgefordert ,  die  eigentliche  Ten- 
dens  8«ner  kürzlich  herausgeeehenen  Schrift:  Die  Wissenschaft 
der  extensiTen  Grösse^  oder  die  Ansdehnungslehre,  eine 
neue  mathematische  Disciplin,  dargestellt  und  durch  An-- 
wendunsen  erläutert  von  Hermann  Grassmann.  Erster 
Theil,  die  lineale  Ausdehnungslehre  enthaltend.  Leip- 
zig. 1844«  in  einem  besondem  Aufsatze  den  Lesern  des  Archivs  mit 
möglichster  Kürze  und  Deutlichkeit  Tor  die  Augen  zu  führen,  welchem 
Wunsche  Derselbe  im  Folgenden  zu  entsprechen  die  Güte  gehabt  hat. 
Die  Neuheit  des  Gegenstandes  lässt  mich  hoffen,  dass  Herr  Grassmann 
dadurch .Torzüfflich  denjenigen  Lesern  des  Archivs,  welche  dem  Studium 
des  ganzen  Werks  eine  hmreichende  2eit  zu  widmen  nicht  im  Stande 
sind ;  einen  angenehmemDienst  geleistet  haben  wird,  und  zugleich  glaubte 
idb  auf  die«e  Weise  am  besten  das  Steinige  zu  der  jeden&Us  zu  wän- 
stehendea  weiteren  Bekaputwerdung  d^  S(£rift  und  der  in  ihr  Torgetra- 
renen  Lehi^n  beizutragen»  Möchten  daher  die  Les^  des  ArchiTS  dem 
folgenden  Aulsatze  ihre  Aufmerksamkeit  nicht  versagen ! 

./Zugleich  soll  diese  Darstellung  die  Stelle  einer  ausführlichem  An- 

zeiirc  der  Schrift  in  dem  Literarischen  Berichte  yertreten.  G. 

r  '  .  '  •» 

I.    Tendenz;  der  Aüsdehnungslelire  als  solcher. 

1.  Meine  Ausdehnungsiehre  bildet  die  abstrakte 
Gfundiage  der  Raumlehre  (G^oonetrie);  d.  h.  sie  ist  die 
von  allen  ränmliehen '  Anschauang^^n  gelOste^  rein 
mathematisicbe  Wis'senschaft^  deren  specielie  Amten* 
dune  auf  deji, Raum  die  Raumlehre  ist 

Die  Raumlehre^  da  sie  auf  et^asin  der  Natur  gegebenes» 
ntefieh  dm  Raiiaii>  xnfibkgdhi»  isl.keiii  Zweigt  der  reinen  JMaihe- 
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matik,  sonderii  eine  Anwendung  derselben  aof  die  Natur;  aber 
nicht  eine  blosse  Anwenduns  der  Algebra^  auch  dann  nicht ,  wenn 
die  alsebraische  Grösse»  wie  in  der  Funktionenlehre ^  als  stetig 
veränaerlich  betrachtet  wird;  denn  es  fehlt  der  Algebra  der  der 
Raumlehre  eigenthümliche  ßegriff  der  verschiedenen  Dimensionen. 
Daher  ist  ein  Zweig  der  Mathematik  nothwendie,  welcher  in  den 
Begriff  der  stetig  yeränderliel|[»n  Crrtose  zugleich  den  Besriff  von 
Verschiedenheiten  aufninmii^  welche  den  Dimensionen  des  Rau- 
mes entsprechen ,  und  dieser  Zweig  ist  meine  Ausdehnungslehre.  ' 

ft:Doch    sind    die    6ätae    der   A nsfohBu"« greife hr^e 

nicht  etwa  blosse  Uebertragungen  geometiiscber 
Sätze  in  die  abstrakte  Sprache^  sondern  haben  eine 
viel  allgemeinere  Bedeutung;  denn  während  die  Raum- 
lehre gebunden  bleibt  an  die  drei'  Dimensionen  des 
Raumes,  so  bleibt  die  abstrakte  Wissenschaft  von 
diesen  Schranken  frei. 

In  der  Raumlehre  können  durch  die  Bewegung  von  Punkten 
Linien,  durch  die  der  Linien  Flächen >  durch  die;,  der  Flächen 
Korperräume  erzeugt  werden,  aber  weiter  k^nn  die  Raumlehre 
nicht  fortschreiten.  Hingegen  stellt  man  sich  vor,  dass  an  die 
Stelle  des  Punktes  und  der  Bewegung  abstrakte,  vom  Räume 
unabhängiffe  Begriffe  eingeführt  werden  (s.  unten  no.  4-76),  so 
verschwinden  diese  Schranken. 

3.  Da.durofa  geschieht  es  uup»  das|^.  die. Sätze  der 
Raumlehre  eine  Tendenz  zur  Allgemeinheit  .haben, 
die  in  ihr  vermöge  ihrer  Beschränkung  auf  drei  D'lmen- 
si'onen  keine  Befriedigung  findet,  sondern  erst  in  der 
Ausd^hnungslehre  zur  Ruhe  l^ommt. 

Zwei  Beispiele  mögen  dies  erläutern..  lY  Zwet  gerade  Linien 
derselben  Ebene  schneiden  sich  in  Einem*  Punkte,  ebenso  eine 
Ebene  und  eine  Gerade,  zwei  Ebenen  in  Einer  geraden  Linie, 
vorausgesetzt,  dass  die  Geraden,  oder  die  Ebene  und  die  Gerade» 
öder  die  Ebenen  nicht  zusaiamenfallen»  und  die  Durchschnitte 
im  Unendlichen  mitgerechnet  werden.  Werden  der  Punkt,  die 
Gerade,  die  Ebene,  der  Körperraum  beziehlich  als  Gebiete  erster» 
zweiter,  dritter  >  vierter  Stufe  aiifgefasst,  so  liegt  darin  der  all* 
gemeine  Satz  angedeutet,  dass  ein  GU^biet  von  «ter  und  eins  von 
oter  Stufe,  wenn  sie  in  einem  Gebiete  von  <?ter  Stufe>i  aber  atieh 
In  keinem  Gebiete  von  niederer  Stufe  vereinigt  sind,  ein  Gebiet 
(a-f-6  ~c)ter  Stufe  gemeinschaftlich  haben;  aber  die  Raumlehre 
kann  diesen  Satz  nur  für  c  gleich  oder  kleiner  als  4  ^r  Anschau- 
ung bringen.  2)  Der  Flächenraum  eines  Dreiecics  ist  die  Hälfte 
von  dem  eines  Parellelogramms,  dessen  Seiten  mit  zwei  Seiten 
des  Dreiecks  gleich  lane  und  parallel  sind,  d^r  Kurperraum  des 
Tetraeders,  l  von  dem  des  Spathes  (Parallelepipedums),  dessen 
Kante»  mit  ^  m  eipem  Punkte  zusamtteivtreffendep  Kantep  des 
Tetraeders  gleien  lang  mnd  parallel  sind.  Darin  scl|eint  der  Sata 
angedeutet:  der  Raum^  welcher  ^wischen  n  Pu^ktep  liegt,  die  in 
einem  Gebiete  nter  Stufe  (uqd  iü  kejin^a  GfÜete.von  niederer 

Stufe)  vereinigt  sind,  Ist^  ^^ — von  '  Aiaii    Räume    eines    Ge* 
bildM  (eiaer.  Figuf ,  eine«  £9»pe».)»   dMMu  ;Begi£mui 
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(iSeiHm/KftKton)  4m  t<m  ^mm  i»f  n  Punkt«  sa  den  tbrigen  «e^ 
iiog«neD  eeradeu  Linieii  tfibtch  und  parallel  sind.  Aber  auch  die«- 
seir  Satift  mmmt  lii«r  Dl«St  \n  seiner  Allgi<ineitilieit  kef ans.  —  Hin* 
gegen  in  der  Ausdebnungsleht«  treten  in  diesen  beiden  ^  nnd  in 
allen  andern  Fällen »  die  ganz  allgemeinen  Sätze  vollkommen  her- 
vor. So  nimmt  also  überall  die  Raumlehre  einen  Anlauf  zur  All- 
giemeinfa^it^  «tö^t  sieb  ab^r^  ohne  diese  AllgeAieinbeit  erreicheb, 
zu  können,  an  den'  ihr  durch  den  Raum*  gesteckten  Schranken, 
welche  nur  die  abstrakte  Wissenschaft  der  Ausdehnungslehre  zu 
dni^bbredien  vermag. 

4.  Das  der  Linie*  entsprechende  Gebilde  der  Aus- 
dehnungslehre ist  die  Gesammtheit  der  Elemente,  in 
die  ein  seinen  Zustand  stetig  änderndes  Element 
überseht    ' 

Die  Linie  kann  als  Gesämmtheit  der  Punkte  betrachtet  wer'- 
den,  in  die  ein  seinen  Ort  stetig  ändernder  Punkt  übergeht.  Sub- 
stituiren  wir  hier  dem  Punkte  allgemeiner  irgend  ein  Dinges  wc^l- 
ches  einer  stetigen  Aenderung  irgend  eines  Zustandes,  den  es 
hat,  fähig  ist,  und  abstrahiren  nun  von  allem  anderweitigen  Inhalte 
des  Dinces  und  aller  Besonderheit  dieses  seines  Zustandes,  und 
nennen. aas  von  allem  anderweitigen  Inhalte  abstrahirte  Ding  das 
Element,  so  gelangen  wir  zu  dem  aufgestellten  Begriffe. 

5.  W^B-n  hierbei  das  Element  seinen  Zustand 
stets  auf  gleiche  Weise  ändert,  so  dass,  wenn  aus 
einem  Elemente  a  des  Gebildes  durch  Eine  solchl» 
Aenderung  ein  anderes  Element  6  desselben  hervor- 
geht, dann  durch  eine  gleiche  Aenderung  aus  b  ein 
neues  Cifement  c  desselben  Gebildes  hervorgeht,,  so 
entsteht  das  der  geraden  Linie  entsprechende  Ge- 
bilde, das  Gebiet  zweiter  Stufe. 

Die-  gerade  Linie  wird  von  dem  Punkte  kcnnstruirt,  wenn 
dieser  seinen  Ort  stets  naeh  derselben  Richtung  hin  ändert;  snl>* 
stitinreo  wir  daher  A&  Riclitunff  die  Art  und  Weise  der  Aende- 
timg,  so  geht  der  aufgestellte  Begriff  hearvor*). 

6.  Wenn  man  all^  Elemente  eines  Gebietes  nter 
Stufe  einer  und  derselben  Aenderungsweise  unter- 
wirft, welche  zu  neuen  Cin  jenem  Gebiete  nicht  ent- 
haltenen) Elementen  führf,  so  heisst  die'  Gesämmt- 
heit der  durch  dtes^  Aenderungsweise  utfd  die  entge- 
gengesetzte erzeugbaren  Elemente  ein  Gebiet  (n-t-l)ter 
Stuie;  das  Gebiet  dritter  Stufe  entspricht  der  Ebene, 
das  vierter  dem  ganzen  Räume.     ^  .^ 

Wenn  .  die  Punkte  emer  geraden  Linie  sich  alle  nach  einer 
und  dqrselben  Richtung,  bewegen,  die  zu  neuen  (in  Jener  Geraden 
nicht  enthaltenen)  Punkten  führt,  so  ist  die  Gesämmtheit  der 
durch  '  diese  Bewegung  und  die  entgegengesetzte  erzeugbaren 
Punkte  die  Ebene;  und  wenn  man  ebenso  mit  den  Punkten  der 


•** 


*)  Soll  die  gerade  Linie  und  das  ihr  entsprechende  Gebilde  nach 
b^Mi  lbet<«ll'  ufteifdUdv  «ibn,  M  teuM  der  Bnwkt  (danCtemeHit)  auch 
Bscift  MP'  eMgegpengtftetlsien  ftiehtnh^  (Ändemngtweiw)  fottfchreilen, 
was  wir  hier  der  Emfachbeii»  wegctf  juboigw^g^  Mbfou  . 

22* 
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Ebene  yerf&hrt,  so  erlil^l  mün  de»  fpftiyseo.lUwii«    SuhBtttnirtnian 
hier  den. räumlichen  Begriffen  die-  vorher  nngesebeoen  ab«^i^kten 


und  hält  den  Fortgang  von  einer  Stufe  mr  nääbist  bojMpren  idiger 
mein  fest^  so  ergiebt  sich  der  Obige  Begiriff« 

IL    Tendenz  der  in  meiner  Aasdehnonjpslehre  angewandten 
Rechnangsmethode  an  der  Geometrie  erläntert* 

7.  In  meiner  Ausdehnungslehre  tritt  eine  eisen* 
thümliche  Rechnungsmethode  hervor^  tvelche  aufdie 
Raumlehre  übertragen  von  unerschopfticher  Frucht» 
barkeit  ist,  und  hier  (in  der  Raumlehre)  darin  besteht,  « 
dass  räumliche  Gebilde  (Punkte,  Linien  u.  s.  w.)  unmit- 
telbar der  Rechnung  unterworfen  werden. 

Zum  Beispiel  wirdt  die  durch  zwei  Punkte  geführte  Gerade 
ihrer  Grosse  und  Lage  nach  als  VerknüpfunK  Jener  Punkte  und 
zwar  als  eine  eigenthümliche  Art  der  Multiplikation  aufgefasst 
(s.  unten  no.  15.),  ebenso  das  zwischen  3  PunKten  liegende  Drei- 
eck seinem  Fläcnenraum  und  der  Lage  seiner'  Ebene  nach  als 
Produkt  dreier  Punkte,  so  dass  dies  Produkt  null  ist,  wenn  der 
Flächenraum  jenes  Dreiecks  es  ist  d.  h.  die  3  Punkte  in  gerader 
Linie  liegen;  ferner  der  Durchschnittsounkt  zweier  gerader  Linien 
in  einem  unten  (no.  22.  und  Aufg.  lo.)  näher  zu.  liexelchneDden 
Sinne  als  Produkt  dieser  Linien. 

8.  Die  Tendenz  dieser  Rechnungsmethode  für  die 
6eom.etrie  *  ist,  die  synthetische  und  analytische  Me- 
thode zu  vereinigen,  d.  h.  die  Vorzüge  einer  jeden  auf 
den  Boden  der  andern  zu  verpflanzen,  indem  jeder 
Konstruktion  eine  einfache  ahalytishe  Operation  zut 
Seite  gestellt  wird  und  umgekehrt. 

Zur  Erläuterung  diene  folgendes  Beispiel.  Bekanntlich  be- 
sehreibt eine  Ecke  /  eines  veränderlichen  Dreiecks,  dessen  beide 
aildere  Ecken  ^^  ß  sich  in  festen  geraden  Linien  A  und  JB  hewe- 

fen,  und  dessen  Seiten  dur^ch  3  feste  Punkte  a,  i^  d  gehen,  einen 
Legelschnitt  Sind  a,  b,  c  die  festen  Punkte,  durch  welche  be- 
ziehlich  die  den  Ecken  a,  ß,  y  gegenüberliegenden  Seiten  gehen, 
so  sieht  man,  dass  ^s.  no.  7.)  yaJB  die  Ecke  p,  yaßcA  die  Ecke 
a  darstellt,  und  da  die  Punkte  a,  6,  v  in  einer  geraden  Linie  lie- 
gen, also  ihr  Produkt  null  ist  (no.  7.j,  so  hat  man  die  Gleichung 

yaBcAby=^0 

als  Gleichung  eines  von  y  beschriebenen  Kegelschnittes.  Man 
sieht ,  dass  mese  Gleichung  in  Bezug  auf  y-  vom  zweiten  Grade 
ist,  und  man  wird  schon  hierin  ein  auf  alle  algebraischen  Kurven 
gehendes  wichtiges  Gesetz  ahnen. 

IIL    Einfachste  Rechnnngsregeln  für  die  neue  Analyse. 

Die  Verknüpfungen,  die  in  diesem  Theile  der  Auedehnuags* 
lehre  vorkommen,  sind  Addition,  Subtraktion,  kombinatorisoie 
Multiplikation,  kombinatoirisdie  Division. 
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9.  Fflr  alle  Arten  der  AdaitioD  and  Sbbtraklion 
gilt  das  g^wOliDliche  Rechnwgsverfahren^ 

10.  Für  alle  Muitipiikatioiis^  und  Divisionsweiseii 
gilt  das  Gesetz:  Statt  ein  Aggregat  von  Gliedern  mit 
einem  zeicheniosen  Auisdracke  auf  irgend  eine  Weise 
zu  mnltipliciren  oder  zu  dividiren>  kann  man  ohne 
Aenderung  des  letzten  Ergebnisses  die  einzelnen 
Glieder  mit  diesem  Ausdrucxe  auf  dieselbe  Weise ^) 
multipliciren  oder  dividiren^  und  die  einzelnen  Pro- 
dukte oder  Quotienten  .so  zu  einem  Aggregate  yar- 
knüpfen^  dass  man  einem  jeden  das  Zeichen  desje- 
nigen Gliedes  vorsetzt,  durch  dessen  Multiplikation 
oder  Division  es  entstanden  ist;  ein  Zahlfaktor  kann 
überdies,  wenn  er  ireend  einem  Faktor  deis  Produktes 
zugeordnet  ist,    ancn*  jedem    andern    oder   auck   dem 

Produkte  zugeordnet  werden;  endlich  -7  ist  allemal  I^ 

-4  ' 

wenn  A  nicht  null  ist. 

11.  Ein  Produkt  a.6.e....  nefine  ich  ein  kombina- 
torisches, wenn  auserer  dem  Gesetze  no.  10.  für  das- 
selbe noch  das  Gesetz  giH,  däss,  wenn  von  den  elitz^- 
nen  Faktoren  a,  6,  c^....  zwei  aufeinanderfolgende 
vertauscht*  w^etden,  das  Produkt  eotgegeqgesetzten 
Werth  annimmt;  und  zwar  nenne  ach  a,  6,  c,....  und 
deren  Summen  oder  Differenzen  dann  Faktoren  erster 
Ordnung. 

Hiemach  Ist  also  z«  B.  4i.6*c.c^=^— ^a.c.^.ri« 

12.  Wen«»'  in  einem  kombinatoTischen  Produkte 
zwei  Faktoren  erster  Ordnung  einander  gleieh  sind, 
so  ist  das  Produkt  DüU. 

Tai  B.  0«i6.6.<£:r=rO  (wie  sieh  auch  sogleich  ergiebt/  wenn 
man  in  dem  Beispiel  zu  no.  11.  h  und  c  gleich  setzt). '  Folgende 
Aufgaben  mögen  zur  Erläuterung  dieser  Multiplikationsweise  dienen : 

Aufg.  1.  Das  kombinat^ische  Produkt  {titxe^^a^e^-\-a^€^) 
•(/?i€i  +  M«+i33€a).(y^«i+^^,+y8cO  zu  entwickeln,  wenn  «1, 
«a,  «:.;  ßiy  Pa»  ß^l  ^i»  7%^  7s  Äablgrössen ;  fi,  c,,  e^  aber  kombi- 
natorische Faktoren)  .erster  Ordnung  bezeichnen.  Man  erhält 
durch  Anwendung  der  Rechnungsregeln  (9—12)  schliesslich  den 
Ausdruck 

Aufg«  2.  Drei  Gleichungen  ersten  Grades  mit  drei  Unbe- 
kannten durch  die  Regeln  der  kombinatorischen  Multiplikation  zu 
lasen  (§.45.).  ' 

Die  drei  Gleichungen  seien 

«i^+Z'iy+yi«— *i. 

«2'i?  +  /5ay+ya*  =  ^2> 

a3A+/*8y+y8s==*3- 


*)  Dieser  Ausdruck  bezieht  sich  nicht  nur  auf  die  Verknüpft|flg«- 
ureise  im  Allgemeinen,  sondern  auch  auf  die  Stellung  des  Fairtors  |fi 
den  Prodnkte.^ 
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Man  mvlflplieire  die  3  GMdliniigen  bezieMieh  mit  3  kombina- 
torischen Faktoren  erster  Ortung  «i,  e«»  .«b  9  deren  Produkt  nicht 
null  ist,  addire  sie»  und  setze 

so  erhält  man  die  Gleichung 

MuUipIkirt  man  diese  Gleichung  kombinatorisch  mit  h.c,  so  erhält 
map,  weil  h.b.c  und  c.6.c  nach  no.  12.  null  sind,  die  Gleichung 

6j    ■  I  Ä  •  o  •  c? 

, c=  a.o.Cg  also  j?=  — 7 — ^9 

a.b,e 

upd  ai|f  ähnliche  Weise  fiadet  man  y  und  3;,  und  erhält 

4,.,,  ar= — 7 — ,  tf= — T — 9  a;==      ,     .« 

Diese  Ausdrucke  (jn  welchen  die  Gesetze  der  kombinatmschen 
Multiplikation  kein  Heben  der  einzelnen  kombinatorifichen  Faktoren 

S ^statten )  .  sind  äusserst  beauem  für  die  Analyse.  Will  man 
e  Unb^kaudten  ip  der  gewonolichen  Form  ausgedrückt  erhalten, 
80  hat  man  nur  aus  Gleichung  2.  zu  substituiren,  nach  Aufe.  1.  zu 
entwickeln  und  e^e^  nachno.  11.  im  Z^ler  und  Nenner  zu  lieben; 
s;  B.  fodet  man 

«i/5«yi  —  Äi/Say«  -faj/Jiy,  — «fs/5ayi+a,jJ3yi  — ««jJiy» 

Maai  sieht,  wie  dies  Verfahren  nicht  nur  überhaupt  tat  n 
Gleichungen  ersten  Grades  mit  n  Unbekannten  anwendbar  ist, 
sondern  wie  maii  auch  bei  einiger  Geläufigkeit  hiemach  sogleich 
das  Endresultat  hinschreiben  kann,  sobald,  die  n  Gleichungen 
gegeben  sind. 

f  •  p 

f  '  •  *  * 

IV.    Anschauliche  Begriffe  der  verschiedenen  Grössen  nad 
1  Verknüpfungsweisen  m  der  Geometrie. 

13.  Die  räumlichen  Grössen  erster  Stufe  sind 
einfache  oder  vielfache  Punkte,  und  gerade  Linien 
von  bestimmter  Länge  und  Richtung.    (9  13.  •—  §  20.) 

Sind  Ä  und  B  Punkte ,  so  bezeichne  ich  die  g.  L.  von  A  nach 
i?,  so  fern  an  ihr  zugleich  Länge  und  Richtung,  aber  auch  nichts 
weiter,  festgehalten  wird,  mit  Ja  — ^;  ich  sage  also,  dass  B<-A 
dann  und  nur  dann  gleich  B^—Ai  sei,  wenn  die  geraden  Linien 
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TOD  A  HA  B  und  von  A^  oadi  B^  gleicke .  Lädge  uad  Ridir 
tung  haben. 

14.  Die  räumlichen  Grossen  nter  Stufe  entstehen 
durch  kombinatorische  Multiplikation  von  n  GrOssen 
erster  Stufen  welche  als  Faktoren  erster. Ordnung  an«* 
genommen  werden. 

In  diesem.  FaMe,  wenn  nSmlieh  die  Faktoten  erster  Ordnung 
aigleiGh  Grössen  erster  Stufe  sind »  nenne  ich  die  Multtplikation 
eine  äussere. 

16.    Sind  A,  B,  C,  D  Punkte^  so  bedeutet  (§  10&-116) 

1)  A.B  die  Linie,  welche  A  und  B  %m  Grftnspunk«- 
ten  hat»  s^ufgefa^st  f  Is  bestimmter  Theil  der  durch 
^..und   B    bestimmten   unendlichen    geraden  Linie^ 

2)  A.B.  C  das  Dreieck,  dessen  Ecken  A,  B,  C  sind; 
aufgefasst  als  bestimmter  Theil  der  durch  A,  B,  C 
bestimmten  «nendilchen  Ebene. 

3)  A^B.  CD  das  Tetraeder,  dessen  Ecken  Ap  B,  C, 
Daind,  anfgefasst  als  bestimmter  Theil  des  uneaU- 
lieJieD  Kur|»erraumes. 

D*  h.  wirsetaseo  A.B=^Ai.Bi,  wenn  beide  Produkte  gleiche 
und  gleidUbe^eidmete'O  TheÜe  derselben  geraden  Linie  vorsietteii:; 
ferner  :  »f 

A»B m  (j^;=^Ai»Bim  Cfi9  •:»: 

wenn  beide  Dreiecke  gleiche  und  gleich  be^^ichnete  Theile  der- 
selben JCbene  sind;  endUcb 

AmB  •€/•  B^^^Ai^  Bi»Cim  D\9 

wenn  beide  Tetraeder  gleidien  und  gleichbezeichneten  Inhidt  haben. 

16.  Sind  a,  6,  o  Linien  von  bestimmter  Länge  und 
RichtujDgi  s-o  bedeutet  (§  38—36). 

1)  a,b  das  Parallelogramm ,  dessen  Seilei»  gleich 
und  parallel  a  und  b  sind^  und  zwar  aufgefasst  als 
Fläcjuenraum  von  bestimmter  Grosse  und  Eb^p^n- 
Richti^nff**). 

2)  a.o.c  das  Späth  (Parallelepipedum),  dessen 
Kanten  gleich  und  parallel  a,  ft,  c  sind,  und  zwar 
aufgefasst  als  KOrperraüm    von  bestimmter   Gresfi^e. 

D.  h.  wir  setzen 

wenn  die  Parallelogramme,  welche  durch  diese  Proi^irfcte  darge- 
stellt sind,  in  parallelen  Ebenen  liegen,  und  gleichen  und  gleich- 
bezeichneten Flächentauili  haben ;  .       ^ 


*)    Gleichbezeichnet  nenne  ich  zwei  Grössen ,  welche  entweder  beUe 
positiven,  oder  beide  negativen  Werth  haben. 

**>    Von  awei  parsfielen  Sbeaen  «sge  ich,  da«s  «ie  gleldie  Ebenen- 
haben» 
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wenn  di*  durch  Aette  Produete  daigestellten  SjMlhe  gieidlcn  und 
gleichbezeichneten  Inhalt  haben. 

17.  DieSeite  (rechte  oder  linkeX»  nach  welcher 
die  Könstraction  einer  räumlichen  Grösse  erfoli^^t», 
bestimmt  ihren  positiven  oder  negativen  Werth, 
nämlich 

1)  Zwei  Theiie  derselben  Linie »  A.B  and  Ai.Bt,  setzen 
wir  als  gleichbezeichnet,  wenn  B  voq^  aus  nach  derselben  Seite 
liegt»  wie  Bi  von  Ai  aus. 

2)  Zwei  Theiie  derselben  Ebene,  A.B.C  mi  Ai.Bi.Ci, 
setzen  wir  als  gleichbezeichnet,  wenn  C  von  AyJB  aus  n^cTi  der- 
selben Seite  hinfliegt,  wie  C^  von  A^.Bi  aus,  oder  deutlicher, 
wenn  dem,  der  in  A  stehend  nach  B  sieht,  C  nach  dersel«' 
ben  Seite  hin  liegt,  wie  Q  dem  liegt,  der  in  Ai  stehend  nach 
Bi  sieht 

3)  Zwei  KOrpertheile  A.B.C.D  und  Ai.Bi.Ci.Di  setzen 
wir  als  gleichbezeichnet,  wenn  D  von  A»B.C  mts  nach  dersel^ 
ben  Seite  hin  liegt,  wie  Di  von  Ai^Bi^Ci  aus;  oder  deutli- 
cfaier,  wenn  einer  menschlichen  Figur,  die  den  Kopf  nach  ^,-die 
Füsse  nach  £,  das  Auge  nach  C  hin  gerichtet  ii«t,  der  Punid: 
D  natefa  dersoloent  Seite  liefft,  wie  l£  einer  Fiffur,  di^  -  den 
Kopf  nach  Ai,  die  Füo^  nach  Bi,  4aM  Auge  nadi  Ci^Uo  gierich« 
«et  hat 

4)  Zwei  parallele  Flächenräume  a.b  und  Oi.bi  setzen  wir 
als  jgleichbezeicbnet,  wenn  ^e  Richtung  6  von  der  Richtung  a  aus 
nach  derselben  Seite  liegt,  wie  6^  von  Oi  aus. 

5)  Zwei    Korperräume  a.b.c  und  ai.6t.Ci    setzen  wir  als 

fl eichbezeichnet,  wenn  die  Richtung  o  von  a,o  aus  nach  derselben 
leite  hin  liegt,  wie  Ci  von  «i  .^  aus,  d.  h.  wenn  einer  mensch- 
lichen Figur,  welcher  die  Richtune  a  von  den  Füssen  zum  Kopfe 
S»ht,  und  deren  Augen  in  der  Richtung  bi  vorwärts  sehen,  die 
ichtung  ,c  nach  derselben  Seite  liegt,  wie  die  Richtung  Ci  einer 
Rgur  ü.  s.  w. 

18.  'Es  giebt  sieben  Gattungen  räumlicher  Grös- 
sen, in  vier  Stufen  vertheilt: 

...    /  1)  Einfache  oder  vielfache  Punkte^ 
I.  St.     ]  2)  Gerade  Linien  von  bestimmter  tTäjftge  und 
(  Richtung; 

13)  Bestimmte  Theiie  bestimmter  unendlicher 
jgerader  Linien. 
4)  Ebene     Flächenräume     von      bestimmter 
Grösse  uad  Ebenen -Richtung. 

(5)  Bestimmte     Theiie    bestimmter    unendli- 
III.  St.  j  eher.  Ebenen. 

>  \  6)  Bestimmte  Korperräume. 

tV.  St      7)  Bestiinmte  Kurp^^rräume. 

Hier  kommen  die  Köi^rräume  zweimal  vor,  theils  als  Grös- 
sen dritter  Stufe,  theils  als  Grössen  vierter  Stufe,  je  nachdem  sie 
als  Produkte  dreier  g.  L.  von  bestimmter  Richtung  und  Länge, 
oder  als  Produkte  von  4  Punkten  aufgefasst  werden. 

19.  Gleichbezeiehnete  Theiie  eines. und  desselben 
Ganzen  geben  als  Summe  einen  ebenso   bezeichneten 


I 
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Tbeit  dMiSellMn    Gänzen,    weicher  so  groan  Ist/ al« 
jene  beiden  zu saminen genommen«  (^*  8.).. 

«  Z.  B.  A,B  vsid  At.ßi  geben  9  wenn  sie  "glefteh^efichtete 
Thelle  derselben  unendlicnen  g.  L.  sind^  zur  Summe  einen  eben 
so  gerichteten  Theil  derselben  Linie  ^  welcher  so  gross  "ist  ^  als 
jene  beiden  Thelle  zusammefl^genommen, 

20.  Je  zwei  Grossen  derselben  Stufe,  aber  auch, 
nur  solche,  können  addirt  werden;  der  Begriff  für  die 
Addition  solcher  Gröjssen  lässt  sich  allemal  bestim- 
men, wenn  man  die  vorhergeeebene  Bezeichnung  die- 
silr  Grösse.i  festhält,  und  die  Reclin'ungsregeln  ans 
III.  anwendet. 

Aufg.  3.    Zwei  Punkte  A  und  B  zu  addiren. 
Setzt.inan  A+B=2S;  so  erhält  man  A*^ilr^2(S-^-^^),  d.  h. 
S  Ist  die   Mitte    zwischen   A  und  B.     Also  die  Summe  zweier 
Pähkte  ist  £e  doppelt  genomnfene  Mitte  zwischen  beidem 

'  Aufg.  4.  Zwei  Tiel&icfae  Punkte  ifA  'und  ßB  zu  addiren, 
wenii  ^eCoeflficienlen  er  und  ß  piMitivsind,  d.  h,  den  Punkt  S. 
zu  finden ,  welcher  der  Gleichung  .  ^  .         - 

aA+ßB^iu+ß)S 

geiWgt/  iS.M'^mh 

Soll-  dieser  Gteichung  gentgt  werden,  so  mnse  ><  ^ 


•i. 


/}  (  £--^  s:  (  M+jS  )  ( »- J> 
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sekij,  und  umgekehrt  erhätt  man  ans :  der  letzten  die  ersterei»  Am 
der  letzten  folgt  aber  die  Konstruktion:  Man  «nimmt,  von  der  Xiiäie 

AB  von  2^  aus  dep  Theil  — 4^3    {oder   von   B   aus    den  Theil 

a),  so  ist  der  Endpunkt  .«dieses  Theiles^  der  Punkt  S.  —  Also 

„die  Summe  zweier  vielfachen  Punkte  mit  positiven  Koeffidenten 
ist  etn  mit  dercSuiiüne  der  Kocffidenten  muitiplieirter  Punkt,  wel- 
cher ^i\  der  geraden  Linie  zwischen  beiden  Punkten  so  liegt,  das» 
seine  lEntfernungen  von  diesen  beiden  Punkten  sich  umgekehrt 
verhalten,  wie  die  zu  diesen  Punkten  gehörigen  Koefficienten*).'' 

Aufg.  5.  Einen  Punkt i(  und  eine  ger.  Linie  von  bestimmter. 
Länge  und  Kichtttng  C—JB*  zu  ädduren. 

fllan.konstitiircf  eine  ger.  Linie  von  A  aus,  welche'  mit  C^B[ 
^cSdi,  lang  T^nd  ^Ich  gerichtet  ist:  diese  sei  Z> — A,  So  ist  D 
nie  eesucht<6L  Suminbt  denn  da  C— Ä=^l>— J<  ist,  so  ist 

Also-  „die  Summe  eines  Punktes  A^xväd  efner-^nuien  Linie  von 
b^timmter  Län^e' und  Richtong  ist  der.  Endpunkt  dieser  Linie, 
wenn  A  ihr  Ari&ngspunkt  ist.^'  '< 


*)  Man  sieht ,   dsM   dieser.  Punkt  der.  Sjphwecpunkt  ist .  wenn  die 
KoelAcienten  Gewichte  vorstellen.  .'•'', 


I 


Sil     ' 

'   Attfff.  6*    Eiii«D  vielfftcien  Punlct  «J  und  eiae  g.  L.  von  he^ 
stimmterXiänge  luid  Richliine'C«^^  zu  addiicB' 

Man  fcoastniire  eine  e.  Xi.  von  il  aus,  weldia  mit  C'^B 

1  *  • 

gleiche  Richtung  hat 4  aber  nur  —  so  lang  ist;  diese  sei  jD— ^j  so 

et 

ist  aD  die  gesuchte  Summe.    Denn  da 

C-iff=a(Z>-J)  ist,  so  ist 

Au  fg.  ?•    Zwei  &er.  Linien  von  bestimmter  liänge  und  Rich- 
tung B—A  und  Z>— L^  zu  addiren. 
Man  mache  E—B=:^D—C,  so  ist 

»  *  '  * 

Also  ,9  zwei  Linien  von  bestimmlet  Lfioge  und  Richtung  addkt 
man,  indem  man,  oh«e  die  Länge  i»d  Richtimg  zn  verändern, 
aulT  den  Endpunkt  der  einen  de«  Anfanffspmkt  der  andern  legt» 
dann  ist  die  g.  L.  vom  Anfangspunkte  &t  tsstea  zum  EndpmKti» 
der  letzten  die  gesuchte  Summe/^ 

Aufg.  8.  n  ger.  Liaiea  von  bestimmter  Länge  und  Richtung 
zu  addiren. 

Die  wiederholte  Anwendung  der  Auflosung  von  Aufg.  7.  f&hrt 
sogleich  zu  der  LAaung  dieäei  Anl^gahe,  näoUtteh  „n  ger.  Linien 
von  bestimmter  Länge  und  Richtung  addirt  man,  indem  man  die 
einzelnen  Linien,  ohne  ihre  Richtung  nad  Länge  zu  ändern,  nach 
der  Reihe  stetig  d.  h.  so  an  einander  legt,  4ass>  wo  die  eine  auf- 
hM,  die  nächstfolgende  anftngt^  dann  «st  die  l;.  L.  vom  Anfai^»- 
punkte^  der  ei4sten  zum  Endpunkte  der  letzten  die=  gesuchte  Summe/' 

Aufg*  ^'  Dia  Summe  von  n  Pnnbten  Ai,  A^....,An.  zu  fin- 
den ,  d.  h*  den  Punkt  S  zu  finden,  welcher  'der  Gleichung 

A^-^At-f-'^'^An^^nS 

«mflgt. 

Subtrahirt  man  auf  beiden  Sdlen  dieser  Cüeichnng  nR,  woR 
ein  belleMger  Punkt  ist  t  so  erhäk  manc 

Und  da  aus  dieser  Gleichung  wieder  die  erstere  sich  ableiten  ISsst« 
SO  Colgt;  «.Um  n  Punkte  zu  addtren,  jueht  man  von  einem  belie- 
bigen FÜnKte  ß  die.  g.  Xi^  nach  den  n  Punkten,  legt  sie,  iohoe 
ihre  Richtung  und  Läpge  zu  äpderii ,  stetis  an  einander  u^d  zwac 
so,  dass  der  Anfangspunkt  der  ersten  auf  R  fallt,  veirbindet  jRmii 
dein  Endpunkte  der  letj^n  dVTQfii  eine  g*  L.  qpd  theilt  diese  Ver- 
bindungsnnie  in  n  gleiche  Theile,  so  ist  der  erste  Theilpunkt  von 
12  au«  der  Pvokt  S,  4esllen^  nfedim:  die  geatiohWr  SnHOn»  ist. 
.  AttCg^  10«  Beliebig  viele  yiMnAh  Punkte  «iC  /%B|,.**.  zu 
addiren,  wenn  die  Summe  der  Konfficienten  «•4'^'fr'»**«  nicM 
null  ist. 

Setzt  man 


nui  suMraUrr  anf  4>eUeii  «eiten  (ä+fl'. . .  •) JZ|  wo  II  Mn*  belicn: 
biger  Pankt  ist  9  so  erhftit  man 

>  • 
Also  da  auch  hieraus  vt^ieder  die  erste  Gleichung  sich  aUeiten 
lfisst>  so  folgt  9»  die  Summe  «Von,  beliebig  vielen  vieimchen  Punkten 
aA^ßB....^  deren  KoefBcienten  -  Summe  nicht  null  ist,  findet 
man^  indem  man  von  irgend  einem  Punkte  R  aus  die  Unten  naeb 
A  legt,  diese  dann  beziehlich  mit  a,  ß,....  multiplidrt ^),  die  m» 
gewonnenen  Linien .  ohnd  ihre  Richtung  und  Länge  bu  ändern, 
stetig  an  einander  legt,'  so  dass  der  Anfangspunkt  der  ersten  in  R 
föUt,  dann  R  mit  dem  Endpunkte  der  letzten  verbindet  und  von 

der  Verbindungslinie  von  R  aus  den  Theil ^ nimmt,  so 

.  «  +  §  +  •••- 
ist  der  mit  (ä  +  ß....)  mul^plicirte  Endpnnlct  dii^ef  Thelles  die 

gesuchte  Summe."  ..         '     ^ 

Au  fg.  !!•  Die  Sumine  von  vielfachen  Punkten  tiA,  ßß^.... 
zu  finden    wenn  o-f /^-^••••=0  ist. 

Man  subtrahire  von  tiA+ßJB-j>...  den  Ausdn|ck.(tt-|-^-f-...)i2, 
so  wird,  da  diese  subtraliine  Grosse  nidl  ist,^  der  Werth  der 
Sunmie  nicht  geändert ,  also  Ist  - 

aA+ßB-i'....=a(A'^R)^ß(B'^R)  +  .... 
.  \  ... 

Also  „die  Summie  von  vielfachen  Punkten,  deren  Koefficient^n- 
summe  null  ist,  ist  eine  g.  L  von  bestimmter  Länge  und  Rich- 
tung, die  man  dadurch  «det,  4ass  mat^  top  einem  bel^iged 
Punkte  R  die  g»  L.  nach  den '  gegebenen  Ponkteq  zieht,  dies« 
mit  den  diesen  Prunkten  zugehUrigep  Koeffidenten  mnltiplicirt,<und 
«e  Produkte  äddirt/* 

J^ufi^  i2,.  Zwei  Tjj^eite  A.B  und  C.U  von  Linien,  «esicii 
in  E  schneiden,  zu  addiren. 

Man  mache  E.F  gleich  vi  •  ^  und  £.^  gleich  C/>,  so  ist 
A.B+C.D=E.F+JE.G=t:.iF+G)-^'2E.S,  wenn  S  die 
Mute  von  f  und  G  lalt  (vei^L  ^Aufg.  3)^  Also  „zwei  Theile  von 
Linien ,  welche  sich  schneiden,,  a^dirt  nian ,  indem  man  diesen 
Theilen  den  J>urch^cbnitt3punkt  als  Anfan^punkt  &eh\;  dann  ist 
d^e  düfpoelte  g.  L.  vom  Purchscbnittspunlrte  zu  der  Mitte  .der  bei: 
den  Enopunkte  die  Msuchte  Sumpie*^)." 

Au  fg.  13.     Zwei  parallele  Linientheile  /llJ}   und    C./>  |zn 

addiren,  wenn  beide  nichl^  ^^.iciUaog  mifl  '^S^^'^.^■^[W®°8^^®^^ 
gerichtet  sind. 

Wenn  A.B  wtA  C./^  paÄUdsind,  so  muss  />  — Cgieich 
aCB'r^.A)  6(ein,  wo  a  i^gei^  eine  positive,  oder  ii^gativi^  Zi^l  ist. 

*)  VVf ph  solche  ;|Ialdplikatioa  mit  einer  Zahlgrofse  ««  andeirt  ai/qh. 
wi<|  m9^.1eic]i,t  siel^^  'v^emi  a  positiv  ist,^  die  Richtung  niphtv  wälurenQ 
die  tiäiige  im  TerhältnlBs  l:a  »ch  ändert;  und  vtt  d  negativ,  so  wird 
die  Bichtang  die  entgegengesetste. 

**)  Diese  ist  ziu^ieich  die  Diagonale  des  ParaUelogramms ,  welches 
jene  Idaftentheile  sa  Seiten  hat,  ivnrans  uMM'sidiiy  dass-die-SiAnme  der 
Idniwithrite  die  idsanme^geietito  Kraft  ist,  wmtä  '4if>  IdnitontMle 
Kräfte  vorstetten.  .-  j*  .i*\  :, 


'    ßa  MD  'ü.J?  gleich  ^il.(A<^T^)  M,  wtoiiJf .  Ji  nach  bo.  l^«  mril 
Ist,  80  hat  man  < 

z=i(A+aC)(B^A).  ... 

Ist  die  Smame  A-t-ttC  gleich  (l-|-o)iS  (vergL  Aufg*^  it),  so  winl 
der  letzte  Ausdrack.  ' 

worin  eine  einfache  Konstruktion  jener  3nnune  liegt. 

■  ,  *  «   *  » 

.    Auf  e.  14;    Zwei  gleich  laäge  und  entgegeDgesetzt  gerichtete 
LiDienthelie  Ä.B  und  CD  iu  addiren.  : 

Liegen  beide  in  derselben  g.  L. ,  so  ist  die  Summe  oulL  Ist 
dies  nicht  der  Fall,  so  ist,  weä  D^C—-(B—A)  ist, 

*  •  vi 

Dann  ist  die  Summe  also  ein  FHicheniaum  von  l^estimmter  GrSSse 
und  Ebenen -Riditang*):        •,'  '         ,'  /'     , 

*  •  .  .  .  ■  ^  ,  ,  ^  , 

A^fg-  IS«  Zwei  FläAhemrMume  .Ti9#  bestimiate]^  Grösse  und 
Ebenenricqtung  a..b  und  c.i£  zu  addiren«    . 

Sind  die  Eigenen  ^raÜel,  so  kujaoep»  sie.  schon  nach  no«  19. 
addirt  werden,  sind  sie  es  nicht,  so  weiden  beide  Ebenen  eine 
Richtung  gemeinschaftlich  haben«  Es  .  sei  e  eine  g.  L.,  welche 
diese  Richtung  hat/  lind  a.b  gleich  «./,  cd  gleich  e.jjr,  so. ist 

•  •  , 

Aufg.  16.  Zwer  Theile  A.B.C  und  I>.£.F  bestimmter 
Ebenen^  die  nicht  parallel  sind,  zu  addiren. 

.  Sind  die  Eb<inen  nicht  parallel,  so  vrerden  sie  sich  schneiden. 
Es  sei  G.  J7  ein  Tfaeil  der  Dnrchschnittsilnie ,  und  es  sei  A.B.C 
gleich  G.B.J,  D.p.E  gleich  G.R.K,  so  ist 

A.B^C^biE.F-G^H.J^G.H.K 

wenn  S  die  Mitte  zwischen  /  und  K  ist.  Also  „Zwei  Theile 
nicht  paralleler  Ebenen  addirt  man,  .indem,  m^n  sie  als  Dreiecke 
darstellt,  deren  gemeinschaftlicihe  Grundseite  in  dem.  Durchsbhnitt 
beider    Ebenen    liegt;    dann    ist    das    Doppelte    des    Dreieckis,' 


•  '¥}  Wie  die  Sunmie  zweier  Linientheile  ^  i  die  «ichi  in  dmsselbeii 
Bbeae  liegen ,  -in  bdieiideiii  sei-,  bann  Utk  hier  aichl  aiiff^äi  (▼ergl* 
AuadehnangaL  §.  51.  u.  §•  122»).  •  •        ..i; 


\ 


M0 

xtaä  (Utaeihe  Grubda^ite  bat«  «id  deMen  SpiiM  die  Mitte  Hrt  zwi- 
schen ded;  Spitzen  jener  Dreiecke  9  die  geaitehtie  Stnwüe» 

Auf g;  17.  ZKei  Theile  A.  B.C m^AD.E.F paraUeler Ehch 
nen  "züiaädiren. 

Sind :diet"£befien  parallel,  so;»itiiise  (£ — D),{F-tD)  gleich 
«r(L£«^^).(C'^jl>gesel»l  viwden  kutoen,  wo  m  einb  ZaMgrOMe 
aal«    Dane  ist  .      • 

\        \«        =(^+«J9).(Ä-J),(C-^J) 
Trepp, (Xy|-«)S  4>^  Sonwae  voa  Ä-^rttD  ist..   Det  .letzte  Ausdruck  iat 

wbrfn  wieder  eili^  i^iDräcfie  KoDstmktion  ttfegt.  kt  jedocb  tt^—i, 
d.  h.  sind  beide  Flächepräume  gleich  gross  ^  >ber  entgegeD^esetzl 
bezeichbcft^  so  -ist  A-^aiy  eine  g.  L.  von  bestimmter  Ricnitung 
md  Länge  (Aii%«  lL>;.iät  diese  gleich' /T^ß,  eo  iat 

? 

A.B.  C+ö.£.Fw:(if—  G)\(fi^Ä).  (C^A), ! . 

also  die  Smnme  dann  ein  KCrperraum.  '*'; 

Au  fg.  18.  Einen 'Tfaeil  A.B.C  einer  bestimmten  tibene  und 
einen  KCrperraum  (D^—A).(B'-A).(C^A)  zu  addiren.  ' 

'    A.B.C+(D^A).(B*-'Ä).(C^A) 

=^A.(B-^A).(C'-A)+(D-^A).(B^A).(C^A) 

=zD.(B--Ä)+(C^A), 

4 

t 

Wdraus  der  Begriff  dieser  Addition  leicht  hervorgeht 

21.  Ein  kombinatorisches  Produkt,  dessen  Fakto- 
ren erster  Ordnung  Grössen  (n*-*l)ter  Stufe  sind, 
welche  aber  alle  in  einem  und  demselben  Gebiete 
nter  Stufe  liegen,  nenne  ich  ein'eingewandtes  .Pro»- 
dukt,  und  zwar  ein  auf  jenes  Gebiet  bezügliches, 

z.  .B.  ein  kombinatorisches  Produkt  von  Linieqtheilen  in  der 
Ebene,  oder  vpn  Ebenentheilen;im\ Räume.  .   .    , 

22.  Wird  \<m  jetzt  an  die  äussere  Multiplikation  durch  Mos- 
«es  AneinaaderschreiheD,  die  eingewandte  MultijplffeatioD'  durch 
einen  zwischen  die  Faktoren  gesetzten  Piniht  bezeichnet,  so  ver* 
stehen  wir  unter  dem  eingewandten  Produkte  AB.ACy 
wo  Ay  By  C  beliebige  Grössen  sind,  das  Produkt 
ABC.A,  in  welchem  ASC  wie  ein  zvl'A  gehöriger  Koe  f- 
ficient  behandelt  wird,  vorausgesetzt,  dass  das  Pro- 
dukt auf  das  Gebiet  von  niedrigster  Stufe,  in  welchem 
A,  B  und  C  zugleich  liegen,  bezogen  wird. 

Auf^.  19.  Das  auf  die  Ebene  ABC  bezOgliche  Produkt 
zweier  Linieotheile  AB.AC  zu  finden. 


*)    vergL  QO.  12. 


SSO 

Nack  ml.  39  M4sflsenbe  gleich  AMC.A;Aih.',y4im  Pfoilskt 
zweier  LiniMitkeile  >  deren  LiDieo  sich  «chneideii»  iflt  der  Durdi» 
«chnittepaiikt,  verbundeii  mit  eitteni  Theil  der  Ebene  als  Koeffid 
enteti.'*    Deokt  man  sich  einen  Theil  der  Ebene  als  Biobeit  an«* 

ß6niri[ieD,  ao  werden  die  EbenentheUey  init  deinen  die-  Punkte 
aftk  sind  i  wirkliehe  ükblgr^eJsss  und  die  Pfedubt^  e^8cb<dn«Ni 
als  vielfache  Punkte;  doch  müssen  dann  alle  zu  vergMdiendea 
Grössen  in  derselben  Elbene,  auf  die  sich  die  Produkte  b^ziehep» 
liegen  (wie  dies  in  der 'Planimetrie  immer  der  Fall  Ist).' 

Au  fg.  19.  Das  Produkt  dreier  Linientheile  AB,  AC,  BC 
in  Bezug  auf  die  Ebene  AMC  zu  findet.  • 

Aufl.    AB.AC.BC=ABC.ABC=(ABC)\ 

Aufs.  21.  Das  eingewandte  Produkt  zweier  Ebenenthetle 
ABC  UBG  ABD  (in  Bezug  auf  den  Kurperraom)  su  finden. 

Aufl.  abc:abd=abcd.ab. 

>     Au  fg.   22.      Das  eingewandte  Produkt .  drsiffr  £beiisntl(j»ile 
ABC,  JBD,  ACD  zu  finden. 

Aufl.  ABC.ABD.ACDz=zABCD.ABCD.A^{ABCD)\A 

Aufg.  23.  Das  eingewandte  Proddkt  Tom  Tiefr  EbenentheilcB 
ABC,  ABD,  ACD,  BCD  zu  finden. 

Aufl.    AB€.ABD.ACD,BCDMASCD)K^ 

Anm.  Das  Produkt  zweier  Ebenentheile  giebt  also  einen 
Linic^ntbeil ^  das  dreier  einen  Punkt,  aber  jener  Linientbeil  und 
dieser  Punkt  nabeq  dann  noch  einen  .Raum tbeil  oder  ein  Produkt 
von  Raumtheilen  als  KoefBcieuten  ^  und  nimmt  man  einen  Raum- 
theilals  Einheit  an«,  so  gehen*.  lUese  Ko^ciei|»tea|  ia  wirkliche  Zahl- 
grossen über. 

•    ■  •  '       '       ■ 

..Dies  etwa  sind  die  wesentlichsten  Begrife«  welche  in  dem 
ersten  Theile  meiner  Ausdehnungslenrö  vorkommen.  Aber  es  ist 
unmöglich«  von  d^r  •  unendlichen  Fruchtbarkeit  dieser  neuen  Ale^ 
tho^e  für  die  Behandlung  nicht  nur  aer  Raumlehre «  sondern  über- 
haupt aller  Wissenschamü «  welche  auf  räumliche  'Verhältnisse 
z^rückgebett  /  hier  auch  nur  einen  oberflächlichen  BegriflT  zu  eeben. 
Ebenso  wenig  konnte  ich  hier  die  Beweise  iieferti«  dass  iii  der 
That  die  in  TU.  gegebenen  Rechnungsregeln  für  die  einzelnen  hier 
dargelegten  Verkaünfuh^sweisen  selten«  sotidern  auch  hier  mnss 
ich  auf  meine  austüfarlTche  8chrift  verweisen ,  in  welcher  diese 
Beweise  in  aller  Strenge  geführt  sind;  und' WO  zugleich  die  Ent- 
wickiejuttg  überall  in  der  Art  foits<skr«tet,  dass  alles  Willkühr- 
liclie»«  was  n^h  iil  der  .Aufstellung  der  vesschiedeae»  Begriffe  »i 
liegen  scheioly  veriälchwiBdet.        - 


I 
I 


•••  '  '       '  .      .  I   •; 
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Sau. 


OlifserYatloii  ^«^iii^triqne,  au  svjet  du 
proM^me  tralt^  p.  331*  du  V.  toL  de 

ce  Journal. 

» 
» 

Par 

« 

Monsieur  le  docteur  J.  R.  Boyman, 

k  r^cole  «nperieare  de  Malmedj. 


1. 

« 

DMrives  »ar  !•  sommel  B  d'oi  aoele.itlAC  (Tab.  V.  Fig.  I.) 
UD  cercle  quelconque ,  qai  conpera  les  aeux  cdt^s  de  Taiigle  eo  A 
et  C,  ölevez  ä  ces  points  les  perpendicolaires,  qui  se  reDcontreront^ 
oomme  on  sait  y  sur  la  circonterence  en  ud  point  D,  et  abaissez  du 
point  D  la  perpendiculaire  DP  sur  la  droite^  qui  Joint  les  deuz  points 
A  et  C  Menez  en  outre  entre  les  deux  c6t^s  de  Tangle  par  le  point  : 
P  encore  une  dritte  GH  ä  volonte,  et  circonscrivez  kn  triangle 
GBH  nn  cercle^  qui'  coupera  le  premier  en  F.  Si  maintMant  on 
Joint  DG,  DH  et  FG,  FH,  on  trouvera  <ADC=z<:^GFH;  mais 
comme  <CrFif  est  plus  petit  qne -^GDH,  on  aora  anssi  m^ADC 
plus  petit  qne  <^GDH,  Äinan  dans  les  deuz  triangles  ADC  et  GDH 
OD  a  <^^Cd1us  petit  que  <,GDH,  DA<,DGl  DC<DHy  done 
AC<,  GH.  Or  la  droite  GH  ayant  4^6  menee  4  Tolont^  par  le 
point  P,  on  est  conduit  au  theor^me  suivant: 

99  Si  entre  les  c6tes  d'un  angle  donn^  on  tire  une  ligne 
»^droite  quelconque  et  que  du  point  dlntersection  des  deuz  per- 
,9 pendiciuaires  elevees  ä  ses  exträniitäs  sur  les  cdtäs  de  langte 
59 on  abaisse  sur  eile  la  perpendiculaire:  le  pied   de  cette  per- 

Eendiöulaire  est  un  point  tel,   qne  la  ligne  droite  eei  la  droite 
t  plus  courte  qu  on  puisse  faire  passer  par  ce  point  entre  les 
c6tös  de  l'angle  donnä. 


99 


99 


2. 

Maintenant  qu'aprös  avoir  tir^  BP  on  d^crive  sur  la  ligne  BP, 
comme  diamötre^  un  cercle  qui  coupe  la  droite  ^C  en  Q,  et  qn'on 
joigne  aussi  BQi  alors  od  aura  ^DPA(S>  ^AQB  et  I^DPC 
co/^CQB,  d'oü  r^ultent  les  proportlons  suivantes: 


998 

APtDPszBQA.Q, 
DRiCP=CQ:BQ. 

Si  OD  multipife  ces  deux  propprtions  tenne  a  terme^  on  trouvera^ 
ia.saivante: 

APiCP=:CQ.AQ. 

De  lä  Hmike 

AP+CP:AP—CQ+AQ:CQ.  ' 

I 
/ 

ou'  ce  qni  ravient  aa  in^me : 

AC'.AP=AC:CQ, 
d'oü  Ton  conclut: 

AP-CQ. 

Nous  venons  donc  de  d^ontrer  le  tfaöor^me  suivantc 

j^Si  par  UD  point  entre  les  c6t4s  d'uo  angle  (]ueleonque  od 
9,m^ne  la  ligne  droite  la  -«plus  courte  et  qu'on  d^rive  un  cercle 
,^ar  la  ligoe  mii  Joint  ce  poibt  an  sommet  de  l'angle^  comme 
^^diametre :  la  droite  la  plus  courte  sera  coup^e  par  la  circon- 
yyUftnc^,  de  ittaniere  que  les  d6ux  segraenlts  kor«  dn  cercle 
,»8ont  ^§^ux. 


(t 


o. 


^  D'apres  ce  qui  pr^^de  il  n'y,  &  plu9  de  difBcult^  pour  tirer  la 
droite  ia  plus  courte  par  un  point  P  donn^  entre  les  cötes  d'i|D 
angle  9  comme  c'est  aussi  indiquö  dans  le  trait^  eitä.  tiar  outre 
le  point  Z'  OD  a  aussi  )e  poini  V»  qui  d^termlne  sa  po^ition.  Mais 
ce  jpoint  est  le  point  d'int^rsection  du  cercle  d^nt  sur  la  liffne 
iß/' comme  diametre  et  (puisqu'on  doit  avoir  ilP=rCQ}  d^  iny- 

Serbole   m^näe  par   le    point  P,   laqueile  a  les  o^t^s.de  l'angie 
onn^e  pour  asymptotes.  . 


« • 
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Betrachtmigreii  elnlfrer  Oefremstäiide 
der  üoffllL,  mll;  liesoiiclerer  Bllckslclil; 
auf  Ihre  Anwendmig^  in  der  Btatlie-^ 

mallk. 


Von 

Herrn  Dr.  Wilhelm  Matzka« 

Phifimor  det  llaihcnatik 
«I  der  k.  k.  pldUso^klMkoi  iiekanuulalt  sn  TmMfwJii  Ctalüden. 


J*M 


•  *  *  »I 

'  Allgemein  erkennt  man  an ,  dass  einerseits  die  Mathematik 
und  von  ihr  ganz  yorzflfflich .  die  reine  Geometrie  und  Statik  die 
beste  Schule»  für  die  grundlichste  und  folgerechteste  Anwendung 
der  Logik  sei,  und  andrerseits  dass  die,  Logik  durch  die  Bemfl't 
hungen  der  neueren  meist  deutschen  Philosophen  seit  Kant,  einen 
sehr  hohen  Aufschwung  in  ihrer  Ausbildung  genommen  hat.'  Dess- 
ungisachtet  folgen  diejenigen  Schriftsteller  und  Lehrer  .  der 
Mathematik,  welche  ihre  Lehrgegenstände  ausffihrllch  begründen, 
mit  sehr  geringer  Ausnahme,  noch  immer  der  Weise  Eukiid's  Ui^ 
den  zwar  für  seine  Zelt  ganz  vorzüglichen  aber  doch  nicht  unver- 
besserlidm  Elementen  der  Geometrie;  was  um  so  weniger  zu 
billigen  zu  sein  scheint,  als  heut  zu  Tage  besonders  an  geehrten 
Schulen  der  ZOgliafj^  sdion  eine  höhere  wiasenschaftlish«  Vorbil-» 
ciupg,  alfli  vordem  mitbrinfl^  und  als  man  durch  den  ungeheuren.  Umr 
fans,  den/ die  theoretische  IMafhematik  schon  erlangt  hat,  haupt- 
8ft<mlleh  auf  übersichtliche  und  gedrän^e  Darstelrang  des  Lenr-> 
ganzen,  jedoch  ohne  dabei  die  Deutlichkeit  und  Gründlichkeit 
ausser  Acht  zu  lassen,  liinsuarbeitensichgediiuiiged  steht  JDahu^ 
möge  es  mir  erlaubt  sein,  in  dem  we&;en  seiner  Tendenz,  vorzüg- 
Jlch  Lehrern  höherer  wissenschaftKcncir  9/ldungsaöstalten  zu  die- 
nen, am  besten  hiezu  geeigneten  vorfreffliöhen  Archiv,  durch  fol-^ 
Sende  Winke  die  Aufineifcsattkeit  dec  Malhemaliker  Auf  die  Vmt*' 
esser^ng  der  Aneidaiangder  Lehisittze- ihrer.  Wisdens^kaft  und 
.de«  leg^schta  Form  ihteff^feweise  j»  lenken.         i     ■' 
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Ueber  unmittelbare  Folserungen  aus  hypothetiscbeu 
Urtheilen   mittels   der   Ümkehrubg  oder   der  Contra- 

position. 

1.  Die  Umkehrung  eines  hypothetischen  Urtheils  besteht 
in  der  Verwechslung  oder  U»fl||fBllwig -«les  Grundes  und  der  Folge, 
der  Bedingung  utid  aesBedingtei^;  ni#ein  man,  die  Folge  als  Grund 
setzend,  auf  aen  Grund  als  Folse  zurückschliesst  Die  allgenieine 
^orm  des  hypqthetiseben.U^theibi,  ist  nejp^lM^:.     .     >  . 

/    ,,Wein  k  M,  S9  is4  ^;'' 

ißJk^  die  Fomi;  a^ye»  Umgcj<shrt«f «       . .,  ,       -      r .- ,      :. :,  < 
„Wenn  B  ist,  so  ist  -4>  *'         ' 

Dieser  Schluss  aus  dem  Besteben  der  Folge  auf  das  Bestehen 
des  Grundes  ist  jedoch  nicht  nothwendig,  sondern  bloss  etwa  zu- 
fallig richtig,  oft  sogar  ganz  unrioiitig.  Denn  das  hypothetische 
UrtheU  spricht  nur  die  einseitige  Abhängigkeit  der  Folge  yom 
Grunde  aus ,  setzt  aber  keineswegs  uno^ekehrt.  die  Verknüpfung  des 
Grundes  mit  der  Folge  als  nothwendig  voraus.'  In  dem  Wesen  des 
Grundes  liegt  es,  dasEi  er  die  Folge  nach»  sich  zieht;  aber  die 
Folge  all^9fttietn  ifedacbt  kann  in  besiHüdeffeii  Failipn' verschiedene 
Gründe  haben.  Setzt  man  daher  eine  gewisse  Folge,  so  muss 
man  darum  noch  nicht  diesen  oder  jenen  hestimmten  Grund  setzen. 
Die  Folge  wird  im  hypothetischen  Ürtheile  nur  gesetzt,  wenn  und 
wiefern  der  Grund  gesetzt  wird^  allein  dieses  Setzen  des  Qnindes 
erscheint  an  sich  bloss  mtl^lich ,  nicht  aber  unbedingt  nothwendig.^— 
D!e  Gültidreit  eines  umkehrenden  hypothetischen  Ürtbeilj^  ^^^^ 
demnach  jedesmal  erst  eigens  geprüft  und  wq  ^ugllch  erwiesen 
werdet),  wenn  man  ihrer  versichert  sein' soll. 

So  z.  B.  beweist  die  Geometrie  den  Satz : 

.  „  WeOQ  Pafallelogmmme  gleiche  Grundlinien  und  Höhen  baben^ 
so  aind  sie  gleich ; '' 

aMelt)' umgekehrt  darf  man  nipht  schliessen : 

y,.Wenii  Parallelogramme  g^kicti  ^isOd,  so  hnben:^.  gleiche 
Grundlinien  und  Hüben  ;^^  <    .  .     ,. 

den»  dies  find^  nur   in  gatiz  '  bei^ondbr^ti  FS)leii  istätt,  und* 'Kann 
also  au<9k  1^  nicht  allgemein  bewiesen  w^erden;  Bdn  l^atz'  dagegen: 

,iWenn  Parallelo^amme  Ton.  gleicheACiru^dliwiin, gleiche  Wh 
hen. haben,  so  sind  sie  gleich'^  •     .     ;      j    ,. 

darf  Ihian  Bwar  in  den  folgenden  umkehren:     

,  ,.  Wenn  Parallelogramme  yon  gleichen  GrundUnien^gleichsinq« 
h^  haben  sie  gleiche  Hüben; 


aUeit)  sdine  Gükigknt  ittuss  erst  MNiiifvwIesei»  i^evdbBi       << 

2;:  J^ie  €o  &t  rmo  siti  oaeiaes  hypotWti«ellen>  VrtiMiHis'  be^ 
steht  in  der  Umtauschao^  sowohl' des  Chundes  alii'aiieh>*(dcJrJiV>l|^ 
mit  ihrem  contradictorischen  Gegenthelle  und  in  der  nacbherigen 
Umstellung  dieser  Gegentheile.  Man  folgert  also  hier  aus  Sem 
Gegenthelle,  dem  Piichtbestande,  der  Fo^e  das  Gegentheil,  den 
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NkhllMtteiid  1  dm  ^StenHkfil;  inkt'  Alan  Imkt  mitv  dtr  Foliraf  aoA 
dM  Grand.  atiC .  Ans:  dMi  a^mein  iiyfii»tMUicli^  Uftheilfe 

„Wenn  A  Ist,  Ut  Ä« 

tfcbliesi^  man  tieiiilfch:  '         ' 

f^Wenn  £  nicht  ist,  Ut  auch  ^  nicht/' 

Diese  unmittelbare  Folgerung  aus  einem  hypothetischen  Ur- 
tkeile  dif<flt  CoDtiipointUB  hat  lederzeit  stü^nge  io^isehe  Gfiltig- 
k^'  I>MiD>tigeBtlicii  jst  sie  ein  aDgeküiTfler  hypothetischer  Sohloss 
\n  äMtbeheader  Sf^hissiveide  ^  «in  Enthymem  der  kw^teo  Ordnung^  ; 
in  ivttIchcMi  dec  Uatetaatz  fehlt,  dncch  des  die  Fdffe  auigehobea 
wird.'  In  der  aUgemeinen  Form  zum  aiifhehenden  nypathetischeii 
Schlusa  TeryoUstftDdigt  lautet  m^t  daher  also: 

Obersatz:  ,^ Wenn- -4  ist,  so  ist  jB,** 
Untersatz: „Nun  ist  B  nicht''. 
Schlusssatz:  „AtsoJst  auch  A  nicht." 

3.  Durch  die  Contr^iposition  der  hypothetischen  tjrtheile  oder 
der  durch  die  untnittelbare  Folgerung  des  Gegenthells  des  Grundes 
aus  dem  Gegentheiie  der  Fqlge  elneg  hypothetisohen  iJrdiefls  kakin 
man  in  der  A!|athematik ,  besonders  in  der  reinen  Geometrie,  wo 
die  ineistcn  Lehrsätze  hypothetisch  ausgesprochen  wierden  oder 
sich  wenigstens  hypothetisch  aussprechen  lassen,  aus  sehr  vielen 
Lehrsätzen,  sobald  sie  erwiesen  sind,  andere  uniatitelhar  erschlies- 
sen ;  ohne  dass  man  wie  Euklid  und  seine  Nachahmer ,  erst  noch 
eines  indirecten  Beweii^es  für  sie  bedarf  oder  über  ihre  strenee 
Gültigkeit  auch  nur  deä  mindesten  Zweifel  zu  hegen  veftnag.  tie- 
wohouch  wird  laan  dabei ,  .«ur  Aufhellung  der  Ejnaicht,  bloss  di(m 
schon  bewiesenen  Lehrsatz  nacbträgfich,  den  daraus  abzuleitenden 
Folgesatz  aber  anfönglich,  in  der  hypothetischen  Form  auszuspre- 
chen haben,  und  deip  .letzteren  dann  ejrst  noch  d«»  aage^nes/^eoep 
sprachlichen  Ausdruck  ertheilen. 

Durch  einen  solchen  Vorgang  drängt  man  picht  nur  den  Lehr- 
gegenstand mehr  zusammen  -^  was  bei  dem  gegenwärtigen  Um- 
fange der  zu  lehrenden. Wissanschaften  aphoo  höchst  Noth  tbut  *~« 
sondern  man  verschafft  auch  dem  Lernenden  einen  helleren  Blick 
in  die  Natur  des  Lehrgegenstandes  und  inr  den  Zvisamnlenhanj^ 
sein^  Wal^rheitep.    .      ^  .:    ■ 

So  z^B.}  beweist  awn  in  der  ebeaelt  Geemelrie  nach  Eullld 
einzeln  und  nach  einander  folgende  Sätze; 

.,#>  ,jp4ir^h  .denselben  Pj^nkt  kiyia.mit  einer  Geri^dea  nur  eine 
einzige  GeVaae  p«^raHeI  gezogen  werden." 

b)  „Eine  gerade  Linie,  welche  eine  von  zwei  parallelen  sehaeih 
det,  muss  auch  die  andere  schneiden." 

c)  „Zwei  gerade  Linien,  welche  zu  derselben  dritten  parallel 
ai^ymöaate'aMh  unte:ibicfa  pandM'seln.^'  •*  -   - 

Nun  sind  dti^  beiden  ernsteren  Satze  nichts  weiter  als  verschie-  ' 
dene  Ausdrücke  des  hypothetisehen  Satzes:  -     ''. »    : 

,^Wean  siwai  G^mdeif  sich .  aofancMea,  d^  lEOmien  «te  nicht 
zugleich  zur  nCnuiidien  drittaD- paralMsäiBi;><  -  •'    V 
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abo  aUeltt  z«  beiiMeii  konmii  VM  dkAmai  fdigt  M^leli 
ohne  alles  B«wci»  U«s8  ^rdi  Cootiäpoätiaii.  tMr  Mttd  Aifit  s«^ 
D&chst  in  der  hypothetischen  Form:  ;       :  \    ■;  }   r 

,,8ind  zwei  Geraden  zu  einer  dritten  parallel^  sp  «chneidf^n  aie 
sich  nicht  5  d.  h.  sie  sind  auch  zu  einander  paranel.'* 

Man  bedarf  daher  hier  niir  Eines  Beweises  statt  dreier.  '    " 

4.  Die  Umlcehrnng  eines  hypotbetisdien  UrAieib  Itthrt 
jedoch  dann  auf  ein  wahres  Urtheil,  öder  man  sehlieast  rieh'« 
üg  von  dem  Bestehen  der  Folge  anf  das  Bestehen  dt&s  GfUndeSy 
wenn  man  überzeugt  ist^  dass  nur  bei  dem  angeföhrteo •  Grande 
die  Folge  notfaweMig  besteht ,  oder  dass  ein  besttmtiiter' Giund 
und  eine  gewisse  Folge  einander  g^enseitig  bedingen;  amiaigftiig^ 
lieh  mit  einander  stehen  und  fallen.  •     .    ^   , 

Hier  lässt  sich  nemiich  da$  gegebene  Iiyp<D»thetisc1ie  Urtheil 
in  der  Form  aussprechen: 

„Nur  wenn  A  ist,  ist  auch  jB;" 

und  man  scbiiesst  daraus  mit  voller  logischen  Strenge:       .   . 

,,Weiin  B  ist,  muss  auch  A  sein.^^ 

■ 

Denn  in  einem  solchen  Falle. gilt  das  gegebene  Urtheil  eigent- 
lich folgenden  zweien  gleich :         . 

,,Wenn  A  ist,  ist  uneh  B/' 

und 
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Wenn  A  nicht  ist,  ist  auch  B  nidit.^^  • 
AttB  dem  ersteren  folgert  man  aber  mittels  seiner  UmkeÜmiig: 

„Wenn  B  ist,  kapn  *-*  unter  aodei^  *~«  A  sein;** 
Und  ans  d««r  zweiten  UrtfaeOe,  mittels  der  Contraposition : 

„Wenn  B  ist,  ist  auch  ^;" 
mithin  aus  beiden  Urtheilen  zusaaunen,  wie^  oben; ; 

„Wenn  B  ist,  muss  auch  A  sein.**  '     '  ' 

Z.  B.  der  Satz  der  Astronomie: 

„Nur  wenn  die  Erde  die  Gestalt  einer  Kug«I  hat,  ist  ihr 
Schafften  auf  dem  yerfinsterten  Monde  jedesmal  hrtibrnDd»**   ' 

berechtigt  uns  zn  dem  Schlüsse: 

„Weil  der  Schatten  der  Erde  auf  dem  verffi^sterteii  Monde 
jedesmal  kreisrund  sich  zeigt,  so  muss  die  Erde  die  Kugelgestalt 
iiaben.'* 

,  ,     Ebenso  scbiiesst  man  aus  dem  geometrischen  Satze; 

„Wenn  zwei  Paralieloerimime  gleich  sind,  «•  hdben  sie-^ 
Grundlinien  im  verkehrten  Verhältnisse  der  Höhen** . 

mit  Sicherheit: 

„Wenn  zwm  ParalMeminme  die  GmadlioieD  im  verkehrten 
Verhältnisse  der  Höhen  :hanea'>  so  iund  sie  ^Ich. 
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dem  in  den  Anwendungen  der  Ai^bnt  auf  Geometrie,  Mechanik, 
PhjflAk,  AiBtronomie  u.  dgl.  und  in  der  höheren  Analysis  häufig 
angewendei" 

In  den  allgemeipen  alffebraischen  Forschungen  dieser  mathe- 
matiifchen  Dtfctrlnen  erscheinen  oemKch  oft  gewisse  Grössen  in 
ehern'  solchen  Znsammenbange,  dass  Oberhaupt  die  zwischen  ihren 
ZaMwerthen  bestehenden  Beziehungen  ^theils  durch  Gleichungen, 
theils  durch  Ungleichungen,  theils  auch  noch  durch  sonstige  oe«] 
dhiguttgen . ätsgespröchen  werden,  welche  zusammen  gefasst  ein 
System  rdn  Beziehungen  ausmachen ,  das  wir  kurz  mit  A  bezeich;* 
Den  wollen.  Tritt  nun  daz|i  in  einem  besonderen  Falle  noch  ein 
System  B  von  solchen  Beziehungen  zwischen  einigen  oder  allen 
in  Betracht  genommenen  Grössen  oder  ein  System  fiarticulärer 
Werthe  einiffer  Jener  Grössen,  und  verwandelt  sich  dadurch,  mit- 
tels der  )ilg3iraischen  Reductionen ,  das  allgemeine  System  A  noth- 
wendir  in  ein  anderes  nun  mehr  particuläres  System  V;  so  gewinnt 
mau  &tau8  die  Ueberzeugung : 

. ,,  Wenn  zwischen  den  betrachteten  Grössen  insbesondere  das 
System  B  'von  Beziehungen  besteht,  so  besteht  zwischen  ihnen 
auch,  6t^  Sf  Stern  C 

Hat  man  nun  das  System  B,  wie  es  gewöhnlieh  geschieht,  so: 
allsemein  angenommen,  dass  nur  bei  seinem  Bestände  das  System 
C  Desteht,  was  aus  der  Art  der  Beziehungen,  aus  den  Formen 
d»r  Gteiohimseii  «nd  der  Beseh^ienheit  ^t  darin  vorkomnieBden 
RecbnungMperationen  meistens  dergestalt  einleuchtet,  dass  feine* 
weitläufige  Erörtetung  überflOssig  erscfaeiat;  so  ist  eigentlich  der^ 
Satz  festgestellt:  .    . 

„Nur  wemi  zwischen  den  in  Betracht  genommene  Grössen 
das  besondere  System  B  von  Beziehungen  besteht,  kann  und  muss 
vwisehen  ihnen  auch  das  System  C  v6n  Beziehungen  bestehen.'' 
Folglich  schliesst  man  daraus  mit  votier  Sicherheit  umgekehrt :"  '• 

„Wenn  das  System  C  von  Beziehungen  besteht,  so  besteht 
auch  das  System  J?." 

Meistens  sprechen  die  Analytiker  diesen  Folgesatz  nicht  erst 
noch  eigens  aus ,  sondern  benützen  ihn ,'  wo  er  Anwendung  findet 
ohne  weiteres  Bedenken. 

P  ei  spiel  1.     In  der  iPlanimetrie  wird  der  Satz  erwiesen: 

»»Parallelogramme  verhattea  sich  wie  die  Producte  ihrer 
Grundlinien  und  Höhen.  ** 

Sind  nemllch  P,  p  zwei  Parallelogramme,  A,  a  ihre  Höhen 
und  B,  b  ihre  Grundlinien,  so  ist 

Pip^ABiab. 

tn  dieser  Proportion  setzt'  man  nun  insbesondere  P=p  und 
folgert  daraus  auch  AB=:ab  oder  A:a  wie  b:B. 

Man  hat  also  eigentlich  den  Satz  erwiesen: 

„Wenn  P=^p 9  so  A:a=b:B" 
d.  h»    ,»Sind  zwei  Parallelogramme  gleich,   so   sind  ihre  Höhen 
den  Grundlinien  verkehrt  proportional; 


umI  irferaus  folg«ft  man  8oj»tekli  obnefeneireiiflMrds  iiBl|ek«hrt: 

„Wenn  -4:a==6:-B,  so  P=:pi 

d.  b.  „Wenn  zwei  Parallelogramme  ihre  Höhen  den  fetandliBiea 
verkehrt  proportional  haben ^  so  sind  sie  gleich.''  , 

B'eispieJ.2.  Bezeicl|iipen  a,  b,  «die  Seiten  eines  geradUr 
Qigen  Dreiecks  und  «f«  ^,  v  die  in  derselben  Ordnung  ihnen  gegen- 
überiiegenden  Winkel,  so  oeweist  die  Trigonometrie  den  fiUg^nieir 
nen  Salz:  a^  =^b^ -t- c*^-^2bc •  cos a.  Nimmt  man  nun  das  Produot 
26c.eoso=0  an»  was  nur  dann  sein  kann»  wenn  cosa=;^0».  aise 
«=90°  ist;  so  erhält  man  den  Satz:  Wenn  a=9(P,  so.i^t  a*==A" 
-i-c*,  d,  b.  den  bekannten  pythagoräischen  Lehrsatz. 

Allein  man  folgert  daraus  auch  sogleich  umgekelirt: 

'     „Wenn  a«=:6»+<?»,  $o  «=  90V' 

d,  h.  ^, Wenn. in  einem  Dreiecke  die  zweite  Potenz  des  IZahlwer- 
thes  einer  Seite  so  gross  ist,  als  die  zweiten  Potenzen  der  Zahl- 
werthe  der  beiden  andern  Seiten  zusammen  genommen ;  so  liegt 
der  ersteren  Seite  ein  rechter  Winkel  gegenüber.*' 

Beispiel  3.  Die  analytische  Geometrie  stellt  zu  eiiier  Lini^ 
oder  Fläche,  für  eine  gewählte  x\rt  von  Coordinaten  »  ein^  Gieichung 
oder  ein  .System  zusammen  gehuriger  Gleichungen  auf,  wodurcE 
fene  Linie  oder  Fläche  analystisch  Vollständig  cnarakterisirt  wird; 
folglich  erweist  sie  eigentUcii  den  Satz ;    .   . 

.  „Wfmi  aine  Liftie-  oder  Fläche '£är'«in#f  gewls«»^  Aft>on  Co^r» 
dinaten  dl^sßvi.niiifiefuM^li  Charakter  besitet;  so  konuttt  ihr  däl 
hier  abgeleitete  Gleichung  oder  dieses  jSynt^matSiiiltaner  Gleicbtmr 
•gen  zu." 

Sie  sehUeast  daraus  aber  auch  nodi  unlgelEehrt: 
ji  Wenn  einer  Linie  oder  Fläche,  bei  der  angevrieserien  Art  ▼•* 
Coerdintitan,   diese  b^timmte   Gleiehnog  oder  dfteses  besUmmler 
System  von  simultaaen  GMehuttgen  .siibommt,  «»  bfesitil  die  den 
vorher  beschriebenen  Charakter,  f*  ^  .        , 

So  beweist  z.  B.  die  Lefar^  von  den  Kegelschnitten,  dass  in 
der  Parabel^  wenn  p  den  Par^troeter  eines  Durchmessers  und 
a,  y  die  hier  gewunnlichen  schiefwinkfigeii  Coordinaten  vorstel- 
len, die  Gleichung  y*  =  px  besteht.  Andrerseits  lehrt  die  Balli- 
stik oder  die  Dynamik,^  dass  im  leeren  Räume  ein  schief  gegen 
den  Horizont  geworfener  Körper  eine  Linie  durchläuft,  deren  ulei- 
chong  die  Form  y*'v=  px  hat;  mithin,  scUiesst  sie,'  beschreibt 
dieser  Korper  eine  Parabel. 
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Von  der  Umki&brung  mehrerer 
zusammenhängender   allgemeiner  '  disjunctiver    und 

hypothetischer  Urth.eile. 

L  Höchst  wichtig  ist  folgender,  zuerst  von  Haube  r  *)  aufge- 
stellter Satz,  nach  dessen  Anleitung  man  aus  mehreren  zusammen- 

*)  Vergleiche    dessen   Scholae  logfeo-malfaematldae.    cap.  7.    Statik 
gart  1829,    and  Drobisch  Logibv  Le^rig.  Ifi36.    8.  l€2. 


MsMiiifo  allgemein  bejahenden  di^anctiyei^  und  hypothetischen 
Urtfieilei  mittelä  Umkehrang  andere  uomittelbar  folgern  kann. 

Seien  als  gültig  anerkannt : 

erstens  folgende  zwei  disjunctive  Urtheile: 

Der  .Begriff  S  kann  nur  entweder  ä  oder  6  oder  c ,  oder  s.  f.  sieTit. 
per  fiegri^  £  kann>  nur  entweder  a  oder  ß  oder  y  oder  s.  f.'sein; 

sweitens  foijg;eiide  hypothetische  Urtheile s 

IfVebn  5,a  ist,  so  ist  -2?,a; 

Wenn  Ä,6  ist,  so  ist  £,ß; 

Waon  5,<$  ist,  so  ist  £,y; 
a.  s.  w. ; 

^ann  ^elt<$D  aath  ümg^elcefatt  (He  folgenden  hypothetischen 
Urtheile: 

Weim  ^9«  ist,   so  ist  iS,a; 

Wenn  2,ß  ist,  so  ist  S,ft; 

.    .  Wwn  4?>}f  ist,  so  ist  Sj€^ 

u«  s.  w«  I  i 

..    Es  genügt  nur  dad  erste  behauptete  ITrtheil : 

»^Wenn^yirislf  seist  iS;o''    . 
fett  €»fwetsen,   ifeil  die  tbrigeo  ihm  analog  «M. 

tndirecter  Beweis.  Wäre  der  Behauptung  zuwider  «$ 
nicht. a,.  sp  inusste  iS  entweder  6  oder  c  oder  d  u.  s.  f.  sein« 

Wäre  S,b,  so  wäre  nach  der  Annahme  S^ß  also  nicht  2J,i»    ' 

^  ■•«      Ä,c,    ,^     ,,    .    „       >>       .  «  -^»y  »•«•  n*<^h*  'S;,« 

yrie  bedungen ,  u.  s.  v. 

Mithin  wenn  2^a  ist,  kann  S  weder  ß,  noch  c»  noch  d  u»a.t 
folglich  nur  a  sein,  wie  behauptet  wurde. 

-  DiT^crter  Beweis.  Ans.  den  vonnisfeesetztefi  beiden  «Btf» 
junctiven  und  allen  hypothetischen  Urtheilen  folgt  der  Satz :: 

.  . Weop  iS  . 9ie)it ;  a  i«t,  folglich  eptweder  A.^der  c  odfr  d 
vu  s.  f»,  so  ist  2  entweder  ß  oder  /  oder  8  u,  s.  f.  also  nicht  «; 
bin:    Weott  S  nicht  a  ist,  so  ist  auch  £  nicht  a.    . 

Hieraus  folgert  man  aber  durch  Contraposition  sogleich  riphtjg 
4en  behaupteten  Satz: 

WeÄn  2,a  ist,  so  ist  ;S,a. 

2.  Aus  diesem  buchst  aligemeinen  Umkehnin^sgefletae  Uissteü 
sich  für  die  Mathematik  viele  wichtige  Sätze  ableiten. 

BetracMen  wir  zunächst  21^ ei  mtt  einander  zusammenhän^nde 
Gattutigen  von  GrOsseu  in  Absicht  auf  ihre  jgletchzeitfgett 
Veränderungen.  Gewöhnlich  beweist  mäu  von  Ihrien  folgiende 
zwei  Sätze: 

1)  ,yZu  gleidlien  Grössen  der  erste«  Gattung  gehören 
gleiche  Grössen  der  andern  Gattung.^  -^ 

.3)  5«SBit  «Dgleichen  Grossen  der  ersten  Gattung  gehuren 
u»glitidi»  .Gtüseen  der   zweiten  Gattuug;    und  zwar  gebort  zu 


\ 

einer  grosseren   GrSsse   der  ersten    Gattang   eine  ?i^t 

'        "  KieiDere 

GrOsse  der  zweiten  Gattung. 

Hier  bedeutet  nun  iS  and  Z  die  Vendeichans^  welche.zwiacbe^ 
VKBi  Grossen  der  ersten  und  zweiten  Gattung  iiesteht ;  a  und  a 
das  Gieichsein  beider  Grössen ,  b  das  Grosser-^  c  das  Kieinersein 
•     j^         X      ^  x^  /.  j      Grösser-        ,       .       Kleinersein     , 

in  der  ersten  Gattung,  ß  &s^  ^^^^^^^    und  y  i^  ©rösserseln    *" 

der  zweiten  Gattung.  Mithin  folgert  man  nach  obigem  Umkeh- 
rungsgesetze aus  den  erwiesenen  zwei  Sätzen  noch  diese  zwei 
zugehörigen : 

3)  yyZxk  gleichen  Grössen  der  zweiten  Gattung  geliören 
gleiche  Grössen  der  ersten  Gattung.'' 

4)  ,,Ztt  ungleichen  Grössen  der  zweiten  Gattung  ffehöreo 
ungleiche  Grössen   der   ersten   Gattung;     und  zwar  genörf  zu 

einer   grösseren   Grösse  der  zweiten  Gattung  eine  ?.    . 

.  Kleinere 

Grösse  der  ersten  tSattung.'' 

Beispiel  I.  Die  Afsebra  beweist,  dass,  wofern  in  einem 
Producte  ein  Factor  (der  Alultiplicand)  ungeänderb bleibt,    a)  zu 

fleichen  zweiten  Factoren  (MuitipUeatoren)  gl€;iche  Producte  und 
)  zu  einem  grösseren  zweiten  Factor  (Multipltcätor)  ein  grösseres 
Froduct  gehört.  Indem  sie  ferner  bei  der  Lehre  von  der  xheilung 
das  Procbct  in  den  Dividend,  den  ersten  Faejtoi  in  den  DliFiser 
und  den  zweiten  Factor  in  den  Quotienten  üliersetzt;^  folgert  sie 
sog^Ieich,  dass,  bei  ungeändertem  Theiier  oder  Divisor,  ä)  za 
gleichen  Dividetaden  gleiche  Quotienten  und  p)  zu  einem  grösseren 
DiTidenden  ein  grösserer  Quotient  gehört. 

Beispiel  2.  Die  Planimetrie  erweist,  dass  in  einem  Drei* 
ecke  a)  gleichen  Seiten  gleiche  Winkel  und  6)  einer  grösseren  S^ie 
ein  grösserer  Winket  gegenüber  liegen.  Daraus  lässt  sich  daher 
sodeich  folgern,  dass  auch'  umgekehrt  c)  gleichen  Winkeln  gleiche 
Soten  und  d)  einem  grössern  Winkel  eine  grössere  Seite  gegen- 
über liegen  mflssen. 

3.  Diese  Sätze  lassen  sich  nunmehr  leicht  auf  drei- oder 
mehrere  unter  einander  zusammenhängende  Gattungen  toH 
Grössen  ausdehnen.  Seien  nemlich  die  beiden  fotgenden  Sfttie 
i^r  wiesen': 

1)  „Zu  gleichen  Grössen  der  ersten  Gattung  gehören,  auch 
gleiche  Grössen  der  zweiten,  dritten,  vierten  und  so  fort  jeder 
ändern  Gattung.'' 

t2)  „Zu  einer  grösseren  Grösse  der  ersten  Gattung  gehört  bald 
•ine  ffrössere  bald  eine  kleinere  Grösse  einer  jeden  andern  Gattung, 
jenachdem  diese  mit  der  ersten  in  gerader  oder  verkehrtei:  Vei^ 
gleichung  steht. '^ 

Dann  folgert  man  daraus  umgekehrt  ffir  Jede  übrige  Gattung 
zwei  Sätze  von  folgender  Form:  >      >  •. 

o)  „Zu  gleichen  Grössen  jedweder  anderen  'Gattung  gehöjren 
auch  gleiche  Grössen  dw  ersten,  mithmaudh  jeder  übrigen  Gattuog/' 


i)  mZh  etiler  ^Ummml  €8i«w6  fadirodeg  ^ Anitfwi  GMiM 
^•h(»rt  biild  eine  grdesefe»  bald  ebe  Klm&ere  OtSUmm-imr  eiteteiS 
jenaefadeB  dieee  zwei  GattUBgeo  m  |;efader  eder  teikelMrt^r.Ver- 
gl^ichaeg  mit  eibandor.  «lehen  ;  mithin.  getiOvt  dezü  auch:  entuFed^ 
eine  grösef re  ode?  Ueinero  GrOese  ^eiec  übiigee  GaitiiBff^  je.iieelv> 
dem  die^e  mit  der  erstcin  Gattung  m  gerader  öder  Terkdirter  Ver- 
glelbhung  «teht 

Beispiel  1.    In  der  ox^.^       ..'  beweist  man  von  den  sclkie; 

feh  Geraden,  die  nebst  der  senkrechten,  aus  einei»  Punkts 

an  eine  -p*       '  gezogen  werden  die  beiden  S&tze: 

«).'  Schiefe,  wel<;he  mit  der  Senkrechten  gleiche  W>n* 
kel  bilden,  sind  gleich  und  haben  ihre  Fusspunkte  Ton  dem  de^ 
Senkrechten  gleich  weit  abstehen. 

b)  Zu  einem  grosseren  Winkel,  einer  Schiefen  mit  der 
Senkri»chten  gebOrt  e.tne  gr5ssere  6der  lUflgere  Schiefe  und  ein 
grösserer  Abstand  von  der  Senkrechten. 

Hieraus  folgt  nun  umgekehrt;, 

c)  Gleiebe  ScUefen  bilden  mit  der  Seekrechten  gleiche  UVinr 
kel^mid  stehen  von  der  Senkrechten  gleich  .weit  ah« 

d)  Eine  grossere  Sicbiel«  bildet  .mit  .der  Senktechten  einen 
grösseren  Winkel  und  steht  von  ihr  weiter  ab. 

e)  Schiefe ,  welche  von  der  Sei^krechten  gleich  weit  abstehen, 
bilden  mit  der  Senkrechten  gleiche  Winkel  und  sind  gleich. 

f)  Eine  Schiefe,  welche  von  der  Senkrechten  weiter  absteht, 
bildet  wit  ^met  Sebkreefaten  einen  grÄusefn  Winkel  «nd  iiit  länger. 

Beispiel  2»    Die   Lehre    vom    Kreise   beweist,   dass 

.   n)  a^tt  gleichen  -W  In  kel  n  am  Mittelpunkte  gleiche  J^r  eis  b  o,sen , 

.Kreisausschnitte,  Sehnen  und  gleiche  Winkel  der  Sennen 

jßit.  den  ^Halbmessern  zuihren  Grenzpunkten,  gleiche  Abstände 

der  Sehnen  vom.^ Mittelpunkte,  gleiche  Sagitten  und  Kreisab- 

«jchnitte  geboren;    und  .    .     J 

'""  6)  dass  zu  einem,  grösseren      ,   ,  .  Winkel    am     Mittel- 

imokte:  auch.. ein  grosserer  Kreisbe^Hi  und  KreilwtMschnitt,  eine 

^T^   Sehne,. ein  „«gg^-^  Winkel  der  Sehne  mit  dem  .H^ft- 

kleinerer 

joesser  am  Grenzpunkte,  ein      ..  Absti^nd   d^.  ^ebne  voi<i 

grosserer 

»....  ■      i'x        .      grössere    „    .^         ,     .     grösserer    ^    .  ' 
Mittelpunkte,  eme  Ij^j^^^^    Sagitte  und  ein  |,^.^^^^^     Kreisafc- 

schnitt  gehört.  •         •.    : 

Daraus  kann  man  sogleich  umgekehrt  schliessep,,  diMSS  wenn 
einer  der  genannten  Gegenstände  gleich  ist,  ajuch  leder  andi^re  gleich 
sein  muss ;  und  dass  z.  B.  einer  längeren  Senne  ein  grösserer 
hohler  und  ein  kleinerer  erhobener  Winkel  aim  Mittelpunkte,,  ein 
kleinerer  Winkel  der  Sehne  mit  dem  Halbmesser  an  ihren  Grenz- 
pupkt^n,;  ein  kürzerer  Abstand  vom  Mittelpunkte  ü.  s.  f.  angehört. 

^.'  4  '£Mh0t  wCJiin  die  AbhftiMEigkeit  der  betraehtete»  Gattungen 
von  Grössen  in  bestimmteren.  Fernes  ausgespBochlln^wiid».)  mmt 


M 


beis4er  Phroportlonalität  ziveuer  Gattaagen  tob  Grusseta.  .  .. 

'Ist.BMohob  «rfcsanit^  da««  'swei  Gsttaageo  tod  Grihsara  darae« 
MM  f  anaaihmeDhäas^hi :  a )  dasa  za  sleiebeii  Grüaaen  einer  Jaden 
OaMnog  aaob :gi<AcM  der  aDderen  ana  ß)  aa  einer  grOaaerea  etaer 

jeden  Gattung  auch  eine  f.  .  der  anderen  gehiirt  und.  y)  daaa 

zu  ^dem  Vielfachen  einer  j<^den  Grösse  der.eraten  Gattung  daa 
Sbensovielfache  ,  -       •        ^  -  .        «  .. 

aer«b«n«*»ielte  Th*it  *^'  *«8etß«g<»>  ^rös^e  der  zweien  Gattni« 

gehört;  so  gilt,  vermöffe  des .  erwähnten  Umkebrungsgesetzes» 
auch  der  Scbmss  unigekenrt  von  der  zweiten  Gattung  am  die  erste, 

und  beifle  Gs^ttungien  vjw  Gxuys^n  ke^sea  dfinn  au  einander  .^ui,ki|»t 

prpportional 

.  .  '$.  AlM[  allen  diesen  9^spi<^len  erbellet,  da«s  bier^.so  wie  in 
ähnlichen  Fällen  die  Beweise,  ja. sogar  die  blosse  Annihrung  der 
umgekehrten  Sätze,  da  diese  für  sich  verständlich  sind,  überflüs- 
sig ist,  wenn  nur  dieses  Umkehrungsgesetz  als  dferii  zu  Utft^^eh- 
teoAbff  berdlts  bekaaat  roraiisgesetat  wel*den  darf,  daher  au  diesem 
Zwecke  etwa  ia  die  Yoirede  «äeriadie  Varbegriffades  bairaflEb» 
lien  Lehrbuehea  auig«nommen  Warden*  ist 


in. 


»';»' 


Uebef  itediracta  Bew;eftSje«und  ihi-^  KrAalsang  . 

durch  dir ecte. 

';]:  Ditecte  Beweise  lassen  bekännllidh  die  Waiirheit  Shrea 
Satzes  als  »^(^hlüssisatz  aus  richtigen  Präfftissen  unihittefhär  erlcen- 
nen;  iiidirecte  Beweise  dace^eri  stellen  me  Gültigkeit  ihrer  Behati^« 
iung  dadurch  ausiser 'Zweifel ,  dass  siie  zeigen ,  dks  G^geniheil  der- 
selben sei  unmöglich,  in  so  fern  es  andern  anerkantifen  Wabiiieitea 
widffstreitet  .Pirecte  Beweise  gewäjiren  daher  eini^  befriedigende 
£rkenntniss  des  nothw«iidtge>a  Zusammenhanges  der  Behauptung 
mit  ihren  Bewefserdnden,  imltreeteaber  lassen  nur  dea  Widerstnm 
dies.  Gegentheils  der  Behauptung  mit  denBeweisgründen  evkennen* 
Benn  direct^  Beweise  zeigen ,  dass  and  warum  etwas  wahr  aai  iaid 
gerade  i^o.  sein  müsse,  die  ind*reoteli  aber  blpss^  dass  und  warum 
'es  'nidht  faiscb  sei  und  nicht  andejrs  sein  kOi^.  Durch  den  diree^ 
ten  Beweis  werden  wir  daher  weit  inniger  von  der  Wahrheit  des 
Ai  beweisenden  .  Sailzas  '.  durchdrungen,  als .  durch  de»  indireoteo 
Beweis,  welcher  uns  bloss  das  Zugestäödniss  derselben  abnöthigt 
poch  sind  darum  die  indirecten  Beweise  noch  nicht  geradezu  ver- 
werflich; däbä  wo  sich,  die  vorausgesetzten  Diäjünctiob^n ,  von 
detien  man  eine  behauptet,  die  übrigen  aber  widerlegt,  vollständig 
übersehen  lassen,  wie  voräiügltch  in  .der  Mathematik,  passt  di^r- 
i^elbe  immerhin.  Wünschenswerth  bleibt  es  jedoch  imitier,di0 
indirecten. Beweise  überall,  wo  e^  nur  angeht,  durch  dir^cte  za 
ersetzen  und  sie  nur  als  unumgängliche  Nothbehelfe  zu  gebrauchen. 
Wie  jene»  Ersetzt  wenigsteni  in  manchen  Fiilco  gantetet  wer- 
'den  kann»  sott  hier  gewiaaeo  warden. 


2.  HaopthQifeii  der  VenMddB^  MiMcttfr  Be^pOm  i»M  die 
bereHs  in  den  yorangehei^deii  «swei  Abschnitten  lieh^naelteii  Con- 
trapomtjopen  hypothetischer  Urtheile  und  die  Umk^brung  hypöth.?^ 
tisch  -  disjunetlver  Urtheile ;  da  die  daraus  fliessendfen  unmittelbaj'eD 
Folgerungen  sonst  indtrect  erwiesen  werden  mässten. 

Man  wird  daher  überhaupt  'das  indirect  zu.  beweisende  logiscne 
Urtheil  vorerst  contrapeniren  uqd  dieses  neue  -(confraponirende) 
Urtheil  erweisen;  dann  folqt  daraus^  mittels  abermatiger  Contra- 
position.    das  zu  erweisende  von    selbst«     Soli  das  kategotisch^ 

tMheü 


4  •  t 


.  *  * 


„J  ist  iß« 

bewiesen  yifetieo,  so  wird  man  vorerst  das.c^ntraponirfnde 

ppEio  mcht'tt  kam  weht  A  ^Ofk''  ^ 

begrjittdeil;    dann  folgt  jenes  unmitt^ar  datatfs. 
Ist  das  hypothetische  Urtheil 

„Wenn  ^  ist,  so  ist  Ä" 

sUr  erweLsAD»  «o  zeigt  man  zuvorderst 

„Wenn  B  nicht  ist,  so  ist  Aueh  A  nicht. ^' 

S^r  pft  muss  ah^r  hierbei  noch'  eine  Umgestaltung  des  Ausdruckes 
de^  voirerst  ^  erweisende»  ^contrapcmirenden  C'the^Is  ypfgenom- 
meo  «yejcden.'     ■'. 

Beispiel  I4,  jPeiK  9aize:  . 

„Wenn  zwei  in  einer  Ebene  befindHche  CtohidM  von  innW  dltt^ 
ten  unter  gleichen  .Wechsebt^j^ibebi  Beschnitten  nefden-  ^d«  %>  so. 


.     '1 


schickt  Euklid  folgende  zwei  Sät^e  viqcüus:  .  ' .. 

„In  jedem  Dreiecke  ist 

1)  der  äussere  Winkel  grosser  -ab  jedeiü  innere  ihm-  gegen- 
übj^jr  Jiegend^,  u^d^  ^  *         * 

2)  die  Summe  jeder  zwei  Winkel  kleiner  als  zwei  rechte.''  . 

.  Beide  tosen- sich  tiun  in^  den- Satz  zusammeozieben: 

„Wenn  sich  zvei  Geraden  sebiieideD,  so  werden  sie  von  jeder 
dritten -Geraden  in  zwei  Punkten  dergestalt  gesehoitted,  dass  auf 
dmrjetiigen  Gleite  der  Schivridenden,  anf  welcher  ife  Dlirchsehnitts- 
punkt  liegt,  der  äussere  Winkel  grösser  als  sein  innerer  Wed^ 
selwinkejl  i^d  die  Slumqie  der  inneren  Gegenwinkel  klmnerals^  zwei 
rechte  jst^  IdfTZt  si^  yverdeii  unter  ungleichei)  .Wechselwlnkj^n 
geschnittep.  *' 

•  Dai^ns  folgt  demnach  der  anbngs  airfgestelite  (Sats'vnmtMlbar 
Ums  durch  einfadhe  Contrapofl^tion  cdine  den  vmtwendigear  Beweib 
Bridids.  .  ,    < 


■i'j  ■■  '*'-.* 


I    \ 


"   *)  Vergl*  Itiiflr  AnfiiQgsgTfiiide  Aer   rehien  Gcfömefüe.   Grätz.  19^. 


*         I  '    '         .       i*    :      ■  '  'i      *'        .      '      i' 
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BeiffficIK    Ebm  m  folgt  Ma  ^tar: 

,,  Wenn  an  den  Berührungspunkt  einer  Geraden  mit  einer  Kreis- 
linie def  Halbmesser  gezogen   wird,  so  muss  dieser  auf  der  b^rüli- 

renden  Geraden  senlcrecht  sein'' 

. '       '  .  '         ■  • 

o]bne  den  Jndirecten  Beweis «  den  er  giebt,  ans  dem  nächst  vorher- 
gehenden 'Lehrsatze: 

Die. gerade  Linie,  welche  auf  dem  Halbmesser  in  dem  End 
punkte  senkrecht  errichtet  wird,  beriihrt  die  Kreislinie; 

„Jede  andere  Gerade  aber,  die  durch  eben  diesen  Punkt  (also 
schief  gegen  den  Halbmesser^  gezogen  wird,  schneidet  die  Kreis- 
linie noch  in  einem  zweiten  Punkte.  ** 

Denn  hieraus  folgt  durch  Contraposition  unmittelbar: 

„Wenn  eine  Gerade  eine  Kreislinie  in  einem  Punkte  nicht 
schneidet,  sondern  berührt,  so  steht. sie  nicht  schief  auf  demHalb* 
messer  dieses  Punktes'' 

und  dieser  Satz  ist  dem  zu  erweisenden  gleichgeltend. 

3.  Oft  kommt  zu  erweisen ,  dass  unter  mehreren  möglichen 
Gegenständen  ^iner  Art  nur  ein  einziger  eine  beschriebene  Kigett* 
Schaft  besitze.  In.  ejnem  solchen  Fal&  umgelit  man  den  indirecten 
Beweis,  wenn  man  darthut,  dass,  sobald  man  sich  ausser  jenem 
ausgezeichneten  Gegenstande  noch  was  immer  für  einen  dieser  Art 
denken  will,  er  die  angeftihrte- Eigenschaft  nicht,  oder  das  Gegen- 
theil  derselben  besitzt.  Zuweilen  ist  dazu  erforderlich;  die  Drani- 
*  tion  dieser  Eigenschaft  und  ihres  Gegentheils  in  deni  xu  erweisen« 
d^Lebrsatz^  au:  wiederholen. 

Beispiel  L    Soll  der  Satz  bewiesen  w^den: 

,;  Jede  begrenzte  Linie  bat  nur  Einen  Bbtibirungspunkt '% 
so  zeigt  man,  oass  jeder  andere  Punkt,   den  itian  sich  ausser  dem 
angenominenen  Halbirungspunkte  denken  wUI,   die  Linie  in  zwei 
Theile  zerschneidet,   v^n  d^en  einer  kleiner,   der  andere  griisser 
als  die  Hälfte  ist,  die  also  ungleich  sind. 

Beispiel  2.    Den  Satz: 

„  Durch  einen  Punkt  ist  auf  eine  Gerade  nur  eine  einzige  Senk- 
rechte möglicli" 

beweist  man,«  indem  man  durch  diesen  Punkt  ausser  der  abgenom- 
menen Senkrechten  noch  eine  beliebige  andere  gerade  Linie  föhrt 
und  von  ihr  nai^bweist,  dass  .sie  mit  der  gegebenen  ungleiche 
l^^ebenwiiikel  biMet,  also  nicht  senkrecht,  sond^n  schief  auf  diSK 
^  ser  steht 

4.'  Häufig  bat  man  zu  beweisen,  dass  irgend  ein^m. Gegen- 
stande ,  z.  B.  einer  Linie ,  insbesondere  einer  geraden  ,^  oder  einer 
Fläche,  insbesondere  einer  ebenen,  mehrere  solche  Eigenschaften 
.  fluglälcb  zukommen,  von  denen  jede,  an  und  für  i^idk  allein  betrach- 
tet,  nur  einem  einzigen  derartigen  Gegenstande  aahidteB  kann. 
In  einem  solchen  Falle  denkt  man  sich,  nebst  dem  angenomui^Mn 
mit  einer  derlei  Eigenschaft  begabten  einzig  möglichen  Geeenstande, 
noch  einen  weiteren  mit  einer  solchen  Eieenscbaft,  von  der  bereits 
nachgewiesen  ist,  dass  mit  ihr  nothwendi^  auch  jede  der  übrigen, 
ako  auch  jene  vorausgesetzte,  verknüpft  ist;    und  scfaliesst  Sar- 


«ü»y  »daM 'jeacr  GcgcMtead  liit  ümmk  4smi  Id^Mawk  aek.  »mmmm^ 
foMieii  ^  diuto  äoch  '  ifcm  alle '  übilfeti  genaiiiileD  EigHmiA^Am. 
■wMinieD« 

Mao  liabe  tiäniich  aUgeineift  folgende  swel  Crtheile  keietti 
feetgeeMIt: 

1)  9,Nar  ffiB  einzlg^eii  Sabject  kami  jededmil  eine«  der  Merfe^ 
iiiaie  a,  b,  e,  il....  einzeln  h^Hten,** 

2)  ,.Weno  unter  gewissen  Uinstäoden  ein '  solches  SuMecf  das 
Merkmal  a  besitzt,  so  kommea  ihm  auch  alle  übrigen  Merkmale 
b,  €,  d,.*.  Tereint  wxl**  * 

Bann  gilt  auch  das  folgende  Urtheil: 

„.Wenn  unter  deoselbeu  Umständep  ein  Subject  S  eines  dec 
letztei^o  Mwkmale  b,  c^  d*..,  ohne  a  besitz^  so  besitzt  em  a«ch 
alte  übrigen» 

d.  h.  wenn  S^b  ist,  so  Ist  aacb  S^aed.^.. 
WMin  Syc  ist,  so  ist  auch  S,mbd*... 
wenn  iS,<{  ist,  so  ist  audi  5, a&c«»»» 

U,  S4  f/' 

kurz  die  Merkmale  a,  b,  €,  if...  kOnuen  unter  diesen  Umständen 
nicht  ¥on  einander  getrennt,  sondern  nur  rereint  bestehen;  sie 
stehen  und  fallen  mit  einander. 

Es  genügt  hier  nur  den  einen  Satz: 

„  Wenn  S,b  ist,  so  ist  auch  JS,  acd.  •  •  *' 
zu  erweisen^  da  die  übrigen  ihm  analog  sind. 

Man  denke  sich  unter  den  hier  stets  bedungenen  Umständen 
das  einzig  ml^gliche  Subject  S' ,  dem  das  Merkmal  ä  zukommt; 
dann  besitzt  es  auch  das  Merkmal  b,  vermöge  des  zweiten  ala| 
erwiesen  vorausgesetzten  Satzes.  Allein  dieses  Merkmal  b  kommt 
zufolge  der  Annahme  dem  Subjecte  S  zu  und  kann  nach  dem 
ersten,  als  bereits  für  gültig  anerkannten  Satze,  nur  einem  einzigen' 
Subjecte  eigen  sein ;  folglich  muss  das  Subject  'S  mit  S'  eineriel, 
ganz  das  nemliche  Eine  sein;  mithin  kommt  diesem  Subjecte  Sf 
auch  das  Merkmal  a  und  daher,  gemäss  dem  zweitcin  Satase,  auch 
die  widteren  Merkmale  c,  <{•••.  zu. 

Beispiel  1«    Die  Planimetrie  erweist  folgenden  Satz: 

„Jede  Gerade,   die  in  einem  Dreiecke  zu  einer  Seite  parallel 

fefiihtt  wird,  zerschneidet  die  beiden  anderen  Seiten  proportional^' 
d.  i.  so ,    dass  die  von  einer  gemeinsamen  Spitze  aus  auf  ihneä 
abgeschnittenen  Stücke  den  übrig  bleibenden  Stücken  und  den  gan- 
zen Seiten  ^Ibst  direet  proportional  sind). 
Dieser;  Satz  umgekehrt  lautet:. 

„Eine  Gerade,  die  zwei  Seiten  eines  Dreleokes  proportional* 
zerschneidet,  ist  zur  dritten  Seite  parallel '^  und  wird  gewöhnlich 
indirect,  auf  folgende  Weise  aber  auch  direet  erwiesen. 

Jede  begrenzte  Linie  kann  von  einem  angewiesenen  Grenz- 
punkte zum  anderen  hin  in  einem  angegebenen  Verhältnisse  nur 
auf  Eine  Weise,  d.  i.  durch  einen  eiozigen  Punkt/  in  zwei  Theile 
selheilt  werden.  Man  kann  ddier  den  Einschnitt  der  Geraden  in. 
die  erste  Seite  entweder  frei,  oder  erst  durch  diesiM  Verhiltniss 
hentimmt  ansehen;   dann  theilt  auch  nur  Ein  Punkt  die  zweite 


Italto  la  ietmOMk  VwfcMItBlMh,  iD  iiilikui  ll»  «fsl»  beert!» 
fsAeilt  ist  Dimli  anfrei  Pvnkte  isü  «iii  Eine  fierade  deridkek) 
also  hier  auch  nur  Eine  Gerade ,  welche  die  zwei  Seiten  in  gMekon 
VetUitnisse  zersehiieidet«  Dardi  eiaen  Pwakt  ist  zu'  dner. Gera- 
den nur  Eine  parallele  Gerade  möelich;  also  durch  jtfaieil  Theiri 
lüRgSpupItt  der  erstea  Seile  auch  bmn^ELae*  fMaileie  Gerade  »ir 
dritten  Seite.  Diese  parallele  zei^SMÜhoeidet  aber  die  beiden  ande* 
reu  Seiten  in  ^[leicbem  Verhältnisse.  Mithio  ist  jene  proportional 
zerschneidende  Gerade  mit  dieser  parallelen  iden^sch^  4r  >>*  selbst 
parallel  zur  dritten  Seite. 

Beispiel  2.  In  jed^m  Dreiecke  hat  a)  jeder  Winke](  nur 
Eine  Halbirungslinie,  6)  aus  jeder  Spftze  ilTsst  sich  atif  die  ge^en- 
fiher '  sleheöd^  iSeite  nur  Eine  Senkrechfte  feRedr;  e)  jede  Spitze 
kM»  mn* 'durch  Eine  Gerad#  mit  dem  Halbkuit^spankte  der  Gegen» 
Seite  verbunden  werden,  und  d)  in  dem  Halbirungspttnkte  jedef 
Seite  lässt  sich  nur  Eine  Gemde  hwt  die  Seite  acnbreolit  laufstellen. 

Nun  kommt  aber  tm  gMchfechenkKgen  preiedse  am  Scheitel 
desselben  derjenigen  Geradeiv^  welche -die  "erste*  Eigenschaft  besitzt, 
auch  jede  der  drei  übrigen  zu;  'mitbin  sind  in  diesem  besonderen 
Falle  die  anf;eluhrteii.4r  Eigenschaften  iin^ertreiuiUeb  mit  eitiaiidcir 
veibunden^  jede  eins^ne  zieht  die  drei  übrige^  nach  si^.-  Par^ 
pach  ergeben  sich  als  vollkommen  begründet  die  befaaxiPteih  4  Sätzn 
von  der  Halbirungslinie  des  Winkels  am  Scheitel  im ,  gleichschenk- 
ligen Dreiecke.  '  .     ' 

*  '  .  .  »     .  '        ■      •  ■         '  _  •    •' 

5.  Zuweilen  hilft  man  sich  auch  schon  damil^  daiis  man  d^ 
zu  <  erweisenden  Satz  nicht  im  voraus,  vollständig  in  Zeichen  dar- 
i^telity  die  ihn  erläuternde  geometrische  Figur  nicht  gstüz  auszeich- 
net, sondern  etst  im.  Beweise  die. nuthtgen  Zeichen  ode^  räümHcheb 
Gegenstände  einführt.     So  2.  B.  lässt  sich  der  Satz: 

^,  die  Mitte  der  Hypotenuse   eines  rechtwinkligen  Dreiecks  liegt 
von  den  Spitzen  desselben,  gleich  weit  ab^V 

den. Euklid  indirect  erweist ,  direct  ermisen,  wennman  den  rechten 
Winkel,  durch  eine  Richtopig  so  zertbeiit^.  dass  diei^e  mit  jedef 
Katl^te  einen  eben  S4>'grQSi»en  Wiqk^l  als  die  Bypeteimse  bildet» 
Denn  diese  Richtung  schneidet  in  die.  HypotePQseeiiiKy.  fi||i.  jeder 
Kathete.  liegen  gleicne  Winkel ,  also  in  den  entstandc^ne^  beiden 
Dreiecken  diesen  Winkeln  gegenüber  gleiche  Seiien.  Mithin  ist 
jener  Einschnittspuhkt  in  die  Hypotenuse  von  allen  dfei  Spitzen 
des  Dreiecks  gleich  weit  entfernt^  und  afso  auch  die  Blitfe  der 
Hypotenuisfe.  . 

6.  Andere  Wege^  auf  denen- mao  in  besonder^  Fillle^  die 
indirect'en  Beweise  umgeht,  gestatten  endtidi  niebt  wohl  dne  all- 
gemeine  Dsrlegwig. 

So  2.  B.  deir  Safe :        .  .  '     , 

5,.\Yenn  zwei  in  einer  Ebene  enthaltene  unendliche  Geradeii  von 
einer  dritten  unte^  gleichen  Wechselwinkeln  geschnitten  werd^en^ 
1^0  schneiden  «ie  sicR. nicht*', \       .     .  .  \    ;  '  \     .    . 


wird  bewiesei»,  indem  maü  di^»  zn^  beiden  ^SeiteD  der 

SlegeoiiK  Paave  vbntRieiUue^n,  ti^s  hnf  mi^lieh  ist,  aar  Deekusg 
init  und>  iifliD  stat*  deauhidr>>ge«idbbiiol»ii>  indirmtf  Bdeeieesi 


dlreet^  wie  folgt,  scbUentft  1^  .W<elin  smifVaa^  B0ti^  Uoien 
mit  einander  zusammenfallend  ff edapht  werden  können ^  i^  müssen, 
wenn  die  Geraden  des  einen  i^rejs  äkch  schneiden,  auch  die  des 
anderen  Paares  sich  schneiden,  und  wenn  fetfe  von  einandeir 
getrennt  bleiben,  auch  diese  überall  aus  einandcir  .bleiben.  Daher 
naOsseB  die  heiA^  bttvacbteteki^  uobe^reaetce  Gefad^  catwaiwi 
zu  beiden  Seiten  der  Schneidenden  getrennt  bleiben  odavaaf  beiden 
Seiten  zusamnefitr^fea.  Das  Lfrtztere  ist  j^qcdh undenlibAr,  weil 
zwei  Gerade  höchstens  Elnee  Penkt  g?«ieiii  haben  kOnaep;  mitUn 
gilt  das.  Kristerp^  nämlich  die,  Gerade»  treffen  siciiJiirgeiid«^- 


^•'i 


fJeb.fir   die  . Vejjueidang  .der-  inducterischen  .Beweise 

in  der  Mathematik« 

.1,  Die  Inducti^niü- Beweise  werden ,1  wegen>  Uirer.ini  großen 
Weitl^uügkeit,  in  der  Itfa^hematik.  nuf  als  NoUib«[helfe  y.ermndet^ 
wo  Modere  nräcise  «Beweise  mangeln  Dena.Torfsr/it  mnssausjmeV 
reren  einzelnf^n^  an  oeer,  nacli  einander,  gereibtei^.  Fällen-  d|Ui 
Gemeinsame  oder  allgemein  Gültige  abstrabirt  und  als  in.  einigeii 
ersten  Fällen  gültie  nachgewiesen,  weraeaw  Dann  ist  zu  e^eiseoj 
d^ss  sobald  dies  als  wahrscheinlich  hinffesteilte  Gesetz  bis  ^u  einem 

gewissen  Falle  gültig  ist,  es  auch,  noch  .bis  zu  deni  nächst  folgen- 
en  Falle  gelten  müsse.  Dadurch  erst  erlangt  man:  die  Üelierzei»; 
gung,.dass  das  aufgestellte  Gesetz  oder  der.  zu  beweisende. Satz 
allgemeine  Gültigkeit  besft^tT'  und' der  luductiorisbewe^  treisst 
m  fort  vervoücitändigt.  I9icbt  bloss,  dass  dadurch  der  Zug  des 
Beweises  sich  sehr  verlängert,'  so  jerfähTt  man  durcb  ihn  auch  nur, 
wie  jeder  folg^d^  Fall  mit  dem  nächst  frühere^  zu^ammenh^ngti 
ki^neswegs  aber  ^^wfnnt  inati  eikie  helle  Einsieht  in  den  nothwen- 
digen  Susammehfaang  des  zu  eiTTreiseoden  Satzes  mit  seiiren  Beweis« 
gi^nden;  die  Kraft  des  Beweises,  der'Tiervtit  probaridi^  wird 
gleichsam  verdunkelt  oder  verstedkt  gehalten. 

2«  Wo  daher  der.  indiietor»che  ]Beweis  sich  vermeid^  lässtii 
da  solkemaix  ihn  ifnm^  durchs  eiqeii  auf  sein  Ziel  gerade. loigf- 
liepden  oir^i^ten  Beweis  ersetzen. 

'Beld^pieM.'  iS^  wurde  sonst  der  binomisehe  Lehrsatz  in  der 
^  Algebra  für  ganze  absolute  Exponenten  inddctoriech  erwiesen,  wie 
er  selbst  durch  Induction  entdeckt  worden  war.  Allein  wie  volU 
ständig  und  richtig  der  Beweis  auch  hingestellt  werden  mag,  so 
gewährt  er  doch  dem  denkenden  Geiste  keine  deutliche  und  leben- 
dige Ueberzeugung,  weil  man  niolit  den  nothwendigen  Zusammen- 
haue des  Biidungs^setzes  der  CoefBcienten^der  eipzelnen  GUeder 
miu  ^em  Bau  der  .Fotepzen  einsieht.  Beut  zu  Tage,  wo  di^  Coih-* 
binationslehre  auf  deri  hinreichenden  Grad  ausgebildet  ist,  wird 
jeff^r  ^adoctorische  Bj^weis  ,durcH ,  den  :  directeo,  combinaitoriacheD 
a&  den  überzeugendsten  eri^ptjKt.    ..     „      .      .     '  ...j    ;    ,.    :, 


'  "\ 


'••<r>Verel.'|]k  Visley- i^lMeäl«  de  g^Mn^trie.    B' ^dit    «fen^re  IWt 

ß%\'M*  >!ini&.'4M^.>    <Nim.  Ali  eiene  llattmgfetsenlebr««    9' Aufl. 
)MI«w  &m^    $.39«. 


.♦.'.•.•  'x  ;  h 


». 


■  I 


^         r 


Beispiel  %    ClMn  «okann  d«f  Mk: 

^9  Dos  Product  mehrerer  Zahlen  gibt  durch  jede  Zahl  getbellt 

Jeoaelbi^  Rest,   wie  das  Product  der  Reste  der  Factereo  uacli 
em  Benilichea  Theiler'^ 

iodttcteffiBch  erwiesen  werden^  befriedigeBder  aber  direct  auf  fei« 
gende  Weise. 

Geben  die  Faetoren  des  Prodnetes  durch  den  Theiler  t  getheilt 
die  Qooti  a,  hj  e,..i.i»t  und  die*  Reste  «,/l,  y,....^,  so  mnd  die 
nach  einander  folgenden  Faetoren  a<-4-ir,  ftf4*^>  <^^4f>«'**«^^4'f»» 
daher  das  Product  selbst 

{ai\a)  (W+/J)  (c«+y)....(m«+fi). 

Denkt  man  sich  nun  die  Multiplication  ausgeAhrt  und  daq 
Endreaoitat  nicht  redocirt^  so  liefert  In  jedes  Theilprodnct  diese^ 
nicht  reducirten  Endproductes  jeder  der  aweigliedrigen  Faetoren 
ein  Glied,  sein  .erstes  oder  sein  zweites;  daher  musii  es  ein.  und 
Kwar  nur  ein  fiozfges,  Thellproduct  geben,  welches  bloss  die  zwei- 
ten Olied<^r  der  Faetoren,  also  gar  kein  erstes  Glied  eines  Factors^ 
in  sich. vereint  und  daher  =  ttßy,.,ii  ist  Jedes  der  übrigen 
Th^ilproducte  aber  rauss  wenigstens  aus  Einem  Factor  das  erste 
GliiNl  In  sich  anfnehnien ,  folglich  sowie  ipeses  erste  Glied  selbst 
durch  den  Theiler  t  theilbar  sein;  .mithin  nitaiimt  es  auf  den  Rest 
des  ganzen  Productes  gar  keinen  finfluss ,  sondern  bloss  jenes  ein  ' 
asf^  Theilproduct  a/ly...;fi^  nemlicfa  das  Product  der  Reste 
der  elnzelneii  Faktoren. 

äu    Die  neuere  huheu». ;  Analysis  nimnit  es  mit  ^r  laductioii 

Sewuhnlich  nicht  sehr  genau  und  dies  nicht  ganz  phoe  Recht, 
lehr  oft  ersiiel^t  m^n  nftmlich  an  den  Gliedern  einer  Reihe,  an 
mehreren  nach  einander  folgenden  Aiisdrficke«  oder  Gleichungeny 
welche  aus  einer.  Untersuchung  nach  und  nach  sich  entwickeini 
ein  bestimmtes  Bilduogs^esetz  so  deutlich  ausgesprochen ,  dass.  es 
för  putzlose  Weitläufigkeit  gehalten  wufde,  wenn  man  die  vollkom- 
mene Gültigkeit  dieses  Gesetzes  erst  noch  umi|(^dlich  nachweisen 
wollte,  ,da  man  doch  den  Gang  der  successiven  Entwickelung 
leicht  Überiichaut  und  an  der  Richtigkeit  der  ohne  Mühe  binza- 
/rtetlendefn  allgcfmeinen  Formen  solcher  Ausdrücke,  oder' Gieidiunseii 
auch  nicht  den  mindesten  Anstand  findet  Belege  hiezü  geben 
B.  B.  die  Reiheaetotfrlckelungen  der  Ezppaentielleli ,.  Ijogaritmnen, 
Sinus,  Cosinus  )U»  dgt  mittels  der  Methode  der  unl^istimimtea 
Coefficienteii»    . 

-  '■  ,     '  •.'     '  '        .  .         '  .     I    .  •        •• 

Ueber  die  Umgehung  der  logischen  Di^isipn^en  und 
Distinctionen.in  mathematischen  Beweisen. 

Die  logische  Division  fordert  die  vollständige  Aufzählnrig  aller 
einem  höheren  BegriiTe  untergeordneten  und  einander  selbst  l>eige- 
ofdneten  BegriiTe.  Von  ihr  wird  in  der  Mathematik  häufig  Gebrauch 
gemacht,  wenn  die  Gültigkeit  eines  Themreros  für  alle  ver^chlede- 
nen. möglichen. Fälle  ent^ieseo  werden  SölL  Es  lässt.'sldi Jcdocii 
nicht  verkennen,  dass  dadurch  der  Beweis  w^llKafig  UndiaflMamer 
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ZU  fiberseheo  ausföllt.  «  Damm  bleibt  es  vortheilhaft^  dergleichen 
EintheiluDgeD  uod  UoterscheiduDgeD  überall,  wo  es  ohne  Beein- 
trächtigung der  Strenge  und  Allgemeinheit  des  Beweises  geschehen 
kann ,  bei  Seite  zu  lassen.  Wie  dies  In  einzelnen  Fällen  zu  leisten 
sei,  soU  hier  gezeigt  werden. 

Beispiel  1.  Ein  in  der  Mathematik,  besonders  in  der  Geo- 
metrie, oft  vorkommender  Fall  ist* der,  wo  die  Gleichheit  zweier' 
Grössen  A  und  B  indirect  zu  erweisen  ist.  Hier  schliesst  man 
eewuhnlich  also:  „Konnte  A  nicht  =  B  sein,  so  musste  entwe- 
a^  A^B  oder  A<^B  «etn/^  Und  dann  zeigt  man,  dasS  w«d^ 
jenes  noch  dieses  bestehen  kann.  Allein  immer  lässt  sich  der 
mchsatz  hier  so  wenden :  „Wären  die  Grossen  A  und  B  ungleich, 
so  musste  eine  aus*  ihnen  die  grossere  sein ;  sei  diese  dii^  A,  näm- 
lich A^B,**  Hat  man  dann  nur  dieses  Eine,  dass  die  zwei  Gros- 
seil  nicht  ungleich  sein  kOnnen,  erwiesen,  so  mfissen  sie  noth- 
wendig  einander  gleich  sein. 

Beispiel  2.    Der  planimetrlsche  Satz; 

„Parallelogramme    Ton    gleichen    Grundlinien     und    Höhen 
sind  gleich  *' 

wird  von  Euklid  erwiese«,  indem  er  die  Parallelogramme  auf  einer- 
lei Grundlinie  zwischen  dieselben  zwei  parallelen  Geradeü  stellt 
und  dabei  die  hier  möglichen  drei  Fälle  unterscheidet,  je  nachdem 
ein^  Grenzpunkt  der  zur  Grundlinie  parallelen  Seite  entweder 
zwischen  die  Grenzpunkte  oder  auf  einen  Grenzpunkt  oder  end- 
lich ausserhalb  beider  Grenzpunkte  der  analogen  Seite  im  andern 
Parallelogramm  .zu  liegen  komtnt.  Man  bedarf  jedoch  dieser  Unter- 
scheidung gar  ^  nicht,  wenn  man  die  Parallelogramme  nicht  als 
Summen,  sondern  als  Unterschiede  congruenter  Trapeze  und  Drei- 
ecke darstellt  *),  indem  igian  bloss  die  beiden  Dreiecke,  deren  Con- 
fruenz  man  jedesmal  erweisen  muss,  von  dem  entstandenen  ganzen 
rapeze  abzieht,  wornach  theils  das  eine,  theils  das  andere 
Parallelogramm  übrig  bleibt.  Aehalich  verfahrt  man  auch,  wenn 
man  erweisen  will,  dass  Parallelepipede  von  gleichen  Grundebenen 
und  Höhen  gleich  sind  **)., 

-  ■       I.  ■ 

*  • 

*)  Vefffl.  LeslieT.  Geometrical  Aoalysis,  Vega  Vorles.  Aber  Mathe- 
matik.   T  Aufl.,  beransgegeben  von  MaUka.    Wien  lB35u 

^}  Vergl.  Nr.  IV.  meines  AnfsatsQ«  im  Archiv.   Bd.  4.  Heft  4.    S.  362. 
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Theil  VI. 
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Goniometrlsclie  Auf  19»iuiir  dreier  €Uel- 
clrnngren  Ton  der  Form,  ax  +  &9  4-  ez- 

.     Von 

dem  Herausgeber. 


Wegpn  der  dritten  der  drei  avfEitlusenden  GMchtingen  ist  man 
berechtigt 

1)    j 2fr=: sing} cos t^, 

\z=^sIb^ 

zu  setzen»  und  hat  dann  bloss  die  beiden  folgenden  Gleichungen 
aufzulösen: 

^    ( CiCosgjcosifr-f  ÄiSlng>cosi;;+CiSini{i==tV. 
Bringt  mftA  di^se  Gleichnngen  auf  die 'Form 


3) 


(a  cos  g>  4*  ^nn  9>)  cosilß'\'Cemifßi=^i/ 
(üi  cos9)-f  Ai-sin go) cos ^-f^^i  8\nilß=^ii ; 


und  bestimmt  ans    denselben  sinifi  und  cos*^  dorch  gewohnliche 
algebraische  Elimination,  so  erhält  man: 


4) 


,  ,      '  (aii  —  iui) cos q>  +  (bii  —ib^) sin y 

|sin  Tp  —  ^^c^^cal)coB(p -\-(bci  —  cbj) sing)' 

dl  —  ici 

tp     ""(aci  —  cui)  cos  q>  +  (bci  —  cbi)  sin  9)* 


Weil  nun  sin  '^*-|-cos'^'=^l  ist»  so  ist»  wie  man  leicht  findet: 

5)  { (aci  —  cai)'  —  (aii  —  i«i)* }  cos  9* 
+  { (6ci  — c6i)«  -  (bii  - 16,)« }  sin  (p* 
—  2  { (ai\  — fai)  (*»i  —  tfti)— (aci  — caj)  (ftci  —  c^Oisingpcosy 

=  (eil  —  fci)*  , 
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tttts  welcher  Gleichung  99  bestimmt  werden  muss.   Setzt  man  aber 
in  derselben 

80  erhftlt  sie  folgende  Gestalt: 

6)  2((ati  —  <a,)(Ki  — 181)  — (oci— cai)(ÄCi— cÄi))sin29> 

- 1  (HCl  -  caO«  -  (bct  ^  c*i)«  -  (all  -  ia^)* + (W,  —ifti)« }  cos2g^ 
«  =  (acj^  —-ua,)«  +  (ÄCi—c6i)»—(itti— &,)•—•(«,  — 16,)» 

ßereehnet  mas  jetst  den  Hölfswialiel  d  nutteist  der  Formel: 

^  7)  tang  ö  =n 

(aci  ^  caQ*  —  (6ct  —  cftQ« — (at\ — ia^)^  +  (6t\  >- 16,)^ 


5i(ali  — tai)  (611  —  <Äi)  —  (oci  —  caO  (6ci  — e6i)} 


'9 


SO  erhält  man  nach  einigen  leichten  Reductionen  zur  Berechnung 
von  fp  den  folgenden  Ausdruck: 

8)  sin  (29>— 6)  = 
(ae,-co,)*-K6c,-c6,)*->(al.~iB,)'--(6t.>-46i)«-2(rfi-fe.)« 
^        2K«-,  — ia.)  (6t\ — »0— (oc. — coO(6ci  —cA,) }  ""■** 

Nach  einer  sehr  bekannten  aiitfametischen  Transformation  erge- 
ben sich  aber  hieraus  zur  Berechnung  von  tp  die  folgenden  Aus- 
drficke.  Man  berechne  znerst  die  HuCsgrSssen  A,  M,  Cmittdst 
der  Formeln: 

(a(ci  +  i.)— Ol  (c+i)Ha(ci"- «•.)-"«!  (c—0) 
2  { (o»,  —  iot)  (6»i  —  iÄi)  —  (aCi  —  ea^  (bci  —  c6i) } ' 

Qx  /  »_  (6(c.+f.)-ft.(c+t)}{A(c.-i-.)-6.(c-0) 
"^  J^-2{(o»i-tOi)(6f.—f6,)—(ac,—.o«i)<*c.— ««,)!' 

C_  (ct'.-fc.)' 

(«', — »Ol)  (All  —  ibi)  —  (aci  —  coi)  (6ci  —  co,) 

dann  hat 'man  zur  Berechnung  von  9  und  9)  die  folgenden  Ausdrücke: 

,ft.  j  tang©  =  J-Ä, 

Die  Grosse  ^  findet  man,  nadidem  man  g>  gefunden  hat,  mit- 
telst der  Formeln- 4),  oder  besser  mittelst  der  aus  denselben  flies- 
senden Gleichung: 

11)  tangK»=--jT^irf^cos^-jj-;::^rinv. 
Setzt  man 


24* 


ai,  —  tfli^ 
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so  ist 


'         ^^  Clx  —  tCi  COS» 

Die  Muglichkeit  der  AuflSgaog  hingt,  wie  cti^leleh  an»  deo 
GleichuDgen  10)  geschlossen  wird,  davon  ah,  dass  der  ahsohite 
Werth  der  Gross« 

(^+Ä— C)cose 

nicht  grosser  als  die  Einheit  ist,   eine  Bedingung,    die  wir  daher 
'etzt  an  im  Folgenden  als  erfüllt  voraussetzen  wollen, 
bezeichnen  wir  nun  durch  u  den,    absolut  genommen,    klein- 


von  jetzt  an  im  Folgenden  als  erfüllt  voraussetzen  wollen, 
bezeichnen  wir  nun  durch  u  den,    absolut  genommen 
sten  Werth,  welchen  2^ — O  der  zweiten  der  Gleackanpeit  10)  zu- 
folge haben  kann,  so  ist  bekanntlich,. wenn  k  eine  beliebige  posi- 
tive oder  negative  ganze  Zahl  bezeichnet,  entweder 

oder 

29)— Ö=(2Ä  +  1)»— 11; 

und  folglich  entweder 

29r=«4.e+2ifc» 


oder 


also  entweder 


oder 


2^=(2ifc+l)«-.(i«— ^; 


9,=t(tf  +  e)  +  A» 


Daher  ist  entweder 

sin9=(— I)*sin4(te+Ö),  cos9»=(— l)*cos4(ii+©) 
oder 
.    sing)=(— l)*sin4(»— ti+ö),  cos 9)=(—l)fcosi  (»—«+©). 

a 

•  Folglich  ist  nach  4)  entweder 

^>^        (fl»i— >gi)cos4(u+e)+(6t|—i6,)ettni(«-|-e) 
'^     (aci—cai)  cosi  (te+  S)  +  (6c,  — c6i)  sin  |  (m+  S)  * 

^  /  -INA.  ^*'    '<?1 

COS  1Ü = —  (—  1)*7 ' 


(aci  — cai)  COS  J  (u  +  €)+{öCi  — «6»)  sin  i  («+  ö) ' 
oder 

.  (o£i— ioi)  cosi(»— tt+e)  +  (6ti— ifei)sin  t(gg— rfi+g) 

^*°*"7(acr— ca,)  cos4(«— tt+ö)+(6ci  — c6,)  sini(9r— ti+e)' 


S7S 

Also  ist  entvreder 

j?=co09cos^ 

__  • (eil  — tCi)C08i(tl  +  ^) 

•^     (aci — cai)  cos  K«« + ^) + (*«•!  —  <?*i)  ßi»  i  («« + ö)'      ' 

* 

__^ (c»i — tci)  sin  i  (tf  -f-  ^) 

"*  (a€i — cai)  cos  i  (n +9) +(6ci  —cfti)  sin  i  (ti  -|-  9) 

z==sin^  4 

_(<»i-^u?i)cosKti+g)+(Wi—t»i)sipi(K+g) 
(aci  *—  cai)  cos  i  («.+ ^)  +  (äCj— cäO  sin  J  (u-f^) 

oder 

a;=cos^cos^ 

^         (c£i  — fcA)cos  K^g— tt+^) 

"~         (aci — Ctti)  cos  K» — «+^)+(Aci— c6i)sin4(9r-^tt+d)' 

jf = sing)  cos  ^ 

__^_^ (cix-^tci)  sipi(gc— tt+g)        ^ 

"^     (acj  — CÄi)  cosi(9r— tt+d)4-(6ci— c6i)  sinK»— w+ö)' 

z=sin^ 

(ati— >gi)cosi(n?— tt-f^)  +  (6ti— tfti)sipi(gg— tc-t-e) 
"^Coci — cai)cosi(9r — tt+ö)+(*ci — c6i)sini(»— u+©)*    - 

Aus  dieser  Betrachtung  geht,  weil  überhaupt 

(ei,  •— tcOcoso 

j:=:COS0pCOS^=  — 7 T r-TT ,   v    *         f 

(eil — fci)sina> 

if=sin9Cost^= — 7 T TTi — ^    L  \  ' — f' 

,        ^  ir        T  ^^^ — cai)cosg)+(6ci— c6i)8iny 

— .  •    -I  —  (^'^'i ""  ^^i)  cog  y + (Wi  —  tfti)  sin  y 
~"       ^~"  (oci— caJcosy-l'CAci— c6i)sin9 

ist,  nnzweidentig  hervor,  dass  man  zur  Erreichung  vOUiger  Allge- 
meinheit bloss 


UV      _    (4(««+ö) 


ZU  setzen  braucht. 

Wenn  man  ib  mittelst  der  Formel  13)  berechnet,  und  den,  abso« 
lut  genommen*  kleinsten  Werth  von  «^  durch  v  bezeichnet,  so  ist. 
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indem  k  wi^er  eine  beliebige  positive  oder  negative  ^ze  Zahi 


und  folglich 


15)  ^=©+4», 

»  ■ 

•in^=:(— l)*8int;9  öw^r^C— l)*co8r. 


womns  man  sieht,  da»s  die,  gera^ep  pnd  ungeladen  WeHfaen  von 
k  entsprechenden  Werthe  von  sin  '^  und  von  cos  ib  immer  ent- 
gegengesetzte Vorzeichen  habe«.  Ob  man  nun  für  k  eine  gerade 
oder  ungerade,  übrigeiis  an  sich  wiükiihrliche,  ganze  Zahl  setzen 
muss,  bt  nach  den  Vorzeichen  zu  beurtheiien,  welche  sin  ^  und 
cos  ^  in  Fci^  der  Formehi  4)  haben  mlURsmi. 
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.     1 


XliVI. 

•  •  • 

Heber  die  Oenauigliett  der 
Ketten  "  nessmifreii. 

(Drittel^  Nachtri^  nur  Autogleiehiiiigsrechinyig  "*")• 


\y. 


VoD  dem 
Herrn  Professor  Dr.  Gerling  sa  Marburg. 


lo  meiner  Ausgleiehuiigs-RechDune  (8.  44)  habe. .ich 
darauf  aafinerksam  gemacht,  aass  wir  noch  Im  Dunkeln  darüber 
seien,  .wieder  mittlere  Fehler  der  Kettenmessungen  mit  der 
Länge  der  '  gebrauchten  Kette  und  der  Länge  *  der  gemessenen 
lAtkie  zusammenhänge;  und  dass  also  hier  Terdienstnche  Unter- 
suchungen noch  anzustellen  blieben. 

Diesem  Geschäft  hat  sich  Herr  W.  Handschuh  aus  Fulda 
nun  unterzogen,  welcher,  nachdem  er  bereits  längere  Zeit  als 
Kataster -Oeometer. gearbeitet,  jetzt  hier  studtrt.  Derselbe  fiber- 
brachte mir  nämlich  oei  seiner  Herkunft  eine  Reihe  von  200  Mes- 
sungen, welche  er,  veranlasst  durch  jene  Bemerkung,  im  vorigen 
Hernst  im  Fuldaisohen  angestellt  hatte,  und  deren/Ergebniss  ich 
den  Praktikern  im  Folgenden  mittheile. 

Hr.  Handschuh  hatte  in  einem  nach  dem  Au^enmaass  eWnen 
Wiesen-Thal  mit:ziemlich  festem  Untergrund  fünf  Linien  abgesteckt, 

von  20,3;  49,5;  65,0;  79,9  und  100,0  Ruthen, 
und  jede  derselben  zehnmal  mit  der  fünfmaligen,  mit  der  dreiruthigen 
und  der  zweimthigen  Kette  gemessen ,  indem  er  bei  jeder  einzelnen 
Messung  die  letzten  Ueberschüsse  an  einem  Zollstab  ablas,  und 
nach  je  zehn  Messungen  seine  Kette  an  einer  Normal-Ruthe  revi- 
dirt^,  sie  auch,  wenn  sich  Abänderungen  zeigten,  sammt  den 
Messungen  berichtigte. 

Zu  diesen  150  Messungen  hatte  er  nun  aber  noch  weitere  50 
hinzugefügt,  zu  dem  Zweck  eines  entscheidenden  Versuchs  über 
das  Verhältniss  der  Genauigkeit  in  den  Ketten-Messungen  und  den 
Maass-Stab-Messungen.  Jede  der  obigen  Linien  wurde  nämlich  auch 

♦)  Die  beiden  ersten  siehe  Theil  VI.    Heft  2.    $.  141. 
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zehomal  mit  iwei  Rnthra-SUibeii  durchgemesseD ,  so  iaaa  d«  eine 
aur  d«m  hortzoQtalen  Bodea  angedrückt  gehalten  und  der  andere 
dann  vorsichtig  daran  gestosseu  wurde. 

Ich  lasse  nun  zueist  die  Origiaal-Beobachtnngen  hier  TolgeD: 

Original  -  BeobachCnnyen. 


ErHlc 

Linie. 

ilritlp 

Vierte 
Linie. 

Fünfte 
Linie. 

20,324 

4»,506 

64,934 

79,910 

100,000 

20,32-2 

49,517 

64,986 

79,880 
79,912 

99,991 

20,353 

49,500 

64,956 

100,030 

20^27 

49AI2 

65,000 

79,891 

100,000 

Mjftuthis. 

20,330 

49,468 

65,034 

79,895 

100,030 

KMe. 

20,330 

49,460 

66,000 

79,850 

100^050 

20,342 

49,450 

64,970 

79344 

100,010 

2(W31 

49,477. 

64,955 

79350 

100,020 

20,346 

49,450 

64,925 

79,885 

100,030 

20,334 

49,440 

64,930 

;  79351 

100,000 

20,360 

49,467 

64,900 

79,860 

100,069 

20,340 

49,490 

64,920 

79,860 

100,115 

20,340 

49,480 

64,900 

79,860 

100,050 

20,310 

49,510 

64,910 

w 

100,025 

Ureiruthige 

20J45 

49,490 

64,960 

99,965 

Kette. 

20,31.5 

49,500 

64,900 

79,860 

100,065 

20,330 

49,530 

64,890 

79,875 

100,070 

20,320 

49,535 

61,920 

79,860 

100,120 

20J35 

49,550 

64,960 

79355 

100,037 

20ÄI 

49,490 

64,960 

79,850 

99,960 

20,355 

49,490 

64,880 

79385 

100,000 

S^ 

49,470 

64,920 

79,885 

100,001 

20,320 

49,440 

64,860 

79,900 

100,004 

20,350 

49,445 

64,875 

79,875 

99,996 

20,320 

49,460 

64,880 

79,915 

100,020 

Kette. 

20J30 

49,453 

61,870 

79380 

99390 

20,340 

49,435 

64310 

79,862 

100.005 

20,335 

49.443 

64,905 

79356 

99,995 

20J30 

49,465 

64,890 

79350 

99391. 

20,330 

49,485 

64,880 

79365 

100,000. 

S'i° 

49,5« 

65,000 

80,000 

100,180 

20,360 

i9M0 

64,996 

80,012 

100,180 

20,360 

49,541 

64,990 

.  80,013 

100,180 

20,355 

49,543 

61,989 

80,012 

100,160 

Maaes-StSbe. 

20,357 

49,542 

64,996 

80,006 

100,176 

20,353 

49,543 

64,990 

80,003 

100,160 

.j 

20,356 

49,542 

64,991 

80,006 

100,163 

20,355 

49,549 

65,000 

80,003 

100,170 

20,366 

.49,643 

64,993 

80,004 

100,160 

20,360 

49*43 

64,9S7 

80,006 

.100,166 

in 

Wir- haben  dud  dtetre  Messimgeti  gemeinsdiaftlidi  id  Rech- 
nttBg  geDommeti  üuf  folgende  Weise. 

Zuerst  nabmen  wir  die  arithmetischen  Mittel  aus  je  zehn  Mes- 
sungen und  fanden:  ' 

ffinfmtfaige  Kette  20,3339  4»y4780  64,9689  79,8768  100,0161 
dreinithige      „      20,3345  49,5042  64,9220  79,8593  (100,0472) 
asweiruthige    „      20,3340  49,4586  64,8870  79,8r743  100,0002 

Maas« .  Stäbe  20,3572  49>5430  64,9932  80,0065  100,1694. 

^  Hiezu  ist  zweierlei  zu  hemerken»  a)  Die  Messungen  der  ffinftep 
TjLinie  mit  der  dreir^thigen  Kette  wurdep  „nach  dem  Erfoie  ausge- 

^^  Itehlosseii'V«  weil   sich  ifür   die  Abweichung   der   protocpllariscne 

^Gr^nd  fand,  dass  ein  eingetretenes  Regenwetter  den  Boden  er^ 

weichte  und  die  Genauigkeit  Jbeeinträchtii^e*   Oben  ist  deshalb  das 

betreffende  Mittel  io  Parenthesen  eingescnlossen.  b)  Die  Mittel  aus 

\j  den  Maass-Stab-Messungen  zeigen  sich  sämmtlicfa  etwas  grosser.^ 
di0.aus  den  Ketten -Messunj^en.  Diese  Erscheinung  eälärt  sich 
wakvacheinlich  aus  dem  kleuien  Unterschied  der  hier  gebrauchten 
Maass-Stäbe  von  demNormalrStab»  worauf  die  Ketten  regulirt  waren> 
oder  auch  daraus,  dass  die  Ketten  bei  der  Regulirung  nicht  ganz 
dieselbe  Spaniiung  hatten ,  welche  die  Ketteozieher  ihnen  nachher 
im  Felde  gewohnheitsmässi^  gaben.  Sie  ist  aber  fflr  den  Zweck 
der.  Yer^leichung  der  Genauigkeit  offenbar  ganz  unschädlich ,  indem 
es  hiebei  nicht  auf  das  absolute  Maass  ankommt 

Die  gewonnenen  Mittel  benutzten  wir  nun  zur  Berechnung  des 
mittleren  Fehlers  (m  nach  §.  16.  und  §.  20«)  Cur  die  einzelne  Messung 
in  der  einxelpen  Linie,  und  fandc^n  - 

fSnfnithige  Kette  0,0100  0,0286  0,0357  0,0260  0,0188 
dreinithige     „     0,0136  0,0265  0,0276  0^0083 
zweiruthige    „     0,0115  0,0189  0,0190  0,0211  0,0085 

Maass-Stäbe  0,0026  0,0024  0,0046  0,0044  0,0068. 

Hieraus  scheinen  nun  drei  T  hat  Sachen  hervorzusehen ,   die 
wir,    bis  weitere  Beobachtungen  darüber  etwa  anders  oestimmen,- 
für  entschieden  halten  müssen.    Nämlkh:- 

1)  Es  ist  irrig,  wenn  man  glaubt,  der  mittlere  Fehler  sei  un- 
abhängig von  der  Länge  der  Kette.  Im  Ge^ntheit  zeigt 
sich  liier,    dass  die  Genauigkeit  im  Allgemeinen  abnimmt, 

.  wenn  man  mit  einer  längern  JBlette  misst 

2)  Es  i«t  irrige  wenn  mana  den -mittleren  Fehler  der  Länge  der 
gemessenen  Linie  proportional  setzt.  Im  Gegentheil  zeigt 
sich  hier ,  dass  er  in  längeren  Linien  geringer  sein  kann  als 
in.kürzerettit  .,    . 

3)  Es  ist  auch  irrig,  wenn  man  glaubt,  die  Ketteii«Messnng  sei 
'^im  Allgemeinen  der  Maass-Stab -'Messung  beim  Auflegen  aul 

den  Boden  voi*zuziehen.  fm  Gegentheil  zeig^  stcA ,  dass  eis 
in  beiderfei  Messungen  gleich  geübter  Geömeter  mit  dem 
Maass-Stab  auch  bei  unmittelbarem  AufJMe»  auf  den  Boden 
bedeutend  genauer  misst  als  mit  der  Ketl!^' 

Um  die  Verschiedenheiten  der  obigen  mittleren  "Fehler  besser 
zu  übersehen  verzridmeten  wir  nun  4  Cnrven,   bei  welchen  di^ 
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geiiio»8#Dea  lAfgen  der  Linieo  ^  Aheo/umn,  jene  m  als  Oidina- 
teo  aufgetragen  waren.  Hiebei  zeict  sich  für  ai»  Maass-Stab- 
Messungen  ein  langsames ,  beinahe  stetiges  Ansteigen;  so  dass 
man  in  erster  Annäherung  wohl  den  mittleren  Fehler  der  gemesse- 
nen Länge  proportional  setzen  darf.  Dagegen  findet  sich  bei  den 
KetteD-MessuBgen  ein  ziemlich  gteicnnirmiges  Ansteigen  nur 
bis  zn  66  Rvtben  gemessener  Länge;  von  da  an  ßlllt  diß  Cnnce 
für  die  dreimthige  Kette  rasch  ^  die  för  die  ßinfruthige  Kette  lang- 
sam,  die  füf  die  zweimlhige  Kette  aber  steigt  nach  ein  wenig»  um 
nachher  auch  namhaft  zu  lallen.  Demnach  sollte  es  beinahe  schei- 
nen, als  sei  der  mittlere  FeUer  Yon  der  gemessenen  Länge  perio- 
disch abhängig.  Offenbar  sind  aber  der  Beobachtungen  viel  zu 
wenig 9  als  da^s  mali  berechtigt  wäre,  ein  so  auffsdlendes  Resul- 
tat dadurch  schon  f8r  entschieden  zu  halten ,  wena  gleich  anderer- 
seits es  auch  nicht  geradezu  für  absurd  erklärt  weraen  darf. 

Von  dem  Anschliessen  einer  Formel  an  diese  Curven  mussten 

trlr  abstehen,  indem  sie  dazu  weder  ausgedehnt  noch  regelmässig 

;ettug  schienen.  Doch  wurden  uns  zwei  l&stände  bei  dieser  Gele* 

;eoheit  klar,   welche,   wenn  sie  früher  schon  zur  Sprache  hätten 

[ommen  kennen,  Herrn  Handschuh  veranlasst  haben  würden,  die 

Messungen  etwas  anders  einzurichten,  und  deshdb  für  den  müg- 

*1ichea  Faft  einer  Wiederholung   dieser  Arbeit  hier  angefahrt  zu 

werden  rcrdienen.    Nämlich 

a)  Es  würde  gewiss  bequemer  für  die  Bearbeitung  und  viellmcht 
auch  sicherer  fiSr  das  Resultat  gewesen  sein,  wenn  die  Längen 
der  gemessenen  Linien  näher  in  arithmetischer  Progression  gesun- 
den hätten.  Ich  würde  also,  wenn  die  Arbeit  letzt  erst  zu  machen 
wäre,  vorschlagen,  für  die  fSnlruthig^  und  die  zweiruthige  Ketle 
die  Linien,  statt  d^  -obigen  Längen,   möglichst  genau  zu 

90;  40;  60;  80  und  100  Ruthen 

zu  nehmen,  fär  die  dreiruthige  Kette  aber  zu 

21;  39;  60;  81  und  99  Ruthen. 

6). Bei  den  Ketten^Messungen  haben  wir  es  eigentlich  wenig- 
stens mit  zwei  verschiedenen  Fehlem  zu  thun,  wdche  einzeln  zu 
untersuchen  bleiben,  dem  der  vollen  Ketteniänge,  welcher  steh  so 
oft  wiederholt  als  die  Kette  ausgelegt  wird ,  und  dem  des  Ueber- 
schusses  über  die  letzte  Auslegung.  Bezeichnet  man  nun  ersteren 
Fehler  mit  mt,  letzteren  mit  m«,  die  Anzahl  der  vollen  Auslegun- 
gen mit  a,  den  mittleren  Fehler  der  gemessenen  Längen  mit  m/; 
so  gilt  b^anntlich  (siehe  S.  71,  82  und  90)  die  Formel 

mi:^^  amtmi-i-munim  . 

Demnach,  war  es  nicht  dem  Zwecke  vollständig  entsprechend, 
dass  in  den  vopschiedenen  Linien  die  Ueberscbüsse  verscbieden 
waren.  Hr*  Handschuh  wtfrde  eewiss  aus  diesem  Grunde,  wenn 
mt  die  Arbeit  jetzt  erst  zu  machen  hätte,  lieber  solche  Linien 
wählen,  die  entweder  bis  auf  einen  Ueinen,  mit  dem  Zoilstock  zu 
messenden  Unterschied,  runde  Summen  von  Kettenlängen  darstell- 
ten oder  die  doch,  alle  einerlei  Ueberscbuss  hätten. 

8o  wie  die  Sache  jetzt  ajber  lag,  probirten  wir  erst,  ob  sich 
die  i^ff>#4hese  rechtftMigen  lasse,  dass  das  »t«  bei  diesen  ßeob- 
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achtuDgeo  als  constante  Grosse  betrachtet  werden  dürfe^    lodem 
wir  die  drei  betreffenden  mt  und  das  mu  aus  den  sämmtliehen  obi- 

fen  ntf  mitteist  der  Yorstehenden  Formel  nach  der  Methode  der 
leinsten  Quadrate   suchten. .    Dies   führte  aber  zu  dem  Wider- 
spruch >  dass  mufnm  negativ  ausfiel. 

Wir  begnügten  uns  also  damit  ^  das  Jittt=0zusetzen9ttnd  dann 
die  mt  einzeln  su  suchen.    Di^s  gab  uns 

für  die  fünMKstf  Kette  m =±0,006830 
„     „    dreirutni^e      „       '  „  ±0,004644 

„     „    zweiruthige     „  „  ±0,002726. 

•  ^      '       •       •     •.  •     ■  •  " 

Mut  diesen  Werthen  berechneten'wir  tiun  Tückträrts  die  mi  und 
«UWKer  ^latt  imt  obigen  tiomittelbar  aus  ifen  attthnnOicben  flll^ 
teln  abgeleiteten  »'    .         .  ? 

far  die  ffinfruthige  Kette  0,0137  0,0205  0,0246  0,0266  0,0305^ 
dreiruthige      „      0,0114  0,0186  0,0213  0,0237 
zweirutbge.    '*     0,0086  Q,Q134  QM64  0,0170  0,0103. 

Die  Abweichung  zeigt  sich  hier  aber  ungefähr  noch  eben  so 
gross,  als  wenn  man  aus  den  obigen  itt 'Air  j^e  Kette,  ohne  Rück- 
sicht auf  die  Vei:schiedenheit  der  gemessenen  Längen,  wieder  daSs 
arithmetische  Mittel  genommen  faS^e.  Man  wird  also  ausser  den 
drei  oben  angefahrten  Thatsachen  nur  noch  als  genäheries 
Resultat  angeben  können: 

dass  die  miftleren  Fehler  der  drei  Ketten-Längen  sich  wie 

BfBi 'ne3sw^ feiner  und  derselben.  Linie  verbält.jsicb' nun  die 
Anzahl  der  Ausie^ui^n  wie  i;i;^. .  purcb  Multipllcatiop  mit  den 
Qui»d]:a|wvu^eIn:^ser*ZaUefi  iHnde  nian  ako  das  yerbältniss  der 
mittleren  Pehler  der  Messungen  lalie  wie  31 ;  20 :  21  qder  wie  8 : 7 ;  Q« 

t 

.£s  miig  aeii^,^_,dfss  diie  Resultate  noch  s^hr  vf^rschied^n  aus- 
fiejeni  wenn  die. Arbeit. iwt.ßenutei^ng  dieser, ersten.,  durch!  Herrn 
Hanqsdhulis  Yßrdienst  gewonnenen  £rffihrung  wiederholt,  würdet 
jedenJTatls  glaubte  idi  «U^e.  si^Ibst  aber ,  4en  Praktikern  .vorerst 
mittheilen  zu  müssen.  .  .      '  ' 
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INsiliilsltiones  de  coninnientlis 
OBnlum  «rraduum  et  residuis  ordlni» 

ciUiiscimiiiie. 


•  : 


Äuctoire  Friderico  Arndt, 

Pra«ceptore  GymiiMii  ^ondenti«.  . 


1. 

* 
In  commentatioDe  eil,  qoae  ioscribitiir:  De  PoteiGit^tipini  perio« 
dis  etc.  (Archiv  der  Mathematik  uod  Physik.  Tom  II.  p.  1.)  ar- 
gunientatas  8um>  coogrueotiam  ^  gradus  a^=l  secnnduminoda- 
Eim,  qtti  est  nämeri  primi  impariis  potestas  üiltpSL  vel  ejus  dopitim, 
tot  admittere  radites  dirersas,  qaot  iinitates  smt  dirlsori  communi 
maximo  nameromm  t  et  /?»-'  (p—l). 

Nunc  qaidem  restat,  ut  dtsqnisttionem  haue  ad  modtdos  exteo- 
däm,  qvLi  mmt  ottmeri  2  potestates.  Primum  Igitur  quaestio  sese 
offert»  quot  radiees  sint  congtuentiae  ^  =  l,(möd.  2*),  qU  expo- 
neotem  n  nmiiero  2  majorem  accipere  proderit. 

Perspicumn  est,  radicem  namemm  imparem  esse  oportere,  qaem 
forma  exniberi  licet  2^hjrl,  ita  ut  sit  m  uoitate  major  atque  h 
Dumerus  impar.  Congruentia  antem,  quam  nobis  proposuimus, 
resoivi  possit  necne,  ex  forma  peudebit,  quam  potestas  P^  radicis 
induat.  Quam  ut  reperiamus,  mt  primnm  t  impar  eritque  ex  theo- 
remate  binomiali 


(2«Ä±l)*=2^*'±*i.2(«-*)-»Ä^»  +  f,.2(»-*)«A»-«±«tc. 

nnde  manat 
(2-•Ä±l)«=:2»•A(2(^-»)•Ä^-l±l^.2(^-•)-•A^-•+etc.+0±I, 

denotantibus  ti,  <,,  I,,  etc.  coefficientes  binomiales,  quos  iotegros 
esse  constat.  fQuum  autem  numerus  uncis  conclusus  eiit  impar, 
potestas  (2^A±1)^  formae  erit  2"A'±1,  denofante  V  numerum 
imparem. 
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SU  deinde  i.mmems  par .  vel  fotsiia  Vf,  nbi  f  favpar»   quo- 

fael«  erit  (2^*1:1)»=  |(2-»Ä4:iy)'^;  atqui  (2»Ädbiy  est|  for- 
mae  ^h'^1,  nbi  A' laipai,  etgo  MaiUt  diBquiranrasiaroiani'poteci» 

tatis  (2^A'dbl)*  •  Jam  ye^o  quadraüuii  radicis  fonnam  iDduit 
2*»Ä'»±2«+^  Ä'  +  l  vei  hanc  2«+^A'  (2"-' ä'±1) +1,  Tibi 
2*-'^  A'±l  efftimpar,  qaoniaai  nt«— 1>0>  tf^fonna  qaadrati  haec 
erit  2*"-^  ^h" -{-l  denotaote  h"  namecmn. impiirem.  Simili  modo  qua- 
dratum.bujusce  Dtimeri  i.  e.  potestas  4^  num^ri  i^h')J^\  erit  for- 
mae  2*»+*ä'"  +  1,  tjuadratum  hujiisce  i.  e-  potestas  8***  nümeri 
propositi  2«ä'J:1  ent  formae  2*"t*ä^^+1  etc.,  ita  ut  siot  Ä"', 
a'^  ^tc«  Bnmeri  impares. 

Ex  quo  sjBquitur,    potestatem  (2^A±1)',    si  t  »\i  par  =z^  f^ 

formam  indaere  2*"  -^  ^  A-fl»  denotante  A  Dumenun  aliquem  imparem. 


Quojdsi  in  coognientia 

'  ■    '■  ^  =  1  (iwd.  2») 

t  est  numerus  impar,  si  radicem  x  statuas  formae  2'"Ajf!l»  erit 
(L)  2*"A'.±1^1,  ergo,  si  superius  Signum  accipias,  2™A'=0,  si 
vero  inferius,  2~ä'— 2=0. 

Nunc  licet  radiqem.  mo^ivlo  minorem  aceipere  y^l  2pAJ:l<2"; 
si  igitur  radix  est  formae  prioris  2/^h-{-l^  semner .  debet  efits^ 
flti^ii;  si  vero  radU  formae  postericais  2^A-— 1,  ia  certe  contendi 
potest,  numemm  m  exponentem  n  non  superare,  tumque  modo  ei 
aequalem  esse  posse,.qaando  A=l. 

Supponamus  primum,  numemm  A  non  evanescere,  quo  facto 
pro  signo  süperiorre  congmentia  2**A'^0  (mod.  2")  lociim  habere 
nequit,  quia  m<^n  atque  etiam  h'  non  evanescit. 


Deinde  si  A  evanescit,    radlx  erit  1  manSfestoque  congruentiae 


numerus  impar. 

E^  bis  Omnibus  potest,  congrüentiam  unam  solum- 
modd  radicem,  nempe  1,  admittere,  quando  exponens 
fsii  impar.  ^     , 

Si  yero  ^est  numerus  par  =  2^/,  ubi  f  impar,  sequitnr  ex 
§§.  22.  10.  Commentationis  jam  commemoratae,  exnonentem,  a4 
quem  numerus  impar  pertineat  secundum  modulum  2",  numeros  i 
et  2"-^*,  ergo  etiam  borum  divisorem  communem  maximum  metiri, 

quo  designato  pf r  2    omnes   numeri   inodulo  minores  ad   eumque 

Ciml  inter  eitpoBentes  l;-2,  2%  3',  *...2  ,  ad  quos  perfineant,  dis^ 
ibutos  fore.  ^ 

Ad  exponentem  1  autem  unus  modo  numerus  Dertinet  nempe  1, 
ad  exponentem  2  tr^s  numeri,  qni  suttt  2»'-*^-^l,  S'-'^+l»  2"--], 
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ad  expMifBfem  3*  perfineftt  3*  biimerl;  et  In  ftMrä  ad  «atpiaentem 

.    3^  pertiilebt  toädem  oüneri^  st  modo  ^  >  L    BQbd  Dkdtttüdb  auMlihifn 
ff«dic«n  congniMitlae  a^^l  (iiiod.d*)  acqulpafablt  sttnimttii    -^    > 

ipae  valorem  obtitieiür'^''»  ^naaiolb  rem 

CongruentiÄJ^':^  1  (moi.  V),  si  expon-eDS  «st  par« 
lot  rddices  habef,  quot  QDitates  dupittm  diviaoriis  conf- 
ttnxnls  mazlmi  numeroram  f  et  2*^^- 


ji  ■  • 


Casus  deoique^  in  quo  miidulas  est  2  vel  4»  bieviter  jam  pet- 
stfiogeDdiis  est. 

CoDgnieDtia  manifesto  a^^T(moA.St\  unam  modo  radicem  ad- 
mimt 5  irempe  1^  nee  mimid  baee  af'^^imod.i)  quando  ^  impaf, 
quaado  v^ro  par,  diias  aempe  1  et  3. 

E xem  p  1.  1.  8ant  4  radiees  congraentiae  ar*  =  1  (mod,  2'  =  32) 
Dempe  1,  lo^  17^  31,  qaanim  1  ad  exp.  1  pertibet,  tresreliqui  ad  2. 

Exempl.  2.  Coagraentia  ;r'*=l  (mod.  2^=^16)  admittit  8  ra- 
diees, quae  sunt  1>  3,  5,  7 ,  11,  13,  9,  15;  qnanuiidde  1  pertinet 
ad  expoDeatem  1;    7,  9^  15  nd  2  atque  3,  5,  11,  13  ad  4. 


.  ' 


3. 


Quando  coagnieatla  a^^  A  IjntA:  fii),  deDoCante  il 'niiinenim 
ad  modalttm  primum,  resohibirise8t,:s6tti)[>et  totidemlidJBilittet  radi- 
ees, quot  ramces  simpllcior  faaee  x^^i  (mbd.  m).  Hüjtis  eteiiioi 
radiees  siat 


I  •> 


^qiie.  o .  radix  quaeUbet  .^oogruen^if^ci  pnötis,   titip  4ic^  prii^iian 
producta 

cacfji,    fltn^»  oi9$jt9^  fl><|>o  ctp^  * 

▼el  eornm  residoa  mWma  radiees  Me  congruetatfaU»  ssß  ^  A 

Nam  quuin  sit  Al^  ^  A,  atque  ex.  gr.  »1^=1,.  erit  (fl949i}^^^^ 
i.  e.  mtox,  radix  sieque  deiaeeps. 

.  Deinde  sunt  omnia  iila  producta  incongrua  vel  eornai  residna 
miatma  inä^qtialtä;    nam  si  baberetur  io^enere  omj^^maf,  ^  esset 

m  (o^'^o»^=0,  ergo  (o<|^^^o)  =0,  qaoniam  n  ad.-nodnliiili iprf- 

Bins  est.    8ed  ilfaud  ^apposHioni  repugoat,  evgo  IcndJ^  et  t>ib   sunt 

iDcoDgnia« 

Vice  versa,.  quaDdQi.;;,ci8t  radix  qoagraetitiae.propiMiitae,  z  all* 
cui  productorum ,  quae. modo  dixi,  congruus  flet  Quoniam  scilicet 
m  .ad  0)  primus  est,  nuiiiehi«)  exstat  ^'talis,  uf  sit  09^=2,  vel 
talis,  .ut  sit  {€p0y^x*  l  e«  (09)^^^A.  JT^m  veto  estm^&A,  id- 
eoque  erit  9^  =  h  Qua  re  bic  9  cobgruentiae  safisfaeit  ;r^^], 
vtol  9  deliet  eeognitts  fieri  ,alioiii  radicoiu.  MiV  «o'«»»«  0^4»  dt^.  Ex 
^  w9  Ytl  z  wcui  prodiieteinim  (a«>i ».  mhaü  «te;  congtiMMi«  fic«. 
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'-    Uode  tiolDgitiif «  producti«  IHto'  omoM  oititliiib  nMct»  Cöm^* 
elrtiae  a^^A  exbibeiri^  Ita  ut  totid^m  hnjas  sitit^  qüot  ilWvmx* ^tj 

Itaqu»   cODgruentia   a^^A    (mod.  2»)   uj^aiu    ^olum- 
modo  radicem  tiabe,hit>  quaudo  ^  est  naiaeruä  i'mpart 

Suando    vero   par>    tot  radices>    <}uoi  u,oiiates   habet 
uplum.  divifioris   commuDis  maximi    numerorum   t  e^ 


Residuum  ordinis  cujusvis  i  inteUigimas  num»-* 
rum,  qui  pbtestati  alicui  exponentis  t  secundum 
mpdulum  propQsitum  coDgruus  fit.  Itaque  a  Vocatur  resl** 
duum  ordinis  t  pro  modulo  m,   quando  numerus  aliquis  a  lOYeDiii 

Sotest>  Ha  ut  sit  o^^a  {mod,m\   Residua  trium  primorum  ordinum 
icuutur  residua  quadratica»  cobica  et  faiquadratiea.    . 

Quodsi  quaerautur  residua  minima  potestatum  exponentis  i, 
^uarum  radi4;es  sint  ornnes  ad  modulum  primae  eoque  minores, 
quaestio  s#  offert^  omnes  tales  polestates  stnt  incongruae  necne? 

Tota  autem  haec  di^quisitio  manifesto  in  eo  vertitiir,  ut  detev- 
minetur,  quot  radices  admittat  oongcuentia  atf'^.A  (moidr  »l)*.  dene« 
taute  A  re;siduum  quodlibet  ordinis  1 

Sit  enim  miiititudo  radicum/^uas  dixi,  ^  quofliam  tpL  his 
omuilMiB  uDum  ideniqae  gignitttf  residnum  A^  pafet;  nluftitudi'' 
nem  omilinia  r^sidadruifl  ordinis  t  ail  madtfliitar'priinoruiti 

eoque  inferiorum  aequiparare  numerum -^  integrum, 

denotante  ^m  muititudinem  numerorum  ad  moduium  m 
primorum  eoque  minorum. . 

Denotante  i^itur  p  numerum  primum  imparem»  multitudo  resi- 
duorum  quadräücörum  moduli  p  erit  \  (p — 1),  quia  congruentia 
x?^A  (n^od.  j?).duas  admittit  radiöes«        . 

.  Quia  oengnlentia  ar'^tfi  (nod.  p)  «dam  modo  habet  raiKorai^ 
quaudo  P  formae  3?t-4-^9  ttes  rero»  quando  p  formae  est  Sn-f-U 
midtituao  residiiorum  cubicornm  erit  auip— ^laut^  (p—-i),  proun 
p  est  formde  3nrF2  Tel  illius  3ft  +  l.  . 

Congm^iAia  x*^A  (pod.p)  habet  duas  radice^,  quando^  est 
formae  w+3^  quattuor  veta^  quando  p  formae  In-flyC^rgo  multi- 
tudo reddttom^  biquadraticorum  erit  aut  4  (fi^i)  aut  i  (p — tX 
prouti  p  est  formae  471-4-3  aut  iliius  4ft-|-i*     ' 

SimiU  modo  i^\ittitudo  residuorum  ordinis  5  erit  aut  p— 1  aut 
l  (p^-i),  prouti  p  formam  induit  ^n+2,  6ii-|-3,  6n+A  aut  haue 
5«+l. 

Manifesto  omne  residuum  biquadraticum  erit  etiam  residuum 
quadräticum,   quam  propositionem  contertere  licet,   quoties  p  est 
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fomiAe  4a -f  3.    Qood  ita  demonstro.    Qnoiiiaiii  obiuib  noo-rosi« 
dnom '^quadraticum  etiam  Don  -  residaom    biq|uadraticum  est^    per- 


muttitudo  residaonun  biqnadraticomm  ipso  4  (p  — 1)  minor  fieret. 
Atqai  haec  multitudo  est  i  (^  — 1),  quoties  p  formae  in +3  (4)» 
ergo  omne  residaum  quadraticiim  est  biquadraticmn  et  vice  versa 
pro  modaio  prinio  focmae  4ft-4-3. 

Ciariss.  uaiiss  (Theoria  residuorum  biqnadraticomm  pag.  4  sqq.) 
hoc  theorema  ita  demoDstrat: 

8i  a  est  residuum  quadraticum  ipsius  p,  statnamiuk  a  =  M 
(mod.  p),  vM  b  vei  residaum  qnadntticiim  ipsias  p  cirit  vel  noii- 
residuum;  in  casu  priori  b  =  cc,  cmde  a^  c*,  i.  e.  aerit Resi- 
duum biquadratieum  ipsius  p ;  in  casu  posteriori  —  b  fiet  residaum 
quadiaticom»  quoniam  —  1  est  non- residuum  nnmeri  prinii  4it-|-3 
atque  productum  ex  duobus  noo-residuis  reenduum  est,  faciendoqae 
«-  6  =  roy  erit  ut  aotea  a  ^  c^  atque  a  residuum  biquadratieam 
ipsius  p»  . 

Porro  si  modulus  est  formae  in-\-\,  ezstaut  quidem  \  (p'^i) 
residua  quadratica»  sed  \  (p«— 1)  modo  biquadranca»  qua  re.dimi- 
dia  pars  quadratlcorum  erunt  residua .  biquadratica,  reliqua  noo- 
residua  biqnadratica.  Itaque  omiies  numeri  integri  per  modulum 
pfannm  p  Bop  divisibiles  in  tres  classes  sunt  distribuendi,  ita  ut 
in  prima  sint  residua  biqnadratica  >  in  secunda  non-residna  biqua- 
dratica.,  ijnae  tamen  sunt  ^uadratica,  in  tertia  deniqne  Don-iesidua 
biqnadratica  j,  qui^e  sunt  etiam  noo- residua  quadraüea*  Et  qiudem 
prima  classis  complectitor  i  (p-^1)  numeros.   secnnda  1  (p— *i) 


numeros,  tertia  vero  \  (p-^l)  numeros. 


■» 


•. 
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Sed  redeat  oratio  >  unde  digressa  est ,  quod  totam  reni  ex  alti* 
oiti  fönte  considerare  in  animo  est. 

Secundum  moduium  2",  ubi  n  S  3,  exstant  20-^^  fesi« 
du«  ordints  l/qnando  <^e»t  impar,   quando  vero<.|^ar, 

multitudo  residuorum  est     ^-  ==  ■  ^    ,  designante  d  divi- 

sorem  commnnem  maximnm  numetorum  t  et  2*'^*. 

Id  priori  casu  enim  cpngmentia  ac^  ^A  (mod.  2")  habet  unam 
modo  radicem,  in  posteriori  aute^fn  2J  radipes  (3)« 

Exempli  gratia  sijiqt  8  residua  ordinL?  3  vel  residua  cnbicä  mo* 
duli2*  =  16;    fTtetenim  , 

Potestas    1'  congma  residuo  1 

....  5» lä 

....    7» 7 

....    9» 9 

....  11» 3 

.     .       .    .    .    .  13»  .    .    .    .    .    .    6 

....  18»  ....    i    .  15. 
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Attamen  d6d  plures  quam  2  exstaot  residua  biquadratica  moduli 
32=5»-    Hrceftiin  est  «=4,  2»~*=8,  ?-^  =  2.     Quae  rösidwa 


sunt  1  et  17  potestatibüs  resp.    1^  et  3^  congrua« 

Multitado  igitur  residuonim  quadraticorum .  moduli  2"  est  2"V^ 
quod  is  §^  40.  De  Pbtestatum  Periodis  -ex  alio  fönte  petivijnus. 

4 

7. 

I 

Postqoam  multitadinem  tum  radicum  cpngruentiae  a^zzA  (mod. 
p\  2p*,  v^),  tum  residuonim  ordinis  cujuscunone  t  detenninavimus, 
progredimur  ad  iocum  mnlto  difficitiorem ,  uni  dijudicandum  est, 
utrmn  numerus  aliqnis  propositus  residuum  sit  ordinis  cujusvis  t, 
an  non-residuum.  ^t  sane  in  doctrina  Vesiduorum  tres  potissimum 
res  in  quaestionem  veniunt,  primum  num  numerus  A  sit  residuum 
ordinis  i  an  non-residuum>  deinde  si  illud  Iocum  habet,  quae  sint  ra-> 
dkes  congrnentiae  a^  ^  A  (mod.  m),  postremo  multitudo  residuo- 
rum  indasanda  erit,  quae  tamen,  uti  in  4.  ostendimus,  ex  multi- 
tudine  radicum  congrnentiae  nostrae  faciilime  petitur. 

Jam  üt  ad  rem  veniam,  multitudinem  mmieronuii  ad  modulum 
p«  vei  2p"  primorum,  ubi  n  numerus  primus  impar,  designem  per 
9»:=/»*--^  (p  — 1),  atque  per  A  divisorem  communem  maximum 
nuqieronim  t  et  ifm*    Tum  dico 

1.  8i  A  Sit  residuum  ordinis  t  secundum  modulum 
p^velip^,  semper  congruentiam  iocum  habere 


A    9 


1. 


■» 


tpm 


2.    Vice  veTsa,  s1  congruentia  ^    ^    =  1  Iocum  habet» 
semper  A  erlt  residuum  ordinis  t 

Quas  propositiones  ita  demonstro.     Quod  attinet  ad  primam, 
numerus  aliq^iis  «e  poterit  'jnTeniri  ejusmiodi ,    i|t  habeatur  o^  ^  A, 

SÄ      Tat       jL  fl, 

ex  quo  sequitur  (o')  ^  ^A  *^  rtl  a^  .  Est  vero  j  numerus 
integer 9  unde  ■j.tpm  multipfüni  ipsius  q)m^    ideoqne  a^        =l,vei 

A  ^  :h  1.     : 

Secundö  ioco  quicunque  numerus  ad  m  primus»    qui  est  resi- 

duum  ordinis  t,  congruentiae  x  ^'  ^  t  satisfaciet  (ex  prima  parte) ; 
quam  ob  rem  restat  modo  ad  demonstrandum » *  non  -  residua  ordinis 
i  congruentiae  iili^  satis&cere  non  posse.*     »Sed  hoc  inde  darum» 

quod  multitudo  residuorum  est  ^ ;  totidem  autem  sunt  radices  con- 

gruentiae  a:  *  =1  (mod.m=p«,  2^")>  quia  divisor  communis  maxi- 
mus  numerorudi  ^  et  fm  est  ^.     Quodsi  nonnulia  etiam  noo'- 

Theil  VI.  25 


\^ 


« 
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re«idiia  radices  ecwent  coi^;roentiae  a  ^  ^  1 »  qiiui  jan^  ra^ce« 

eaeque  reisidaa  exstant,  congruentia»  quam  dixi>  plures  quam 
radices  haberet^  q.  f.  n. 

Ergo  numerus  quicunque  A  tali«^  ut  sit  A^~l,  in  residnis 
ordiois  t  occurere  debet. 


8. 

Hoc  fheorema  ratiouem  snppeditat  iDTenieDdi^  Dum  —  1  6ii 
residuum  ordiois  t  an  non-residuum  moduK  p*  Tel  2p*,  Sed  siro« 
plicitatis  graiia  modulum  esse  primum  imparem  p  supponamus.. 

Erit  enim  —  1  residuum  ordinis  <  aut  non-re»iduttm, 

prouti      4     est  numerus  par    aut  impar,    designante  d 

divisorem  communem  maxi9ium  numerorum  i  et  p— 1. 

Quando  igitur  S  est  numerus  impar^   ideoque  — j^ 

par,  semper  -*-  1  erit  residuum  ordinis  /  moduli  primi  p. 

Quodsi  exponens  t  est  impar,  etiam^  impar  esse  4ebet,  ex 
quo  sequitur  tneorema  generale: 

Numerus —1  semper  residuum  est  ordinis  cujus- 
vis  imparis  moduli  primi  imparis  p;  itaque — 1  erit 
seraj>er  residuum  cubicum»  residuum  q^uinti^  septimi, 
noni  ordinis  etc. 

Pro   exponente  ^  =  4  erit  d  aut  2  aut  i,   prouti  modulus  p 

-p  —  1 
formam  induit  4«  -f  3  aut  formam  4ft  4-  !•    In  priori  easu  ^  4 

est  impar,  in  posteriori  acutem  simul  cum  n  par  et  impar.     Quodsi 
~  n  est  par,  modulus  formam  habebit  8m  -|- 1,  formam  vero  Sm  -{-  &> 
quando  n  impar.    Unde  maoat  propositio: 

-—1  est  non-residuum  biquadrajticum  moduli  primi 
formae  4w  +  3  vel  formarum  8«  +  3,  8n+7,  atque  etiam 
moduli  8nHh5  non-residuum  biouadraticum  -  est  ^-1; 
moduli  autem  8n-4-l  semper  residuum  biquadraticum 
erit.  . 

Aliam  hujus  propositionis  demonstrationem ,  quae  theoria  resi- 
dnorum  potestatum  nititur,  cf.  Gauss  Theoria  residuorum 
biquadratieorum.  Gottingae. .MDCCCXXVIIl.  pag.  10.  sqq. 

Postremo  pro  l:=6  erit  S  aut  3.  aut  6  piwA  p  est  fornuM  6it4*5 

p— 1 
aut  formae  Qn-fi;    in  priori  casu  est  ■    4--I  par  aut  utipar-  simtd 

cum  n,  in  posteriori  casu  idem  valet;  ergo  pro  )»z=:6r-4~^  «rit 
—  i  residuum  aut  non-residuum  sexti  ordinis,,  proutL  i  {p  —  5j  par 
aut  impar;  at  pro  jp  =  6n-*|-l  erit  — 1  residuum  aut  non-residuum 
seati  ordinis,  prouti  i  (j»«-!)  par  aot  impar. 
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ünde  «^1  est  regiduam  sexti  ordinis  moduti^cujns- 
yis  (ormae  12X4-1»  12X-f5:  Don-residuum  vero  moduli 
forma  praediti  121-|-7,  m-|-ll. 


9. 

1.  Quiennoue  nunierns  hnjlar  residnum  est  ordiDis 
imparis  moduli  2*. 

Exstant  enim  (6.)  2*-^*  residaa  ordinis  imparis  t^  totidemqu^ 
numeri  ad  modulum  primi  eoqae  inferiores. 

2.  Quaod^  vero  t  est  par  atque  S  diyisor  commuDis  maximus 

2»—  « 


habebit  A 

moduli  2". 


oum^rorom  I  et  2"''*>  semper  coo^ruentia  locum 
=  1  (mod.  2"),  si  modo  A  est  residnum  ordinis  t 

Reperitur  etentm  numerus  «  talis»    üt  babeatur  o^^A,   ergo 
talis,  ut  Sit  (««)    *     =«^'  =A    ^    .   Jam  vero  ^  est     inte- 

ger  atqoe  or       ^1  (De  Potest  Period.  §.  22,)>  ideoque^     ^    "^1* 

2»-« 

3.    Si  numerus  A  con^entiae  x    ^    eeI  nonsatisfacit,  ^  non 
potest  esse  residuum  ordinis  t  moduli  2"..  * 

Exstare  autem  possunt  non-residua  moduli  2",  oiiae 

tamen  .congruentiae  x    ^    =lsatisfaciunt,  ita  ut  pro- 
positionem  in  2«  convertere  non  liceat 

Nam  qunm  multidudo  residuorum  ordipis  t  modnli  2^  sit     -y  (6.) 

2"— ■ 

omnesque  congmentiae  x   ^    =1  satisfaciant ,  radicum  autem^  mul- 

2n^«      2»-» 
titudo  8it2.— j— =— j—  (3.)  i,  e.  altemm  tan  tum  multitudiois  re- 

*»— • 

siduomm ,  manifestd  etiam      m     non  -  residua  erunt  radices  congru- 

Qu 9 

eutiae  nostrae.    Multitudo  omnium  non-re^iduomm  est  2**— ^  "^'"T" 
vel  "  ^  "  (23— 1),  quornm— j—  congruentiae  satisfaciunt/  ergo  ex- 

2»—*  2*"*        2*""^ 

stant  — j— ,(24 — 1)—     4-   vel— y—  (S — I)  non-residua  ordinis  t 

Sro  modulo  2",  quae  non  sunt  radices  congraentiae  x  ^  ^l(mb- 
ulus  2»).  Hoc  in  causa  est>  cur  omnes^  numeros  integres  impares 
modulo  2"  inferiores  in  tres  classes  distribuam ,  quarum  prima  com-* 
plectitiir  residua  i^  ordinis  onupla»  secunda  noa-residaa  1^  ordinis 

moduli  2*9  (jnae  tamen  congmentiae  :r    ^    ^1   satisfaciant,   tertia 
denlque  contmet  nomeros«   qni  sunt  non- residua >  atque  etiam  cod* 

25*         ' 
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gnieDtiae,  quam  dizi,  ood  saüsfaciant    MolHtodo  mmieronim  pri- 
mae dassis  est  j .  2*  ~^ ,  muititado  nnmerorniu  secwidae  elassis  est 

'j.2"'~*,     mnltitudo     deniqne    omneronim    tertiae  .  classis    est 


Nnnc  qoidem  qaaeritor,  ad  quam  classem  Domenis  [iropositi» 
impar  secundam  modulum  ^  (n>2)  referendns  alt?  FacUe^autem 
quaestioaem  haue  decides«  si  ad  sequentia  aflimum.  attenderis. 


10. 

QaoDiam  d  ninnennii  ^~*metiri  debet^  perspicuom  est,  ipstnn 
d  potestati  alicui  nmneri  2  aequalem  hre,  ex  quo  —% —  erit  sem- 
per  et  ipse  potestas  nmneri  2  aliqua>  dnnunodo  ne  sit  2""*  =  d. 

Quodsi  habetur  d  =  2"~~'^,  congruentiae  manifeste  ap  ^  =^x 
=  1  satisfacere  non  potest  A ,  nisi  est  A  =  l,  quumqne  esse  opor- 
teat  t  muitiplum  ipsius  2*^"^*^  erit  pro  quocuDfjue  a;  a:'=l  (med.  2"), 
quam  ob  rem  etiam  congruentiae  a^  ^  A  satisfieri  nequit»  nisi  est 

A  ^^  1« 

Unde  manat  theorema: 

Quicunque  numerus  impar  modulo  2»  minor  untta- 
tique  inaequalis  semper  aa  tertiam  classem  referen- 
dus  est,  si  ordinem  t  statuas  muitiplum  numeri  2"^''. 

Jam  sit  2»"'*  non  =  t  eritqu^      »     potestas  aliqua  numeri  2, 

quam  exhibeamns  per  2^ ,  ubi  S  numerum  n  —  3  auperare  neqmt» 
Quodsi  numerus  aliquis  impar  A  forma  exhibetur 
2*Ä±1,  ubi  h  impar  atque  Ä>1,  congruentia  A    >  ■=  1 
(mod,  2«)  locum  non^  habebit,   quando   est  Ä'-f  0<it. 


Si  Yero  k  +  Syn,,  revera  erit  A    ^   =h  Namquumil 

Sit = 2*  Ä  ±  1 ,  erit  (l.)  A^  fbrmae  2*+©  Ä'  + 1 ,  ubi  h'  impar,  esset- 

que  si  congruentia,  quam  dixi;  locum  haber^,  2'+^A'=0.  Atqui 
hoc  fieri  nequit,  quum  alt  k+6^n. 

Debde  si  esset  -4«^=/'(mod.2"),  ita  ut  /  unitati  non  esset 
congruus , Jhaberetur  2*+^A'  +  l=/' vel  2*+^Ä'-.(/'^l)=0,ideo- 
qne  /•— 1^0,  quia  k+6^n*    Ulud  vero  absurdum  est,  ergo  re* 

Vera  est  A    ^     ^i.   ^      ^ 

Hinc  sequitur  (9.)*  quemyis  numerum  iinparem 
formae  2^A±1»  nbi  h  impar  et  A>1,  ad  classem  tertiam 
ceferendum  esse,  quando  habeatur  A4-0<ft,  auo  facto 
bic  numerus  etiam  non.-residuum  ordinis  paris  t  erit. 
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Si  vero  est  k+B^n,  numerus  A  aut  ad  classem 
primam  aut  ad  secundam  pertinebit/ prouti  A  est 
residnum  auf  non-residunm. 

Sed  num  A  in  prima  dasse  sIt  an  in  secunda ,  facile  deciditur, 
si  A  est  fonaäe  4m — 1.  Dico  enim^  qnemvis  numerum 
formae  4m — 1  -ounauam  residuum  <**  ordinis  (ore 
s^cuudum  modttlnm  ^.  t  semper  par  iDtelltgendus  est« 

Redigatur  t  sub  fonnam  2  f,  ubi  /  impar,    eriique,   si  radix 

C09gnieDtiae^;2  J  exstet  formae  2*A±1»  a:^  formae  S^+^A'  -4-1, 

ita  ut  Sit  h'  unpar.    Hinc  2*+^Ä'  +  l=4m— l,ideoque2*+^-'Ä' 

— 2m  +  1^0  (med. 2»-*  ),  q.  £  o,,  quoniam  2*+^-  »ä'— 2m  +  l 
est  impar.  Uude  manat^  sl  numerus  aliquis  A  sit  residuum^ 
paiis  ordinis  secundum  modulum  2**,  semper  —  A  fore  non-residuqm.* 
Etenim  A  forroi^n  induere  oportet  4m  -|- 1 ,  ergo  —  A  fonnam 
2"— (4m  +  l)  vel  hanc  4m — 1,  ex  quo  —  A  erit  non- residuum. 
.   Exemnlum.     Sit  modulm  32=2%   «rgo  tt=5,  ^=6.     Erit 

Erit  igitur  solummodo  k+S'^S,  quandoA:=2,  qua  re  ad  ter- 
tiam  classem  pertinent  numeri  formae  4m:^i,  ubi  m  impar,  L  e. 
numeri  3,  5,  11, 13,  19,  21,  27,  29.  Reliqui  1,  7,  9,  16,  1^,  23,  95, 
31  ad  dasses  1  et  2  referendi  sunt,  satisfaciuntque  congruentiae 
a:*=l  (mod.  32).    ^ 


11. 

'  Jam  Tero  iü  eenere  possumus  determlnare,  ad  quam  clas8«n 
numerus  aliquis  A  formae  2*A:^1  referendus  sit 

Etenim  si  k+S^n,  numerus  A  semper  ad  tertlam 
cl&ssem  peTtinet  (10)« 

Si  vero  k-^-S  ipso  n  non  est  minor,  omnes  numeri 
fermae  ^h+\  in  prima  sunt  classe,  ii  autem,  qui  for- 
mam  induunt  2*A<— 1  in  secunda  erunt^classe. 

Nam  omnes  nnmeros  formae  2*  A-*  1  ad  classem  secundam  per- 
tinere  ex  10.  patet.     At(]ui  manifeste  totidem  sunt  formae  2*  A -{- 1 

3 not  bujusce  2*A — 1;  si  igitur  nonnulli  formae  2'^A-i-l  ad  secun- 
am  classem  pertinerent,  in  secunda  phres  numeri  exstarent,  quam 
in  priftia  classe,    quod  fieri  nequit,  quum  (9.)  totidem  sint,  nempe 

^.2"~*,  in  ambabus  classibus. 

Und6  manat,  quemvis  numerum  A  ejusmodi,  ut  sit  formae 
2^^  A-4-1  simulque  k+^B^h  fore  residnum  ordinis  paris  t  moduli  2» 

Quando  Aj^^  <^9  numerus  propositus  semper  erit  non-residuum ; 
quando  A-i-0>9t,  etiamtiim  numerus  non-residuum  erit,  si  fonnam 
habet  2*  A— 1. 

Licet  manifeste  accipere  A+Ö=n  vel  A  =  n — 9,  quo  facto  A 
potest  esse  numerus  integer  quicunque. 

Jamveroe8t2  =— j— ideoque  2"~öA-f-i=4^A+l.  Ex  quo 

tandem  seauitur  theorema  elegans,  quod  totam^  r^i<luorum  ordinis 
paris  doctrinam  pro  modulo  2"  exhauriat:' 
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Qttivis  iiiimems  tmpftr  formae  A8A-^t  est  residaam 
ordinis  paris  t  moduli^,  reliqai  yero  numeri  suot  dod- 
residua,  denotante  h  Dumerum  integrum  qqemcunque  et 
ö  dWisorem  commuDem  maximum  oamerorum  t  et  2"~*. 

QuicuDqae  autem  numerus  impar  residuum  est  ordi- 
nis imparis  moduli  2"  (9.)« 

Exempli  gratia  pro  i=2  erit  4==  2;  ergo  quando  potestaa 
aiiqua  numeri  2  altior  quam  secunda  pro  modmo  assumitur,  omnes 
numeri  impares  formae  Sh-i-i  erunt  residua  quadratica^  ^^^^9^ 
vero  non-residua.  Cf.  Comm.  meam  de  Potestatum  Periodls.  pag.  29. 


18. 


8» 


—  s 


Quod  multitudo  residuonim  ordinis  paris  est  — j--(6.)9proAom- 

nes  numeri  integri  0,  1,  %  3,  49....  pooendi  sunt  usque  ad   *^ 

-—  I;   qua  re  simul  residua. reperimus  ipsa.    Sunt  enim  haec: 
1,  4d+l,  M-H,  12^+1,  lM+1,  2(M+leett.  4(2»-*-.«)4^1. 

13. 

V 

Vi  omnia,  quae  ad  hoc  de  residuis  eruimus,  compiectamur, 
hae  inde  manant  propositiones : 

Congruentia  a^=A  (mod.  p",  2p^)  tum  modo  resolvi  potest, 

quando  A         ^      ^    unitati  fit  co^ghi^  exstantque  i  radices  diver- 
sae,    denotante  8  divisorem  communem  maximuta  numerorum  t  et 

pn—i  (p— 1).    Multitudo  residuorum  ordinis  fest  X*p^^^(p 1). 

Gengmentiak  ^^4  (med.  2")>  ubi  n> ^  seioper  xesolobilis 
est,  quando  ^  impar,  exstatque  una  solummodo  rarax.  MuHitudo 
residuorum  est  2^"^  erit^ue  quivis  numerus  impar  residuum.  Si 
vero  t  est^  par,  congruentia  tum  modo  resolvi  poterit,  quando  A  for- 
mam  induit  4oA-fl.    Multitudo  radicum  erit  2S  mukitudoque  tmU 

duoTum  ordinis  t  aequiparabit  numerum  ■  ^— . ' 

Conjgruentiam  deoique  a^^  A  (mod.  4)  semper  resolvi  posae, 
quando  t  impar,  quando  vero  t  par  resolubitem  esse  aut  non-resolu- 
bUem,  prouti  A  formae  sit  4in-f  1  aut  hujusce  4m— 1  per  se  patebit 

14. 

Denotante  %  numerum  aliquem  imparem,  si  habetur  2  =  2^A:^1, 
ubi  h  impar,  atque  2<4ää  +  1,  manifeste  erit  k<^n'^9  vel  k\9 
<n.    Ex  (j[UQ  sequitur  (11.) 

Numerus  quicunque  impar  2  sub  formam  reductus 
2*Ä±1  ita  ut  sit  k  impar,  semper  ad  classem  tertiam 
pertinet,  si  habetur  2<4dA-f-l. 

Si  vero   non  est  2<4^Ä-fl,    numerus  2  ad  classem 
priinam  aul  aecundam  referendus  est,  prouti  formam 
induit  4dÄ'  +  l  aut  hanc4^A'  — 1,  designante  A'numer 
quemcunque  integrum. 


erum 


EzeiHdi  gtada  sit  modohis  2^—3^,  mm  n=6,  t=6,  erit 
«=2,  porro  1=27=4.7—1,  A=7,4aA  +  t  =  57,  27<57.  E^o 
37  in  tertia  dasse  reperitor.  At  vero  pro  z=:17  erit  A=l,  4dA-|-l 
=9  atgue  x  non  <4aA-f  i.  Erso  17  ad  primam  pertioet  dassem, 
qoia  17=4«A'  +  1.  . 


15. 

Si  antem  t  gab  formam  redigitur  2  /^^  ita  ut  /  sit  irnüar,  ma- 
nifesto   divisor    commuD»    maxliniuEr   6  erit  2  pro  n^i,  2*  pro 

11=4,  2*  pro  n=5,  2*  pro  n=7  etc.,  2^~*  pro  n=A+l  atqiie 

2  pro  n>il-|-l*    HiDC  «runt  valores  mimeri  ühJt:^  pro 

n=3 2'Adbl, 

n=:4 2*Adtl, 

«=5 2»A±1, 

11=6 2*A±1 

•tc, 
.ii=A4-l 2^^*  Adbl, 

ji>il+l  . .  2^^*  A±l. 

Si  accipias  Signum  superins,  habebis  niimeros  ad  dafiseiu 
primam  pertnientes,  ad  i^ecundam  vero,  si  sumas  Inferios.  Reiiqui 
numeri  ad  tertiam  classem  referunttir. 


16. 

Potest  etiam  periodus  lAveDlri,  quae  omnla  residua  ordinis  i 
moduii  />"  vel  2p^  complectatur.  Sit  enim  p"  vel  2p* =m^  q>^=pin—^ 

(p-i)  atque  g  »oinenis  aHquis  ad  exponentem  ^  pertiDea»,  6b- 
notante  6  divisorem   commonem  maximum  numerorum    t  et  q>mf, 

Erit  g  residuum  ordinis  t;  atqao  etiam  ^*,  g^  y  g*,  ...  «gr  ^  , 
qmmnii'iiniltttiido  quam  sit  ^  neque  plnres  nuBieri  residua  ess« 
possint,  patet,  illam  periodum  omnia  residua  iovolvere. 


17. 

Si  doctrinam  residuomm  potestatum  adhibere  velis,  theoremata 
art.  11«  et  14.  facilius  ita  probantur: 

Sit  indoles  numeri  /*  eä ,  ut  habeatur  fo  =1  (mod.  2«),  quae- 
riturqne,  num  f  ad  classem  primam  pertineat  an  ad  classem  secun-* 
dam,  i.  e.  dum  f  sit  residuum  ordinis  paris  i  an     non  -residuum? 


f 
\ 


3« 

« 

Pertinebit  autem  f  ad  ezpoDenteiii,    qui  divlaor  «H  aomeri 

,  quo  designato  per  2»-9>  erit  f  formae  if^ij^i,  de^otaote   k 
numennn  imparem  (De  Periodis  Potest  {.  23.). 


Debet  autem  q>  ita  detenninari,  ut  sit     6    pumenm  iutefj^er  vel 

ita  ut  8tt  -^  ioteger,  quo  desiguato  per  A  erit  f  formae  ,44A£dbl 
vel  hujusce  4dÄ±l,,deDotaiite  h  Dumerum  iolegrum  queueunque. 

SatisfaciuDt  igitur  Dumeri  formae  4dA4:l  coDgruentiae  J?  ^  =1 
(mod.  2«).  ^V*.' 

Formae  autem  i8h — 1  ad  primam  classem  pertioere  uequeunt 
(10) ;  pertioent  tgitur  ad  secundam  daasem.  Formae  autem  löh+i 
ad  primam  classem  pertineut,  quta  totidem  Dumeri  exstant  (ormae 
4M-I-1  quot  hiijusce  iöh — ^^1  atque  multitudo  oumerorum  in  am- 
babus  elassibus  eadem  est  (9). 

18. 

Designemus  uunc  classes,  quas  dizi>  per  A,  B,  C,  ita  ut  A 
sit  prima,  B  secunda»  Ctertia  classis. 

Prodactum  manifesto  exA  inA  reperitur  InA,  quia  (48k -jri) 
{48h' -1-1}  denuo  est  formae  4dA-|-L 

Productum  ex  JS  in  J?  debet  occurrere  lu  A,  quia  (iöh  +  l) 
(4M'  — 1)  etiamnunc  formam  induit  48h -\-l. 

Productum  ex  numero  •  aiiquo  classis  A  in  numerum  classis  B 
necessario  invenitur  in  B,  ^uoniam  est  (4dA-|-l)  (48h' —  l)  fonnae 
48h^—i,  auae  characterem  mdicat  classis  B,    - 

Quanoo  C  in  ^  multiplicetur»  habetur  numerus  ex  C,  idem- 
que  yalet ,  quando  C  in  B  multiplicetur.     ^^ 

Si  vero  C  in  C  multiplicetur,  numerus  inde  ortus  tum  In  A,  tum 
in  i?/tum  in  C  occurrere  potest;  in  quam  autem  classem  referen- 
dos  sit,  hoc  modo  investigo« 

Primum  observamus,  omnes  numeros  dasfli^s  C  forma  exhi- 
beri  k+48h,  ita  ut  A  sit  numerus  impar  ipso  4^. minor,  qui  nul- 

lum  horum  -|-1,*^1  aequiparat.  lam  congruentia  or  ^1  (mod.  4d) 
admittit  2^  radices  diversas  (2.),  quarum  bae  solummodo  let — 1 
formae  sunt  4dA±l.  Emot  igitnr  2o— 2  Tel  2(4— i)  radices  formae 
4dA-f  A,  ita  ut  A  ab  1  et — 1  sit  diversus;  quam  ob  rem  bae  qui« 
dem  radices  ad  classem  C  pertinebunt.  Itaque  ad  dassem  C  per» 
tinebunt  etiam  numeri  formae  4M-|-A,,  numeri  tbrmae  4M4-As,  numeri 
formae  4M4-A,,  formae  48h +k4  etc.,  designantibus  A^,  A«,  A3, 

A4  etc.  radices  congruentiae  x  =i  (mod, 48)  ab  let — 1  diversas. 

*  2  — Ai 

Debet  autem  esse  in  genere  4M-|-A;^  <2",  vel  A"^     aä   ^' 

2nr-9        kl  Ä- 

A  <r-jK— -^  j^,  ideoque  summus  valor^  quem  ASobtineat,  erit 
-^— 1.    Ergo  forma  .4M -|-A;t  complectitur  -j-    numeros;    ex 


qaö,  tn  pro  Aiponviitttr  omoe»  wiifleeg  ecmgiiMiitiae  a^f  Sl  (mod. 
49)^  babeptur  -^^..2(^1)  =  — «*  (9*-*l)  numert  ad  0108861111(7 

pertinentes. 

'  Totidem  ftntem  in  hac  Öla^se'  tiepierimitiir  ne^ue  rero  pjiires 
(9.);  qua  te  oomes  prodibupt  Dameri  clasais  C,  si  methodnnMie- 
quentem  adhibeas: 

Quaerantur  radices  coognieDtiae  x  ^i  (mod.  45)  ab  1  et— •  1 
diversae^  qüanim  quaBt^et  «fislgnata  per  k^,  omne8  niimeros  exhi- 

beri  oportet  .formaeA;]-|- 4M  modulo  2*^  .laiDores.   Tum  iiomeri  clas- 

«8  C  prodibnot  omnes,  81  pro  i^    oMoes    radices    congnieotiae» 

quam  dixi^  poDuotur. 

Siut  i^tur  Xy  J  Dumeri  propositi  classis  C  detc^rmlneDturque 
horum  re3idua   munimä   secundum  modulum   Ad  ita  ut  8it  ^=^j[ 

(mod.  iiS),  J^ikfj^  (mod.  4d)  eritque  zz'^A;.  j^    (mod.4d).  Quodsi 

habetur  k^kj^l  (mod.4d),  productum  tz'  ad  A  pertlttet>  äd  B 

▼ero^  B\  kj^  A:  =r^l^  et  ad  Cquaudoft]  ^/*=A  deootaDte /^oumenim 

ab  let-^1  dlYersom. 


Su^erest»  ut  radices  congruentiae  a^^i  (mod.  2")  inTenlan- 
tur,  ubi  t  est  numerus  par. 

Qoaevis  radix^ad  expouentem  p^rtinet^  qui  numeros  t  et  2*-*, 

ergo  etiam  horum  divisorem  commuDem  maximum  2^  simul  metia- 
tur.     PertiuebuDt  igitur  radices  partim  ad  i,  partim  ad  2,  partim 

ad  2'> .  •  •  partim  ad  2  .  x         - 

lam  vero  omnes  oumeri  ad  exponeutem  '2"— <"  pertinentes  forma 
cÖDtiDbntur  2^AJ:t^  denotante  A  uumerum  imparem^  qüi  valores 
induece  possit  ^        ^' 

,    .1/3,5,7,  ..    2»~«^1. 

Qttum  vero  differentia  numerprum  2"^A+1  et  2*"(A-^2)+l  sit 
2m^i,  numeri  ad  2»-»  pertinentes  fiM^Uime  ita  compatantur,  ut  in 
duas  ciasses  distribuantur,  cujus  in  altera  sint  formae  2*"A-hf  >  i» 
altera  formae  2*"^— 1;  in  utra^ue  autem  classe  numerum,  qui  ali- 
quem  proxime  sequitiu:,  habebis,  si  ad  eum  2"*+^.addideris. 

Ciasses  igitur  hae  sunt: 


A 


fl=,2"»  — 1 

6=?a+2«+* 

di=*6+2«+* 


N 


d=ic  +2«+* 


ä'=:2«+i  ; 

Ä'=o'+2*+» 
c'  =  6'+2«+* 

d'=c'+2»+* 


V 


Ad  exponentem  9*-^  a«träi   semptr  2**-^  numeri  perfioMil,i 
iffcepto  ea8u>  in  quo  exponene^  est  2.    Tiunenim  3  numeri  ex- 
stant,  nempe  2"-^' — 1,  2»— *+l,  2"  —  1. '   Hae   coDsiderationes * 
statim  viam  steniuDt  ad  fadices  iDTenieDdas. 

Quaeratur  eiiim  divisor  eommuois  maximu^  Dtuneronun  t  et 
2»— *,  qul  Sit  2  »determlnenturqne'adiumentö  t\sL8»hm  A  eiA'  nu- 
meri ad  exponentes  1^  2«  2*^  2'^  .  •  2^  pertinentes. 

Exempli  gratia  coDgraeotia  «*®=1  (iaod.32.)  habet  B  radices« 
quae  ita  inyeniuDtur:  , 

Hie  est  d=2^  ideoque  divisores  ipsius  2  sunt  1^  2,  4.  Ad 
expoDentem  1  pertinet  1,  ad '2  pertinent  2*~1,  2*+l,  2"— i  vel 
i&,  17,  31.    Ad  4  pertinent,  quia  m^=3, 

a=2»— 1=7  y=:2»  +  i=9 

6=tf+2*=23  '6'=a'+2*=25 

Ergo  radice#  «unt  1,  7,  9,  IS,  17»  23,  21^,  3t 


»  • 


ao. 


loYeni  etiam  aliam  methodum  radices  indagandl,  ex  qua  multa 
alia  attentione  haud  indigna  maoabunt. 

Dico.  eDtm,  si  ad  exponeDtem  t  secundum  modulum 
.2*  numerus  a  pertineat,  etiam, a^  ad  eundem  exponen- 
tempertinere,  si^  Sit  numerus  Impar.^^ 

Frimum  patet,  potestatem  (a^)  '  ^rte  unitati  sec«  mod.  2** 
congruam  esse,  qua  re  restat  moao  ad  demoostrandum,  (a^)  <  esse 
tnfimam  ipsius  ar  potestatem  untfati  congruam  vel  potestates 


a*,  a*S  a*^,  ...  €f^ 


incongpias  esse.    Fac  autem,.  ut  habeatuc  a^^^  a^    ,    ubi   sunt 

ö,  9'  numeri  inter  1  et  <  siti,  eritquefl^^""^ -'^sl,  ideeqne, 
quuma  ad  t  pertineat,  {Q^^Q')k^Q  (mod.Q|  Atqui  t  ^A  k  pri- 
mus  est,  ergo  @— d'^O  (mod.  t)  q.  e.  a.  Pertinet  igitur  oft  ad 
exponentem  t   '    . 

Itaque  reridoa  minima  Dtmerosom 
quorum  multitudo  4^,  ad  exponentem  t  pertinent  omni^que  sunt  in- 


Quum  jam  (Pe  Potest.  Period.  §.  24.)  semper  t  numeri  ad  t 
pertineant,  exstabit  unus  certe  numerus  ad  t  pertlnens,  qui  nuili 
illorum  Sit  coDgruus,  quem  Tocemus  b.  Unde  ad  i  etiam  pertinent 
residua  ioaequalia 

6,  h\  6»,  ft%  .  .  6«-» 
quorum  multitudo  etiamnunc  4^« 


9$$ 

\ 

NvUam  deniqae  ^km  i  potosti^taa'aliciii  ip«iii4  a  congriMiB 
fore,  ita  delnoDsvo. 

Primum  eonteiido,  semper  potestatem  aliqnain  nunMri  a  ex- 
stare  e^Dgraentlae 

«^=a^  (mod.  2«) 

saüs&cieDteiü«  nbi  sunt  q>,  B  aligai  ex  hts  1,  3,  6,  7,    .  .  ^^^1. 

Etenim  quia  q)  tanquam  impar  ad  t  primus  est,  namenus  /& 
ita  semper  potest  determinari,  ut  habeattir  a>fi^a(™od.  f)  vel 
9fi;^— ^=0  (mod.  t).     Est   vero  a^  =  l    (moa.  2"),   ergo   etiam 

a^*"     =1    (mod.  2«)  vel  a^^^a^  (mod.  2"),  qua  re  potestas 

J*  huie   coDgruentiae   x^  =^a^  satisfacit. 

lam  yero  una  soiimimodo  radtx  ei  satisfadt,   quIa  g)  impar; 

ergo  si  ex.  gr.  baberetur  6^  =  a^  (mod.  2*)>  esset  b^c^y  con- 
tra ea  quae  supposuimus. 

Itaque  duas  classes  nacti  srnnus 

(Jf)  .  .  .  .  a,  a*,  a*,  a'.  . .  o*-* 
(M')  ...  .  6,  *»,  6*,  b\  ,.6«-», 

qaas  per  M  et  DP  designavimus. 

Ceterum  observandnm  est,  numerum  b  ea  indole  affectiun  ut 
slt  b+a^O,  (mod.  2^),  nulli  po^testatum  classis  jlf  cbngruum  fieri. 

« 

Nam  primiini  est  b^s-^a,  ideoque  6'  =  af  31,  quia  <  par. 
Porro  nidla  inferior  ipsius  b  vet — a  pelesta«  quam  1^«  uaitati  M 
congrua. 

Potestates  enim,  quarum  exponentes  ambo  pares  vel 
ambo  impares  incoDgruas  esse  ex  suppositione  patet.  Restat 
igitur,    ut    probemus,    congruentiam    locum    habere    nou    posse 

i,V  ^_£i1^  tela^  +  a^  sO,   designante  q>  numerum  pai:em,    ^ 
vero  imparem.    Est  vero  si  ponatur  a=2*A4:l9  übt  h  impar,  a^ 


vecQ  slgnw  in&ritts  statüas,  habetur  2^(i^h''+h')sQ,»^0,kfn. 
Sed  etiam  hoc  fieri  nequit,,  nisi  A=l,  quo  in  casu  2"—- >i  ad  exponen- 
tem  2  pertinet,  quem  exeludimos.  Pertinet  igitur  — a  ad  expo- 
neatem  t 

Ünde  classes  habemus 

(Jlf) ä,  oS  a*,  o%..  «'-* 

(Jlf')    ..  ..— a, — «*,  —  o*, — a^.  .  .  —  a*~*. 

Pro  ä  quilibet  numerus  ad  i  pertinens  accipi  poterit. 
Postremo  nuUus  terminus  classis  (JW)  alicüi  classis  (M)  con- 

gruus  erüt.  Naili  si  haberetor  a^s-^^,  ita  ut  ^,  ^  ambo  sint 


fanpamr,  esdet,  sl  astataas  fomäe  9**±1,  a*-t*»+3*^»A'J:1^0 
(mod.  2»-^),  q.  f.  n. 

Ex  quo  tandem  sequitar«  omiies  numeros  «demonentem  tper- 
tinentes  classlbus  (M)  et  (M')  cöntiDeri;  nam  mvltitado  termmo- 
nim  est  t^  plures  vero  ad  t  dod  pertinent« 


Nunc  tandem  probabo,  clasaem  (A)  eongraere  cum  daase  (M) 
et  elassem  (A')  cum  classe  (JtT). 

Numeri  clasüium  (A)  et  (A)  ita  etiam  possunt  repraesentari 


A. 


2«— 1 
3.  2»— 1 

5.  a«—! 

7.  2»— 1 


ÄK 


2»rfl 
3.  2-+1 

7.  2»-f  1 


ex  quo  patet,  foimas  primae  d^ssis'  esse  2"A — 1,  fonnas  yero 
secuDdae  2"A-|-1. 

lam  numerus  a  in  classe  (ilf)  sit  fonnae  2^A— 1  eritque  (1.) 

etiam  a^  formae  2*"A>— 1,  denotante  q>  numerum  integrum  impa- 
rem,  Hanc  igitur  formain  induunt  ,a'.  a^,  a^,  etc,  neaue  vero  al- 
teram  2*»A+1;  qam  si  haberetur  simul  2'*Ä'  +  1=2**'  Ä — 1,  esset 
2^Ä'— 2'»'A=:2,  2»-^A'-.2«'-^A=l,  q.  e.  a-  Ergo  dasses  (A) 
et  (M)  congraunt,  similique  modo  dasses  (A')  et'(ilfO-  '• 


Relationes  i^uaedam  valde  insigues  int'c^r  terminos 
iodorum  radicesque  congruentiarum  purarum. 


a,  aS  a%  aS  •  .  a' 


est 


vel  summa 


fl*+«**+a»*+a**+-.+a 


tk 


«  =  a'. 


ideoque 


«(a*-l)=so*(a«*-l)>    ergo    l(ii^ -1)^0  (mod.  p)< 
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Qoodsl  t  ipcmm  k  non  metitur,  esse  neqnit  a^^i  («od.  p), 
quam  ob  rem  tum  quidem  s  per.  p  dWidi  poterit.  Si  yero  ^  nv- 
memm  A;  metitur,  erit  a*  =  l>  ergo  a**=l,  etc.,  atqne  f=l.    > 

Corollarium.    Quaodo  ^  ad  expoDentem  ^^-j*-  pertinet,  abl 

est  d  divisor  commuDis  maximua  Dumeromm  t  et  p  —  i,  ex  W* 
sequitiir»  remdun  ordinis  i  aee.  mod«  p  potestatibiis  exhiberi 

9*  ü^>  9**  g\  '  '  9  ^  * 

Reaidua  igitur  periodum  constitaupt,  qua  ex  re  etiam  summa  po- 
testatum  £'«''*»  omnium  residuonim  ordinis  i  säcuDd.  mod.  p   aut 

per  p  dtvisibilis  erit  aut  numero  -^{p—i)  coDgnia>  prouti  k  per 

t  DOD  divisibilis  est  aut  diTisibilis. 

2.  Designante  etiam  nunc  d  divisorem  communem  maximum 
Dumerorum  t  ei  p—X,  coogruentia  a;'=l  (mod.  v)  admittit  d  ra- 
dices  diversasy  quarum  qualibet  ad  exponentem  o  pertinens  desi- 
goata  per  lo  omnes  racUces  exhibentur  potestatibus 

o,  (»*,  »•,  w*,  \  '.  «  . 

Ex  quo  Sequitur  propositio  (1.): 

Summa  potestatum  k^^^^  omnium  radicum  cour 
gruentiae  x^-=:i  (mod.  p)  semper  per/idivisibilis'  est,  si 
f  ipsum  k  Don  metitur. 

3.  Id  commeot.  De  Po^statum  Periodis.  §.  43.  jam  demon* 
stravi,  productum  ex  omnibus  termints  periodi  uumeri  cujusvis  se« 
cundum  moduium  /i"  vei  2^"  unitati  congnium  esse  positive  aut 
negative  acceptae,  prouti  multitudo  terminorum  sit  impar  aut  par. 

Ergo  ex  16.  manat  theorema: 

Productum  omnium  residuorum  ordinis  i  moduli 
/»"  vei  2p"  unitati  positive  aut  negative  sumptae  con« 
gruum  est,  prouti  multitudo  residuorum  esl  impar 
aut  par. 

4.  Qnodsi  radices  congruentiae 

•     ar*=l  (mod.  p), 

sunt  (Oi>  o>2>  (Os,  •••  fi>^,  designaturque  summa  omnium  radicom 

per  *^^i,  summa  combidationum  binarum  radicum  per  A^y  summa 
combinaäonum  ternaram  per  —A^y  summa  combinatiomm  qmater- 
narum  per  A^  etc.;  deinae  summa  radicum  per  Sy,  summa  qua- 
dratorum  per  S%y  summa  cuborum  per  jS,,  summa  biquadratomm 
per  1S4  etc.,  ex  theoremate  Neutoniano  habentiir  aequationes 


\  / 
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I 

lam  vero  (2.)  summae  5^ ,  5„  S,,  S4,  etc.  S^^^  sunt  =0,  at 

S^S,  ergo  adjumento  aeg[uatioiiiim  erit  Ai^At^A^ ^A^__^  =0, 

at  ö+öAg—O. 

Hinc  erit  etiam 

--ili=0,  A^=0,  —  i<,=0,  i<4=0,  etc- 

Produetnm  omDtiim  radkiim,  qnod  per  P  designemnft,  erit^^^ 
prouti  8  est  impar  ant  par,  ergo  resp«  /^=dbl* 
Hinc  deductt  sumus  ad  theorema  elegans: 

Summa  omnium  radicum  cou^ruentiae  :r^=l(mod.pX 
deinde  summa  combtnatioDum  binarum^  ternarum,  qua- 
teruarum  etc.  radicum  semper  per  modulum  primum  11 
divisibiiis  est.  Productum  vero  radicum  unitati  posi- 
tive aut  negative  acceptae  est  congruum^  prouti  mul- 
titudo  radicum  est  impar  ant  par. 

L  Desigoetur  summa  combinationum  m  elemeutorum  ad  das- 
sem  n'^^  per  "dt  eritque,  quando  e  significat  elementum  quod- 
vis,  nt  ex  theoria  combmationum  eonstat: 

Quodsi  habetur  ' 

'Cm=0,  *Cm=0,  ...  1  +  -C,=0 
erit 

«=-'G»_»,  «G»-..-('C;«-.i)*=0, 
»Ci»li-('C»_.)'=0,  ♦C«_i-CG-_i)«-0, 

etc.. 


/  » 


Undemanat,  qimm«»~*Ci|i--»  «=dbi  »*t  (*CU-.i)"^TÄ-  Signo 
superiore  uteDdum  est  aut  inferiofe^  proliti  m  est  impar  aut  par. 
hm  vero  habetur  *Ci»-.i=— «,  ei^o  (— «)«=Ti  v^I  «"»=1. 

Ex  quo  habetur  propositio: 

St  summa  uumerorum  secundum  modulum  primum 
p  iDcongraoram,  quorum  multitudo  m,  deinde  simul 
summa  combioationum  blnarum^  summa  combioationum 
ternarum  etc.  per  moduium  diTlsibilis  est,  productum 
vero  unttati  positive  aut  negative  acceptae  congruum, 
prouti  multitudo  Dumerorum  impar  aut  par,  neces^sario 
quicunque  illorum  oumerorum  erit  radix  coDgrueutiae 
j?»"=l  (mod.  p), 

5.  Finem  huic  commentationi  imponam  demohstratione  propo- 
sitionis,  quae  sequitur: 

Produptum  omnium  Dumerorum  ad  eundem  expb- 
Deutern  pertinentium  secundum  modulum,  qui  potesias 
est  aliqua  numeri  2  aitior  quam  secunda,  semper  uoi- 
tati  secundum  hunc  modulum  congruum  est* 

Examinemuä  primum  casum,  in  quo  exponens  t  est  2.  Tum 
vero  ad  t  pertinent  2*~*  — l,  2"— *  +  l,  2»  — l  productnmque 
P=(2*(»"*)— 1)(2'«  — l),  quod  unitati  secundum  2** congruum  esse, 
statim  perspicietur. 

Deinde  sit  if>2  pertinebuntque  hi  numeri  ad  exponentem  f  (20.) 

vel  eorum  residua  minima.    Qnoniam  ex  supp.  ^  semper  est  nu- 
merus  par,  erU  productum 

ideoone  P=r«4«*.    Eöt  ver<>  a^=l,  e^o  («<)*•=!>  *•  o.  /*=i 
(med.  2*),  q.  e.  d.       ' 


am 


■  * 


Heber  die  Xiibelle  oder  das  BTtTeaii*). 

Weil  die  Libelle  odelr  das  Niveau  ein  für  alle  Messinstrainente  so 
widitiges' Werkzeug  ist,  so  haltie  ich  es  fiar  zweckmätrsig, '^eii  folgenden 
Aufsatz  Za  dessen  velterei^  Verbreitung,'  nnd  ireil  dei^selbe  wohl  soiist 
n?cht  allen  Lesern  des  Archivs  zu  Gesicht  kommten  m^dile^  in  dieser 
Zeitschrift  mitaatheilen.  *  »  G. 


Acad^mie  d^s  Sciences  de  Bmxelles. 

Söance  du  2  novemhre  1844« 

Physiqne,  —  Un  rapport  fait  dans  cette  Avance  par  MM. 
Queteletj  Crahay  et  8ta8s^  conclut  ft  rimpression  de  la  note  sai- 
vante  de  M.  Liagre^  lientenant  du  g^nie  beige ,  sur  (es  oscillations 
du  niveau  a  bulle  d  air  et  sur  les  raoyens  d  y  remödier« 

5,On^  a  fait  jusqu'ici  peu  d'attention  aux  d^placements  ou'e- 
prouve  la  bulle  d'uu  niveau  &t4  sur  ud  plan  horizontal  imiQODUe» 
lorsque  l'une  des  extr^mitäs  de  cette  bulle  vient  a  receroir  uDe 
temp^rature  sup^rieure  ä  celie  de  l'autre.  J'iguore  si  des  observa* 
tioDS  anaiogues  out  däja  4t^  publikes ^  mais,  dans  ce  cas,  elles 
doiyent  <&tre  tres  peu  counues^  car  je  n'ai  vu  cette  particulariti^ 
mentioDnäe  dans  aucuD  ouvrage**),  et  Ton  est  g^n^ralement  d'ac- 
eord  aujourd'hui,  lorsque  Ton  observe  un  chaogeraent  quelconque 
dans  rindication  du  niveau  ndajMUf  jA  nn  Instrument  >  ä  en  renare 
responsable  Finstrument  iui-meme^  regardant  comme  tnfailiible  la 
marche  de  la  bulle«   M.  Quetelet^  lorsque  je  lui  ai  parle  du  fait 


*)  L'Institnt,  jonmal  nniversel  des  sciences  et  des  soci^t^s  savantea 
en  France  et  a  V^tranger.  Ire  Section.  Treizieme  annöe.  Nr«  590,  lli. 
Avril  1845.  p:  145. 

**)  J'ai  consnlt^  inntilement  sur  ce  sujet  les  traites  de  phjsiqne  et 
d*astrononiie  les  plus  recents  et  les  plus  estini^s,  notamment  le  Pkysikom 
lisches  PVörterhuch  de  Gehler,  et  Vjlstronomu  -pKy staue  de  M.  Biot,  qnt 
a  consacr^  quarante  pages  de  son  excellent  onvrage  (tomell,  1844,  chap. 
IX ,  sect.  2)  A  d^velopper  la  construction^  le  manicment  et  les  propri^t^ 
da  nivean  k  boUe  d'aur.  L. 


mi 


.  en  qiiecitioiij,m'aftpprS8  ifkil  avait  obaerve  le  tnenie  pheaomene  U 
y  a'dix  ans^  peadant  quii  ^tait  oocup^  a  detenniDjer  la  latitudede 
Bnixelles  au  nioyen  du  cercle  repetiteur,  mais  qi^'ii  n'avait  pa^ 
iD6i»tö  aar  eette  singularite,  parce  quil  croyait  l'ayoir  vue  rappor- 
tie  dans  un  äcrit  dont  le  titre  lut  echappe  aujotird'hui.  Quoi  qu  U ' 
eD>  Hoit,  nion  hui,  en  presentant  cette  note,  nesi  nallemeot  a^- 
tablir  mes  droits ^de  pnorite  a  la  d^ouverte  duph^nomoDe  aue  je 
8igiiaie>  niais  simplement  de  donner  de  la  pubiicit<^  a  ud  fait  que 
j'ai  constat^  pour  ma  part,  et  qai  Bierite  d'etre  conou*  Mao  däsir 
est  d'etre  utile  a  ceux  qui  se  serveot  du  niveau  a  bulle  d'air  comme 
instrument  de  pr^cision.»  eo  leur  inspürant  de  la  d^fiance  dans  sod 
maoiement,  et  de  les  mettre  en  ßärde  contre  des  erreurs  qui»  dans 
des  eirconstances  ordioaires,  s'eleveut  facil^ment  a  plusieurs  se- 
cobdes,  et,  dans  des  oas  extremes,  a  une  minute  et  au  delä.^' 

,,En  substance»  ma  remarque  peut  se  formuler  en  ces  quel- 
ques mots:  ;,Un  niveau  ä  bulle  dair  tr^s  bon  et  tres  sensible 
etant  calö  sur  un  plan  invariable,  si  l'june  des  exträmites  de  sa 
bulle  vient  ä  se  trouver  en  prdsence  d'une  temperature  superieure 
a  Celle  de  T^utre  extr^mit^,  la  Ijmlle  tou't  entiere  marche  du  cöt^ 
d'oa.emaiie  la  chaleur.'^ 

„Cette  experience  est  extreniement  facile  ä  räpeter,  lorsque 
Fon  possede  an  niveau  un  peu  sensible,  II  sufBt  de'le  caler,  et 
,  de  piacer  ensnite  la  main  ä  un  centimetre  environ  au-dessus  d'une 
exträmit^  de  la  bulle.  Au  bout  de  cinq  a  six  secondes  (plus  ou 
iBoins  Buivant  la  cfaaleur  de  la,  main  et  la  sensibilite  du  niveau) 
OD  Terra  Ol  bulle  se  däplacer  lentement,  marcher  vers  bt  main  et 
suivre  celle-ci  dans  tous  ses  mouvements.     Oo  rend  cette  action 

fdu9  ^nergi^oe  en  dirigeant  Thaleine  vets  celui  des  deux  bouts  que 
'ob  veut  faire  avancer.  En  moins  de  cinq  secondes,  j*ai  d^placd 
ainsi  de  dopse  millimetres  la  balle  d*un  niveau;  chaque  millimetre 
de  Täcbelle  correspondait  ä  un  angle  de  quatre  secondes/ ; 

„Cette  Observation  est  bien  simple,  et  cependant  je  ne  crois 
pas  qu'ou  en  alt  jamais  tire  aucune  cons^quence.  Ne  voit  -  on  pas 
en  effet  tous  les  joui^  des  ing^oieurs,  charges  de  niveilements  tres 
precis^  operer  avec  le  niveau  cercle,  sans  ra^me  prendre  la  pr^- 
cantion  de  soustraire  leur  instrument  ä  Faction  directe  des  rayons 
dn  soleil,  en  sorte  que  tantdt  Tune  des  exürämitäs  de  la  bulle, 
tantdt  Tautre  est  la  plus  ^chauffeel  Si  les  erreuj^  que  Ton  com- 
met  ferceraent  ainsi  deviennent  trop  palpables,  od  se  rejette  alors 
sur  ies  ^latatioDS  inegales  de  la  monture  de  rinsiarument,  on  s'en 
prend  au  m^canicien  *),  taodis  que  les  laiieiQes  irreguiaritös  se 
seraient  manifest^es  si  Ton  avait  pu  se  setvir  d'uüe  simple  fiele 
saus  aucune  monture.  ^^ 

„Toat  le  monde  connait  les  ^carts  inexplieables  auxquels  sont 
sujettes  les  observatious  de  latitude  lalties  .ä  Taide  du  cercle  räpä-  * 
titeur.    On  voit,  dans  la  Btise  du  Systeme  metrique  (2evol.y  pages 
%2  et  suiv.),  des  discordances  frappantes    entre  des ,  s^ries  d'ob- 
servations  ae  latitude  faites  par  Delambre  avec  dei^  soins  scrupu- 


*)  M.  Beattlieu,  m^canicien  de  robservatoire  dfe  Bnixelle«,  auftfel 
|e  pariaig  demieremeni  de  ce  fiftity  m'a  dit  qne  plusieiirs  ing^nienra 
•Mtaient  plainUä  lui  de  ce  que  ses  niveaüx  se  deran^eaint  au  soUiU  Xai 
montr^  k  M.  Beauiieu  qa'an  excellent  niveau  de  Forttn,  attacb^  au  cercle 
r£p<6titeiMr  de  robvervateire ,«  se  döramgeait  ä  la  cbalenr  de  sa  main.    L« 
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feux.  Cet  babile  obserTatenr  «e  demande  b'iI  est  possible  de  les 
expfiqner  par  des  r^actioiis  extraovdiiiaires  diM»  au  grand  fsoid 
qa*il  faisait  aloro.*' 

yfj^h  derniers  mots  auffisent  pour  me  rendre  ^mpie  des  er- 
reQTS  d'environ  dix  sectmdes  i]iie  Delamhre  a  pa  faire  aur  Am 
distances  si^iiithalea  conduea  a  i'aide  du  nivean.  San«  pailer 
d*un  fen  de  biTouae  qui,  par  im  temps  A  ri^oareiix>  bhUaät  proba- 
blemeot  'k  qaelque  distaoce  de  la  Station ,  ni  des  deux  boagies  mi 
servaient  ä  ^clairer  le  r^tictüe  et  le  niveau  da  cercle  r^pdtitefiry  m 
cbaleur  rayooDi^  par  le  corps  de  i'observateur,  daiis  ud  teitps  tres 
froid,  peut  facilement  devm  la  bulle  de  Mfy  d  aataot  plus  qne  la 
disposition  du  niveau,  pour  la  däteminatioo  des  latitades,  est  teile 
que  l'uD  de  ses  bouts  est  tournö  vers  Tobservateur^  et  Tautre  daos 
une  direction  o^iposöe.  Ajoutons  enfio  ^ue,  par  an  graod  froid, 
la  buHe  devieot  plus  sensible^  et  que  lalloogemeiit  eoosidärable 
qu'elle  prend  pennet  ais^ment  qu*une  de  ses  eztremitäs  s'ecbauffe 
plus  qne  Fautre.'* 

„11  faut  donc  äviter  de  faire  de .  pareiUes  observatioos  dana 
un  lieu  ferme,  ä  travers  une  ouverture  ätroite ;  car  il  s'^tabKt  alors 
un  couraot  d'air  qui,  venant  frapper  Fune  des  extvämitcis  de  la 
bulle  du  nireau,  la  d^place  näcessairenient/^ 

;,Pour  bten  m'assurer  de  Teffet  que  les  yariatioRS  de  ia  tem- 
p^ature  peuvent  avoir  sur  un  ntvean  exposä  a  Tur,  j'ai  epero  de 
la  maniere  suivante.  Sur  une  forte  pierre  de  taiMe  servant  d'apfnd 
exterieur  ä  une  fen^tre  de  premier  öta^e,  j'ai  plac4  den  wn 


h.  bulle  d'air.  Les  deux  instmmens  ^aieot  sitn^s  sur  leprolon^t* 
ment  Tun  de  l'autre^  et  separ«^  par  un  interYatte  de  yingt  eenü« 
mdtres  eoTiron.  L'extr^m&t^  de  chacun  d'eux  ätait  distante  de  ^ 
Cent  du  montant  le  plus  voisin.  lls  ätaient  exposiSs  vers  le  sud, 
mais  la  direction  de  leur  axe  faisait  avec  la  anäridienne  uli  ai^e 
de  40®  compt^  du  nord  ea  passant  par  ronest«  Le  nivean  n®  i  a 
une  longueur  de  22  centimetres  et  un  diam^tre  Interieur  de  üd*"»,  4; 
la  plus  petite  longueur  de  sa  boUe^  a  ^tä  de  22**»^  5  par  «ne 
temp^^rature  de  36^  en^iron ;  sa  plus  graode  longueur  de  74''"»  par 
12^,3.  On  Yoit  qu'il  renferrae  ms  peu  d-air  et  ope  la  majeure 
partie  de  sa  bulle  est  formte  de  Yapear  d'alcool.  Le  niTean  vfi  2 
a  la  meme  longueur  que  le  pv^cädent,  nrais  soa  diannirilie  n'est 
que  de  t^»,  7.  8a  bulle  varie  de  17«»^  5  ä  ÜO^»»  aux  temporär 
tures  respectives  de  36®  et  12*9  3.    Les^  ioles  c»  verte  n'^taieat 

f  amies  aaucune  armature  ni  support:  je  m'affranchiBsais  par-la 
e  toute  cause  d'erreur  due  äux  diiatations  in^ales  du  m^täl  par 
la  cbaleur^  ou  du  boispar  rhumiditä.  Elles  etalent  posrfes  sur  la 
pierre  formant  Tappul  de  la  fenötre,  mais»  pour  les  fixer,  j'aTais 
plac^  an-dessous  de  leurs  extrt^mitÄs  deux  petites  ooucbes  dfe  dre, 
^paisses  d*un  deml-mllUm^tie-  environ,  adntfreiites  a  la  feie  a  la 
pierre  et  aux  fioles," 

„Pour  ^ter  qu'on  atribue  les  oscilbtions  de  la  bulle  ä  un 
mouvement  p^riedique  de  la  pierre  de  support  oä  du  bfttimen^ 
causa  par  la  cbaleur  du  soleil«  je  feral  remarquer  de  suite  que  les 
deux  bullös  marcbaient  en^  sens  inv^rse,  c*est-&-dire  queues  se 
rapprochaient  pendant  le  jont  et  se  fuyaient  pendant  la  ouit. .  Ce 
fait,  qne  j'avais  prävu,  est  ^w  qui  Hi'a  engagt^  ^  op^rer  atec  deux 
lilveaux  au  lieu  aun  seul.  £a  effet,  pendant  Ja  jouro^^  les  rayons 
solarres  räfl^chis  par  la  ccmteur  blancbe  da  «entant  a  concentralent 
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la  chaleur  vers  ie  milieu  de  Tappui  horixontal^  et  atüraient  les 
deux  buUes  vers  ce  point  milieu.  La  nuit,  au  contraire^  les  denx 
montants  conservaient  une  temp^ature  $upärieare  k  celle  de  l'air 
amMaut^  et  ati;iraient  les  bulJes  ä  ieur  tour/^ 

,,Mes  observations  out  commenc^  le  5  «eptembre  et  fini  ie  10: 
j'ai  net^  chaque  jour,  ä  16  ou  16  äpoquejs  differeotes,  la  position 
du  milieu  de  la  bulle  de  chacuo  des  deux  ntveaox.  Em  regard  de 
cbaqne  r^sultat,  j*iDdiquais  la  temp^rature  doBB^e  par  üb  tbemo- 
m^tre  centigrade  placä  k  foihbre  du  montaot  h.  J'ai  l«mie  aimsi 
des  tableaüx  oü  la  roarche  des  niveaux  est  comparöe  ä  celle  du 
thermom^tre,  et  je  les  ai  trouvi^es  toutes  deox  parfaitement  con- 
eordantes.^  Enio ,  pour  pNermettre  de  mieur ^saisir  d^un  seul  coiup 
d'oeil  la  itaison  intime  qui  existe  entre  les  variations  de  la  tempe' 
rature  et  les  di^placements  des  buUes,  j*ai  traduit  graphiquemeiit 
les  ri^sultats  de  mes  tableaux.^  * 

^J'ai  ebercb^  TatnemeDt  ä  me  domer  ä  moi-m^me  une  expli- 
catioD  compl^tement  satisfaisaute  du  pb^om^ne  eui  fiut  Tobjet 
de  cette  communication :  c'est  un  sirjet  de  rec^erobe  tres  interes- 
sant« et  qui  9  suivi  avec  sein  et  diseut^  aTecsaeacitiS«  pourralt 
peot-^tre  jeter  un  jour  Doureau  sur  ia  tbäorie  ^es  ondes  cale- 
rifiqiies.'^ 

,fJe  me  suis  done  born^,  apr^s  avoir  bien  constat^  le  lait, 
k  tädier  de  remedier  k  un  defaut  qui  enl^ve  ^ne  ^grande  partle 
de  ses  avantages  ä  un  Instrument  pr^cieux«  Le  moyen  que  je 
Tais  proposer  me  semble  resoudre  le  probleme  anssi  comptetement 
que  possible/' 

,,Un  niveau  ä  balle  d'air  est  enyelopp<(  d'tine  scconde  Me, 
d'Un  diam^tre  double  de  la  premi^re»  Les  Amx  eylindres  se  tou- 
ebent  tout  le  lon^  de  la  gen^ratrice  isfäHeure^  eo. Sorte  que  la 
e^n^ratrice  sup^rieure  du  v^ritable  niveau  se  confond  avec  Taxe 
de  la  fiole  enveloppante.  Celle  «ci  est  remplie  enÜerement  d'eau 
color^  en  bleu:  la  teinte  que  Ton  donne  k  Teau  doit  etre  anssi 
fenci^e  ^ue  possible,  mais  permettre  cependant  de  faire  la  lecture 
des  dlvisions  trac^es  sur  le  niveau  inti^rieur.  Enfin,  Tune  des 
extr<$mites  du  tube  enveloppant  est  ferm^e  ä  l'aide  d'un  boucbon 
en  caoutchouc,  qui^  par  son  ^lasticit^«  suit  le  liquide  color^dans 
ses  contractions  et  dilatatioqs^  et  emp^cfae  que  la  grande  fiole 
äclate  en'ete>  ou  quil  s'y  forme  un  vide  en  hiver.  Par  ce  moyen, 
la  bulle  se  trouve  entour^e  de  tous  les  cdtes  d'une  egale  quantit^ 
de  liquide,  au  milieu  duquel  eile  peut  etre  consid^ree  comme  na- 
geant,  et  eile  est  soustraite,  dans  toute  sa  longueur,  anx  brusques 
in<^galitös  de  tempärature,  par  la  conductibiüti^  du  liquide  ambiapt : 
la  Couleur  bleue  donn^e  a  Feau  sert  ä  absorber  davantage  le  calo- 
riqu^  rayonnant/' 

,,Pour  m'assurer  de  Tefücacit^  du  moyen  que  je  viens  d'in- 
diquer,  J'ai  commencö  par  exposer  un  niveau  ordinaire  a  la  cbaleur 
artificielfe  provenant  d'une  lampe  k  meche  cylindrique.  Un  ^cran, 
perce  d'un  trou  circulaire ,  et  interpos^  entre  la  lampe  et  le  niveau, 
permettait  de  diriger  la  ebaleur  sur  lune  des  extr^mit^s  de  la 
nulle.    Je  Tai  d^placäe  ainsi  de  11  divisions  en  deux  minutes.^^ 

„J'ai  ensuite  enferme  le  niveau  dans  une  enveloppe  sem- 
blable  k  celle  que  je  viens  de  decrire,  ifiais  sans  y  introduire  de- 
liquide:  Teffet  de  la  chaleur  a  6t6  plus  energique  que  dans  le 
Premier  cas;  la  hülfe  s'est  deplacee  de  14  divisions  en  deux  mi- 
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nutes.      £n    effet^    Tenveloppe    cylindrique    faisait    fQnction    de 
lentille." 

„En  troisieme  lieu^  j'ai  rempli  d'eau  eJaire  la  grande  fiole,  et 
j*ai  replacö  tout  le  Systeme  dans  les  m^mes  condktions  que  prec^ 
demmeDt,  eest-ä-dire  que  la  meme  distaoce  existait  entre  l'axe 
de  la  mdche  et  ceiui  de  la  bulle.  Un  thermometre  place  pres  du 
niveau,  mais  soustrait  par  Tecrau  ä  Taction  de  ia  iampe,  et^jun 
autre^  expos^  directement  ä  cette  action,  indtquaieat  dan»  les  deux 
cas  les  m^mes  difföreoces  de  temperature.  Apre^  quatre  minutes, 
la  bulle  ne  s*etait  depläc^e  que  d  une  divisibn  et  un  quart.  ** 

y^Eofia  j'ai  colore  le  liquide  en  bleu  h  Taide  du  Sulfate  de 
cuivre  ammoniacal ,  et  j'ai  dirige  pendaDt  cioa  minutes  la  chaleur 
de  la  lampe  sur  la  meme  extremit^  de  la  bulle.  Au  b0ut  de  ce 
temps,  j'ai  pu  voir«  en  m'aidant  de  la  loupe,  que  la  bulle  avait 
marche  de  huit  dixi^mes  de  division  au  plus.  Ainsi,  Teffet  produit 
par  la' chaleur  n*est  plus,  daus  ce  cas,  que  les  trois  centi^mes  de 
ce  qu'il  etait  sur  le  uiveau  ordinaire.^' 

„Je  crois  donc  devoir  conseiller  d*adapter  la  modification  que 
je  viens  d'iodlquep  aux  niveaux  destines  ä  deä  mesures  de  pr^ci- 
sioD :  si  eile  rend  rinstrumeut  un  peu  plus  lourd,  eile  a  Tavantage 
de  le  rendre  moins  fragile;  lorsqu'il  lui  arrivera  un  accident,  pres- 
que  toujours  la  fiele  sera  präservee,  ce  sera  Tenveleppe  qui-se 
brisera,  et  celle-ci  est  bien  facilement  remplac^e,  car  eile  n'a 
pas  besoin  d'avoir  une  forme  cylindrique  parfaite/^ 

„Je  terminerai  en  recommaudant  a  ceux  qui  se  servent  du  ni- 
veau  comme  Instrument  de  precision^  non-seulement  d'eviter  qu*une 
des  exträmites  de  sa  bulle  soit  soumise  a  une  temperature  supe- 
rieure  ä  celle  de  l'autre,  mais  encore  de  .ne  pas  Temployer  lors- 
qu'il vient  d'^tire  transporte  d'un  lieu  chaud  dans  un  lieu  troid  ou 
räciproquemeot.  J'ai  remarque  en  effet  que  lorsque  Falcool  de  la 
fiole  subit  des  dtlatations  ou  des  contractions  rapides ,  la  bulle 
parait  ne  pas  se  contracter  ou  se  dilater  egalement  des  deux  cdt6s 
a  partir  de  son  point  milieu,  en  sorte  que  son  centxe  est  reelle- 
ment  deplace;  et  ce  mouvement  de  transport  de  la  bulle  continuje 
jusq'ä  ce  qu  eile  ait  acquis  une  longueur  constante..  J'attribue  ce 
fait  ä  des  courants  Interieurs  qui  s'etablissent  dansle  liquide  pen- 
dant  qu  11  s'echauffe  au  qu'il  se  refroidit/ 

Anmerkung.  Aehnliche  Erseheinangen  wie  die  vorher  besproche- 
nen lind  übrigens  auch  schon  sonst  beobachtet  und  auch  ähnliche  Mittel 
zu  ihrer  Beseitigung  angewandt  wofden.  M.  s.  z.  B.  die  Abhandlung 
von  C.  A.  F.  Peters  über  den  Ertelschen  VertilTalkreis  der  Fulkowaer 
Sternwarte  in  dem  Bulletin  de  la  classe  physico-math^mdtique  de  TAcar 
d^mie  3.  de  St.  Petersbourg.    Thl.  II.  1844.  p.  307.  6. 
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AndeutuDipeii  zu  planimefxtsclien  Auf- 
salieii  aus  der  Curireiilelire. 

Von 

Herrn   J.  Katzfey, 

Oireclor  de«  Gjmiiatiaiiis  sa  Münstereifel. 


Bei  der  iStundenzahl^  worauf  das  Studium  der  MathematilE  an 
den  meisten  Gymnasien  beschränkt  ist  und  wegen  der  übrigen 
Lehrfacher  beschränkt  bleiben  muss,  ist  es  rathsam  und  bereits 
vielfach  Yerwirklicht«  dass  der  Inhalt  dieses  Lehrgegenstandes 
auf  sein  Minimum  reducirt  und  davon  ausgeschieden  bleibe ,  was 
immer  ohne  Nachtheii  des  Verständnisses  und  ohne  Verkümme- 
rung der  Allgemeinbildung  ausfallen  kann.  Hiemach  ist  auch  die 
Lehre  von  den  Kegelschnitten  der  Hochschule  zu  überlassen,  un- 
geachtet des  Bedürfnisses  verschiedener  Sätze  dieser  Lehre  zur 
Behandlung  der  Physik.  Lassen  sich,  nun  diese  Sätze  mit  den 
interessantesten  Eigenschaften  dieser  Curven  auf  rein  planimetri- 
scbem  Wege  und  leicht  fassllch  den  Schülern  mittheilen;  so  ist 
hiermit  filr  die  Wissenschaft  viel  gewonnen.    Dass  und  wie  dieses 

geschehen  kunne,  habe  ich  in  den  Abhandlungen  zu  unsern 
[erbstprogrammen  der  Jahre  1826, 1833  und  1840,  so  wie  in  meinem 
Lehrbuche  der  Mathematik  «ezeigt.  Einen  andern  Weg  hierzu 
bieten  die  nachstehenden  Andeutungen,  nach  welchen  die  Prima- 
ner in  ihren  häuslichen  Aufgaben  zur  Kenntniss  der  Elemente  der 
Curvenlehre  gebracht  und  die  Fleissigem  zu  einer  angenehmen 
Selbstbeschäragung  angezogen  werden  können. 


Genesis  und  Form  der  Curven  zweiter  Ordnung. 

$.  1.  Au  fg.  Man  soll  beliebig  viele  Punkte  einer  Linie  be-^ 
stimmen,  welche  einzeln  von  einem  Punkte  und  einer  Kreislinie 
oder  einer  geraden  Linie  in  Einer  Ebene  gleiche  Abstände  haben. 

Zur  Auflosung.  Ister  Fall.  Der  gegebene  Punkt  ist 
In  der  ^Kreis-  oder  geraden  Linie.  Die  verlangten  Punkte  liegen 
in  der  geraden  Linie,  welche  die  g^ebene  Linie  unter  gleichen 
Winkdn  schneidet    (Die  Axenlinie). 


4W 

<  » 

'  2ter  Fall.  Der  gegebene  Punkt  ist  Mittelpunkt  des  ^gebe- 
nen  Kreises.  Die  yeVlangten  Punkte  liegen  in  einem  concentri- 
schen  Kreise. 

Bemerk.  Von  hier  ab  werde  die  gegebene  gerade  Linie  als 
Kreislinie  von  unendlichem  Durchmesser  betrachtet 

3ter  Fall.  Der  gegebene  Punkt  liege  im  Radius  oder  in  der 
Verlängerung  desselben.  Sei  der  Axendurchmesser  oA  (Taf. 
V.  Fie.  %  Zy  4.)  und  in  dem  Radius,  gc  oder  in  dessen  Verlänge- 
rung aer  gegebene  Punkt  6.  Dann  erhält  man  zuerst  die  Schei- 
telpunkte aj  e  mittelst  ga==ab9  ge=ieh;  jeden  andern' der  vec- 
längteii  Ptaikte  mittelst  ir,  er,  bz'=zzr  iind  tn-tbr* 

Mittelst  TerläDgerung  der  Rieht ungsllnle  br  erhält  man 
auf  der  andern  Seite  der  Axenlinie  den  Punkt  v,  wo  bv=^sv  wird. 

6.  2.  Lehrs.  Wenn  der  feste  Punkt  ö  (erster  Brenn- 
punKt)  im  Radius  des  Bildungskreises  (Direktrix)  liegt 
(Tat.  V.  Fig.  2.) ;  so  liegen  die  fraglichen  Punkte  in  einer  Linie,  welche 
in  sich  zurflckläuft  und  zwischen  Kreisen  eingescl^lossen  ist,  welche, 
um  den  ersten  Brennpunkt  b  und  um  den  Mittelpunkt  der  Direktrix 
c  (zweiter  Brennpunkt)  beschrieben,  sich  in  a  berühren. 

Bew.    Es  ist 

bn>bz  (El^m.  L  19.); 

6i>&g  (br^bg)'f 
bn^ba. 

Somit  bn^bL  (Wo  l  Schneidepunkt  ist). 
Femer  ist 

<rc. 

Sei  daJber  k  Schueidepankt;  so  4st 

rk:=ga 

=  fra; 

aber 

bn'^ba 
bn>rk 

m>  &c. 

Er  kl.    Die  Linie,  in  welcher  Sa:,  ist  eine  Ellipse. 

8.3.  Lehrs.  Wenn  der  erste  Brennpunkt  auf  der  Verlängerung 
desi  t>urcfamess>eis  des  BUdungskreises  liegt,  (Taf.  V..  Fis.  2.) ;  so 
Ueffen  die  fraglichen  Punkte  in  zwei  Linien,  welche  in  einer  Win- 
kefobeoe  unendlich  fort^hend  sich  den  Schenkeln  des  Winkels 
(Asym.ptoten)  aUmälig  nähern,  ohne  dieselben  je  zu  erreichen. 

Bew.  Seien  a,  e  (Taf.  V.  Fig.  5.)  die  Sdieitelpunkte ,  6,  c 
die  Brennpunkte,  bd,  bt  Tangenten  der  Direktrix;  so  halbire  ae 
(die  Hau|>taxe)  in  o  (der  CurTenmlttelpiMikt)  uwl  siehe 
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¥0»  o  au»  Liotlie  211  dm  Tan^nten,  die  mush  beiden  Ridbtiiogen 
uneodllch  Coftgesetzt  werden  ktifioeB;  8eiea/%-A.Miir  tnndp^X^ 
DanD  lässt  «idi  zeigen,  da««  die  fragUeheD  Lioien,  durch  «,  e  ge- 
hend, iDuerhalb  der  Winkel  /oo,  pok  unendlich  fortgeführt  «wer- 
deiy  krninea,  ohne  die.  Schenkel,  denen  «ie  sieb  alimali^  nähern, 
je.  a«  erreichen.  ' 

Zu  diefimit  Zwecke  nehm»  man  auf  der  fk  eineB  <  b^liebigea 
Punkt  s  an,  iMie  te;  trelche  die  Otrektri^l  io  r  «dineide,  bs,  br,  <bw 

Nun  ist 

.    bs=ds  (Eiern.  I.  4.); 

aber  ' 

d$>n  (Eiern.  III  H.) 

Aldo  liegt  der  dem  Radius  ri;  entspfeehende  Curvenpunkt  in 
der  Ebene  des  Winkels  /b^.  8ei  nun  dieser  Punkt  n  und  bn  ge- 
zogen, 80  ist  bn=rn  (§.!•)  und  wenn  nz±br,  so  ist  bz=^rt) 
somit  6z<6i.  Darum  wird  die  61  vom.^er  nx  gesdinitten,  und  zwar 
unter  schiefen  Winkeln,  so  dass  zn^  isj  über  tt,  s  verlängert,  con- 
vergiren. 

Wird  nun  zwischen  rc,  efe  eiu  Radius  eto  gezogen,  dessen 
Verlängerung  der  zn  vor  dem  Begegnen  derselben  mit  if  begegne, 

feschebe  Im  Punkte-  v;  so  ist  etweislicb,  dass  6t) <n»  ist,,  also 
er  bezügliche  Curvenpunkt  zwischen  zv  und  t/ liegt,  somit  der  if 
nähen  ist  als  Punkt  fi.  ■  '     ' 

Ebenso  verhält  sieh'»  in  B^oug  auf  die  oq  imd  ihnlteh  io-Be' 
zug  auf  die  po  und  ok. 

Da  nun  beim  Fortrücken  des.  Punktes  9  afif  der  unbegrenzten 
fk  die  Bestimmung  des  Punktes  n  möglich  bleibt  (weil  caparallel 
fk)\  so  kann  die  fragliche  Linie  unendUch  fortgesetzt. werden. 

Er  kl.    Die  Linie,  in  welcher  &;c.  ist  eine  Hyperbel. 

§.  4.  Lehr 8.  Wenn  die  Direktrix  eine  gerade  Linie  istf  so 
liegen  die  fraglichen  Punkte  in  einer  Linie,  welche  vom  Scheitel- 
punkte aus  zu  beiden  Seiten  der  Axei^inie  in  stetiger  Abweichung 
von  dieser  und  der  Direktrix  unendlich  fortgesetzt  werden  kann. 

Zum  Beweise  genfi|?t  das  A  bm,  (Taf,  V.  Fig.  4.) 

§.5.  Lehrs.  Wenn  zwei  Kreise  excentrisch  in  einander  be- 
schrieben sind,  ohne  sich  zu  berfikren ;  so  lassen  sieb  zwei  Ellip- 
sea  aagdben»  deren  sämmtiiche*  Fuakte  eiüBelnr  von  beiden  Kreisen 
gleiche  Abstände  liaben. 

Bew.  Seien  6,  c  (Taf.  V.  Fig.  6.)  die  l^Iittelpunkte  der 
Kreise,  welche  die  Axenlinie  ni  i,  k,  f  und  ß  schneiden;  so  ziehe 
mati  einen  beliebtgen  Radius  cf  und  verlän^ei^  denselben  um 
h^^tb.  Beschreibe  nun  mit  cl  um  c  einen  Kreis  und  in  Bezug  auf 
denselben  die  Ellipse^,  deren  erst^  Brennpunkt  b  ist. 

Sei  nun  n  ein  Punkt  dieser  Ellipse,  so  ziehe  btf-,  welche  die 
Kreislinie  in  r  schneide. 

Dann  ist    . 

bn=^nl  (Constr.  g.  §;  1.), 

6r=is  (Ana») 
r»==w#  &c. 
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Zieht  man  nun  die  r$y  welche  Terlängert  die  Punkte  x,  u^  z 
giebt;  dann  cz,  Im^  welche  über  u  verlängert  die  cz  in  «  trifft;*  so 
ist  wegen  ^9cz00  9nTC^hmQ<^uüz  auch  o  ein  Ellipsenpunkt  und 

Aus  demselben  Grunde  ist  Ate  parallel  es  und  bu:cs==bx:  cx&c. 

Nun  begegne  Im  verlängert  dem  Kreise  um  6  in  te'.  Dann 
a^ehe  suf ,  welche  verlängert  die  Punkte  x',  /,  z'y  gebe,  und  femer 
ziehe  z'c,  r'ö,  welche  verlängert  der  es  in  n'  begegne.    ' 

Hiemach  ist 


und 


daher 


und 


somit 


r'b:bu'^=z'c:cs  (Radien^ 


Winkel  r'te'Ä  =z'sc  (Corresp.) ; 


\r'bu'o5z'cs 


y^  parallel  z'c; 


^r'h'MCOT^cs. 


Folglich  r'n'srn'f;  also  n'  von  beiden  Kreisen  gleich  weit  ab« 
stehend. 

Wird  nun  noch  mit  einem  Radius  =^cs-^r'ö  um  b  ein  Kreis 
beschrieben,  der  die  es  in  /'  schneidet;  so  ist 

•folglich  '«^  "^ 

oder 

Also  n'  ein  Ellipsenpunkt  für  die  Brennpunkte  b,  c  bezüglich 
I     auf  den  eben  beschnebeoen  Kreis. 

Andererseit  der  Axenlinie  erhält  man  die  Punkte  9>  t?'. 

Zus.  Wenn  die  Kreise  sich  berühren;  so  geht  die  zweite 
Ellipse  in  die  Hauptaxe  über. 

6.  6.  Lehrs.  Wenn  zwei  ungleiche  Kreise  in  einer  Ebene 
besenrieben  sind,  ohne  sich,  zu  berühren;  so  lassen  sich  zwei 
Hyperbeln  angeben,  &c.  Alles  nach  Analogie  des  vor.  Paragraphen. 

Zus.  1.    Wenn  die  Kreise  sich  berühren  &c. 

Zus.  2.    Werden  die  Kreise  einander  gleich -genommen  &c. 

§.7.  Lehrs.  Wenn  zwei  ungleiche  Kreise  in  einer  Ebene 
sich  schneiden;  so  lässt  sich  eine  Ellipse. und  eine  Hyperbel  an- 
geben, &c. 

Zus.  Wenn  die  Kreise  einander  gleich  genommen  werden; 
so  &c. 
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§.  8).  L  eil  r  8.  Vf^mn  in  mnmt  Eb«rie  ein  Kreis  und  eine  eerade 
LiBie  ausserhalb  oder  berfihmd  gegeben  siod;  so  iSsst-sii»  eine 
Parabel  angeben»  &c. 

Zus.  Wenn  die  gerade  Linie  Kreissekante  ^ird;  so  erhält 
man  zwei  Parabeln,  die  dem  Satze  entsprechen. 


'Mä9 

t 

lieber  die  Potenzen  mtt  tmaffinftren 

Exponenten. 

Von 

Herrn  L.  Batlauf f, 

Lehrer  an  der  Bürgtrtchale  zn  Varel. 


In  einem  frühem  Aufsätze*)  suchte  ich  die  vera^ilij^denen  Gnin£^ 
begriffe  der  allgemeinen  x\rithmetil(  auf  eine,  von  der  gewöhniP^ 
eben  abweichende  Weise  darzustellen ,  Hess  aber  damals  die  Po-/ 
tenzen  mit   imaginären  Exponenten  unberücksichtigt.     Eine  di(ig-  ; 
liehst  elementare  Herleitung  des  Begriffs  dieser  Potenzen  soll  den 
Gegenstand  der  folgenden  AbhandluDg  ausmachen. 

Es  sei  a  eine  absolute,  rationale  oder  irrationale  Zahl,  also 
ein  Zeichen,  welches  eine  solche  Behandlung  der  Einheit  vor- 
schreibt, welche  sich  ^enau  oder  beliebig  angenähert  auf  eine 
Theilung  und  Vervielfältigung  derselben  zurucktühren  lässt;  di^ 
Bedeutung  des  Zeichens  a'  ist  diann  in  der  erwähnten  Abhand- 
lung für  den  l^all  erklärt,  dass  ir  eine  positive  oder  negative,  ra- 
tionale oder  irrationale  Zahl  ist  Die  dort  gegebene  Definition  er- 
streckt sich  aber  nicht  auf  den  Fall,  dass  '.x  eUie  imaginäre  Zahl 

(von  der  Form  fp.  V—  1)  ist;  dieselbe  bedarf  also  für  diesen  Fall  noch 
einer  Erweiterung. 

Dießer  Erweiterung  stellt  sich  aber  eine  eigenthümliche  Schwie- 
rigkeit in  den  Weg.  In  a^  ist  nämlich  a:  kein  Zeichen,  welches 
unmittelbar  eine  Behandlung  der  Einheit  vorschreibt,  wie  z.  B.  in 
a-i-x:  sondern  ein  Zeichen,  welches  angiebt,  auf  welche  Weise 

V  ■  • 

I 

*).  Tbl.  V;  Nr.  XIX.  S.  239. 


/ 
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die  EIbImH  naek  dt  VoTsehiift  vom  m  hekwMt  w«rikn.sMl.  So 
scbreM  das  Zeichen  3  m  «*  oichl  Tvr,  da»  die  EUtM  3nal  fe- 
Dommen  werden  soll,  sondern  dass  die  durch  aaa^ze^iteBeiiaBdliiBg 
dreimal  wiederholt  werden  soll.  Man  sieht«  dass  sieb  diese  Er- 
klärung unmittelbar  gar  nicht  auf  den  Fall  ausdehnen  ISsst,  dass 
der  Exponent  eine  imaginäre  Zahl  ist.  Es  eotsteht  daher  die 
Aufgabe^  den  Ausdruck  W  in  einen  andern  umzuformen,  in  wel- 
chem X  unmittelbar  eine  Behandlung  der  Einheit  Torschreibt; 
dann  kann  die  Erweiterung  der  Definition  keiner  Schwierigkeit 
mehr  unterliegen.    Diese  Aufgabe  ist  durch  den  bekannten  Satz: 

a'=lim.(l-|-ixioga.jr)A  gelost,  in  weichem  Ausdrucke  loga  den  na- 
tfirlicben  Logarithmus  von  a  bezeichnet.  Von  diesem  Satze  soll 
hier  zuerst  eme  einfache  ,*  und  wie  mir  scheint,  recht  instruktive 
Herleitung  gegeben  werden. 

Es  sei  zuerst  a>  1  und  d  eine  positive  Zahl.    Dann  ist  a  >  1, 

^Iso  a  =i  +  J9  'WO  J  eine  positive  Zahl  bezeichnet  Da  ^jnit  ö 
zugleich  0  wird,  so  kann  man  jd=:b»i  setzen,  wo  6  noch  von  d 
abUHgt  und-  eAä|t  dainfi 


a^=i+b.S. 


(I) 


Es  soll  nun  untersucht  werden,  was  aus  b  wird,    t^enn  d  un- 
endlich klein  wird.  Aus  (1)  folgt: 

6=^^-=-^ (2) 

und  es  fragt  sich,    ob   sich   dieser  Ausdruck  fiir  d=0  einer  be- 
stimmten Gränze  nähert. 

•  « 

Man  setze  zuerst  d=— ,  wo  n    eine  unendlichgrosswerdende    . 

J_  ..  .  ' 

ganze  Zahl  bezeichnet  und  — ; — '^=^Um   Dann  ist       . 


«=(1  +^)  "=l+^-l4  ^1  -J)-  ""'+o'^'-"i^-  (^^«i^H... 


Man  siebt,  'dass  in^  dem  Ausdrucke  ^m  reehlen  'Hand'  aUe 
Glieder  positiv  sind  und  dass  die  Anaahl  derselben «  se  wiei  die 
Koeffizienten  der  einzelnen  Glieder  um  so  grosser  werden,,  je 
grdscier  n  wird;  Da  aber  die  Summe  lAler  Glieder  immer  ==a  ist, 
so  nmss  t^  mit  wadisendeiQ  n  immer  kleiner  wevden*  Die  Glie- 
der der  unendlich^  Reihe: 

Ui,  »9 ,  teg,  • .  •  tf» ,  in  inf. 

sind  alle   positiv  und  jedeiä  Glied   ist  kleiner  ab  das  verberge' 
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bende;  diese  Reihe  rnnes  ddier  eine  positive  Gräoze  m  besiteii« 
80  daes 

m=lim  — Y^  , 

n 

Ist:  •     -  ^  ■ ,    ^    '  ' .  ■ .     . 

m  ist  aber  zugleich  der  Werth  von  lim — j—  •    Um  sich  hier- 

von  zu  überzeugen,  fiberlege  man,  dnss   ^ —  eine  Funktion.  von.A 

ist,  die  nur  fttr  d==0,  ein  Fall  der  bei  unserer  Betrachtung  nicht 
vorkommt,  eine  Unterbrechktng  der  Kontinuität  erleiden  kann.  Ffir 

ein  unendlich  klein  werdendes  d  kann  man  nun  —  so  w&hlen,  dass 

n 

der  Zahlwerthvond —  —  kleiner  i«t  «Isjedeaogebbcgre  absolute  Zahl. 

tt 

1 

Dann  kann  aber,  der  Erklärung  der   Kontinuität  gemäss,  ^^  — ^ 

— — ^= —    dem  Zahlwerthe  nacb  kleiner  als  jede  noch  so  kleine  ab* 
solute  Zahl  werden,  und  man  hat 

lim   j:^_f^lj=0; 

oder 

lim  — TS —  =^  Itni    — ^      ■  =  wi. 

II 

Es  ist  daher,  ffir  a>0  und  ein  unendlich  kleines,  positives d: 

Ji  *=®ii^  — 1 

fl^  =  l-fm.*,  wo  «i=lim.2_ — 

und  eine  bestimmte  Zahl  ist    Dieser  Satz  gilt  aber  auch  für  ein 
negatives  d  und  a <1.    Denn  «ist  S  negaitiv  nm  =-^d^  so«  haet  man 


«ad'  ist  a<l9  so  usü 


(lY=l+dlin,   Lfil:=i=l  +  dlimi-^ 


=1+«.  Ihili-^:limiiv=l+*.  Iimi-^=1— w.«; 
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1  ^ 

\ 

dkher 

Es  ist  daher  streDg  allgemein  für  jedes  absolute  a  und  jedes 
uneDdlich  kleine,  reelle  ,8: 

J=l+m.ö (4) 

wo  m  eine  bestimmte  2bihl  und  . 

=  lim^* 
p 

Ist. 

Ist  X  eine  beliebige  reelle  Zabl  und  n  eine  unendlich  grosse, 
ganze  Zahl,  so  ist  nach  (4) 

s 

«»=1+1«.-, 

n 


daher : 


a'=lim(l+m-)    (5) 


Ist  lim    -—s — -=1>  so  nennt  man  bekanntlich  e  die  Basis  der 


natürlichen  Logarithmed.    Es  ist  dann 

C=lim  (1+-)  ,  e=llm  (l-|^>   *) 
Da 

l,jr~.g«loga  =  liin  (1+    '     "^  ,.,....  (6) 

SO  folgt  aus  der  Vei^glelchang  mit  (5) 

»t=;Ioga. 

In  (6)  ist  nun  a'  auf  eine  solche  Weise  umgeformt,  dass  in 
dem  Werthe  von  a^  x  unmittelbar  eine  Behausung  der  Einheit 
vorschreibt.  Die  Gleichung  (6)  giebt  dann  unmittelbar  folgende 
Erweiterung  der  Definition  der  Potenz: 

*)    Der  Beweis,  dass  (1+-)     für   «  uhendlicb  werdend  «ich  einer 

bestimmten  Gränze  nähert,  Jst  schon  fräher  imArchiv^  ThM.Nr.XXVin. 
S.  204.  Thl.  m.  Nr.  XXXVL  S.  327«  gegeben.     Ich'  halte  es  daher  für 
\        überflüssig  ihn  hier  zu  wiederholen.  , 
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Es  sei  a  eine  beliebige  absolute  Zahl,  x  eine  beliebige  reelle 
oder  imaginäre  Zahl  (g>.V^ — 1),  so  bezeichnet  man 


lim(l+ ^)    mit  a*. 

Es  muss  nun  noch  gezeigt  werden «  wie  die  durch  a^^ — ^ 
vorgeschriebene  BehaDdlnog  der  Einheit  an  einer  Grösse  wirklich 
ausgeführt  wird.  Es  sei  X  ein  Strahl,  der  von  dem  Anfangspunkte 
der  Koordinaten  aus  nach  der  Richtung  der  ersten  positiven  Halb- 
achse gezogen  ist.  Dep  durch  ^.(1  -f  ^^ — -—)  dargestellten  Strahl 

erhält  man,  wenn  man  in  dem  Endpunkte  ron  Jtnach  der  einen  oder 
anderen  Seite  hin,  je  nachdem  <p  positiv  oder  negativ  ist,  eine  Senkrechte 

errichtet,  dieselbe  =  -^— — S~ .  macht ,   und    den  Endpunkt  dieser 

Senkrechten  mit  dem  Anfangspunkte  der  Koordinaten  verbindet. 
Ist  n  unendiioh  grocts,  so  erbliU  man  einen  Strahl,  welcher  der 
Lfinge  nach  =X  ist  und  mit  deioseiben  den  beschriebenen  Winkel 

?li2£?bildet.    Xa''=A',li^*(l  +  8^^i!5£^)"  «hält  man,  wend 

man  dieses  Verfahren  nmal  wiederholt.  Obiger  Ausdruck  ist  da- 
her ein  Strahl,  welcher  mit  X  gleiche  Länge  hat  und  mit  demsel- 
ben den  beschriebenen  Winkel  9>loga  bildet. 

•^9t— 1  jg^  j^jgQ  ^Jq  JBehandlungszeichen ,  welches,  vorschreibt^ , 
daMS  ein  Strahl    um    den  beschriebeneq  Winkel  ^.loga.  gedreht 

werden  soll,     e  schreibt   daher   eine   Drehung  um  den  be- 

sehriebenen  Winkel,  fp  vor.  e  ^  ist  also  gleich  dennenigen  Be- 
haodlungszeichen ,  welches  ich  in  meinem  frühem  Auisatze  mit  e 
bezeichnet  habe.  

Hieraus  ergiebt  sich  auch  unmittelbar,  dass  X.e^  ^ 
-=X.cos9-f  JT.siny.^^^^,    also  e9>V--l  =  cos  q>  -f  sin  (p^^^ 

ist;    Da  sich  nun  auf  bekannte  Weise   lim  (14--^*—)  =e      in  eine 

unendliche  Reihe  entwickeln  lässt,  so  erhält  man  durch  Gleich- 
setzung der  reellen  und  imaginären  Theiie  mit  Leichtigkeit  die 
bekannten  Reihen  für  cos  q>  und  sin  q>. 

Die  Definition  der  Potenz  lässt  sich  nun  auch  auf  den  Fall 
erweitern,  dass  man  für  den  Exponenten  ein  beliebiges  Behandr 

lungszeichen ,  wie  -7-  etc.  ^setzt*    Ist  ^  ein  solches,  so  hat  man: 

e^=  Um  a+^)  . 

WO  es  dann  freilidi   noch  zweifelhaft  bleibt,    ob    dieses   Zeichen 
eine  bestimmte  Bedeutung   hat    oder  nicht.    Für  diese  Potonzen 
lassen  sich  dann  mit  Leicntigkeit  diejenigen  Sätze  beweisen,  die   - 
für  gewohnliche  Potenzett  gelten.    So  ist  z.  B. 


^  i 
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e^=  Ihn  <t+^) . 

e^  =  Uiii(l+|-); 


daher : 


7t 


e<«^  =  lim  (1-f^)  X  liin  <  1+^) 
=  lim|(H^).(l+-)j 


="lim](H 


▼oraiisgesetzt  dass  nieht  /l.^'  einesolcbe  BebasdliiDg  fler  Eioheit 
anzeigt  9  durch  deren  Ansfiibrung  eine  unendlich  groaeie  Grösse 
entsteht. 

Die  Erklärung  solcher  Potenzen,  wie  a«+«'^"^,  (0+6^^^)«+*^^^^' 
ist  theils  schon  in  dem  Frühem  enthalten^  oder  muss  auf  die  ge^ 
wohnliche  Weise  gegeben  werden. 

Die  Konstruktion  der  imaginären  Zahlen  ist  bekanntlich  zuerst 
Ton  Gauss  gegeben  worden.  80  viel  ich  weiss,  ist  von  Gauss 
selbst  Nichts  darüber  im  Druck  erschienen  ^).  Ich  kenne  diese  Un- 
tersuchungen nur  durch  eine  kurze  brieflicfie  Mttthetlung  eines 
Freundes  (des  Herrn  Dr.  Wittstein)  und  durch  die  Abhandlung 
des  verstorbenen  Majors  M  ü  1 1  e  r  im  Archive  (Tbl.  I.  S.  397).  Die  Idee, 

die  Zeichen -7-,  Jx  u.  s.  w.  wie  Zahlen  zu  behandeln,  ist  von  dem 
dx 

verstorbenen  Doctor  Eichhorn  in  seinen  PrincipieD  einer  all- 
gemeinen Funktionenrechnung  (Hannover  1834)  vielleicht  zuerst 
ausgesprochen.  Cauchy  bat  von  dieser  Idee  bekanntlich  glänzende 
Anwendungen  auf  die  Theme  des  Lichts  gemacht  y  nennt  aber 
diese  Rechnungen  symbolische.  Ich  glaube,  dass  dieselben  nicht 
mehr  oder  weniger  i^mbolisch  sind,  als  die  Rechnungen  mit  un- 
benannten Zahlen  Oberhaupt. 

*)    Die  Abbfmdlnng  Tbl.  YI.  Nr.  IITST.  und  deren  Anbiing  konnte . 
Herr  Ballaalf  bei  Al>fa««ang  dei  vorUegeaden  Aufsatee«  noch  nicht  benaen. 

G. 
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JA, 

lieber  das  ballMlBelie  Problem  *). 

VoD  dem 

Herrn  Doctor  Dippe, 

Ob^rhshr^  am  GymsMiain  FrideriGiuraiii  so  Schwerin. 


\tk  dem  Pn^gramm  des  Gymnai^nm  FiiderfdiEtDam  iik  Schwerin 
vom  Jahre  1843  nahe  ich  eine  Lösung  des  ballistischep  Problems 
auf  die  Annahme  gestützt ,  dass  der  Widerstand  der  Luft  der 
Gesc1iw!Tidigk=eit  des  biBiregfen  KCirpers  ptoportinal  seL 
Ich  bin  weit  davon  entfernt,  diese  Annahme  flSr  Tiebtlger  odef 
für  weniger  falsch  zu  halten,  als  die  gewöhnftche  Voraus* 
Setzung;  allein  ich  glaube  doch^  da€(s  diese  Untersuchung  nicht 
ohne  einiges  theoretische  Interesse  ist,  indem  theits  da«  Gesetz 
jenes  Widerstandes  noch  gar  niehi  mit  hinlänglicher  Sicherheit 
bekannt  ist,  theils  die  Ton  mir  zum  Grunde  gelegte  Annahme  die 
einzige  ist,  bei  welcher  man  zu  einer  yoHständigen  Lösung  des 
Probliems  gelangen  kann.  Selbst  die  Praxis  scheint  bei  dieser  Auf- 
lösung nicnt  ganz  leer  auszugehen ,  wenn  man  mir  Ton  den  aufge^ 
stellten  Formeln  nicht  mehr  verlangt ,  als  sie  bei  der  Unwahrschein- 
lichkeit,  dass  die  ihnen  zu  Grunde  liegende  Annahme. richtig  sei^ 
leisten  können. 

Der  Umstand ,  dass  von  unsern  Programmen  nur  wenige  Exem- 
plare  die  Grannen  Mecklenburgs  überschreiten,  wird  mir  ma  Eot« 
schuldigung  dienen ,  dass  ich  das  Wesentlichste  aus  jener  Abband« 
lung  hier  mittheile. 

§.  1. 

Der  bewegte  Kurper  sei  eine  Kugel,  und  die  beschleunigende 
Kraft  da«  Widerstandes  sei 

*}  Ich  lullte  'M'for  meine  Schuldigkeit,  bq  bemerken,  dacs  der  Ab- 
druck dieses  'schou  seit  längerer  Zeit  in  meiiien  Händen  befindlichen  Auf- 
satzes durch  unvorhergesehene  Hindernisse  bis  jetzt  yerzogert  worden 
i«|,  glaubt  ^ber,  dass  denelhe  auch  nun  nidit  zu  epat  kommt,  wem 
auch  der  Oegenstwid  aelbsl  nicht  Cfanz  neu  iit  .  G.. 
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WO  k  eine  durch  die  Erfahrunff  zubestiiAmeDde  constante  Gescbtvin- 
digkeit  ist,  dereo  Werth  von  der  Grosse  und  Dichtigkeit  der  Kugel, 
8o\i;;ie  von  der  Dichtigkeit  und  besondern  Beschaffepheit  des  wider- 
stehenden Mittels  abhängt,  "während  q  die  beschleunigende  Kraft 
der  Schwere  in  dem  widerstehenden  Afittel  bedeutet,  v  aber  die 
Geschwindigkeit  des  bewegten, Korpers  ist.  Wenn  G  die  beschleu- 
nigende Kraft  (der  Schwere  im  leeren  Raum  ist,  d  aber  die  Dich- 
tigkeit des  Mittels,  d  die  Dichtigkeit  der  Kugel  bedeutet,  so 
hat  man 

Es  wird  g  negativ ,  wenn  d  >  <f  ist ;  und  in  diesem  Falle  erhält 
auch  k  einen  negativen  Werth ,  damit  der  Quo^ent  ^  positiv  bleibe. 

Da  femer* der  Widerstand  um  so  geringer  wird,  je  kleiner  ^ist,8o 

muss  der  Werth  von  k  in  der  Weise  von  ^  abhängen,  dass  k  un- 

d 
endlich  gross  wird,  wenn  .^  verschwindet,  also  wenn  die  Bewegung 

im  leeren  Räume  erfolgt 

Um  die  Lösung  des  Problems  zu  vereinCächen^  nehmen  wir  an, 
4ass  die  widerstehende  Flüssigkeit  keine  eigenthümliche  Bewegung 
habe,  dass  ihre  Dichtigkeit  in  der  ganzen  Ausdehnung  der  Kugef 
bahn  constant ,  und  die  Richtung  der  Schwere  mit  dem  durch  einen 
Punkt  A  der  Kugelbahn  gezogenen  Erdradius  parallel  sei.  Die 
Bahn  des  Kugelmittelpunktes  liegt  alsdann  in  einer  durch  AB  gele^ 
ten  vertikalen  Ebene,  wenn  AB  die  Richtung  angiebt,  welche  die 
Kugel  im  Punkte  A  hat.  In  dieser  Ebene  legt  man  durch  A  die 
Abscissenachse  AX  horizontal  und  die  Ordinatenachse  A  Y  darauf 
senkrecht,  so  da<ss  die  Ordiimten  in  der  Richtung .  nach  oben  posi- 
tiv genommen  werden»  Nach  Verlauf  der  Zeit  t  seh  die  Kugel  mit 
der  Geschwindigkeit  v  in  einem  Punkte  C  angelangt,  dessen  Coor- 
dinaten  x  und  «/  sind;  der  zwischen  ^.und  C  liegende  Theil  ihrer 
Bahn  sei  s ,  und  in  C  bilde  die  Richtung  ihrer  Bewegung  mit  AX 
den  Winkel  tpi   dann  sind  nach  bekannten  Gesetzen  der  Mechanik 

d^as         gv  d^y         gv    . 

die  Differentialgleichungen,   aus  denen  die  Gesetz^  der  Bewegung 

hergeleitet  werden.    Nun  ist  bekanntlich  «^  =  »^  ,  cos  g?  =^ -r-,  sin  9 

dft 
==  S^ ;    folglich  hat  man  die  Integration  der  Gleichungen 

^^    dt^-      k'dt'    ^^  dt^-'-^k'di—O 

zu  bewerkstelligen,  und,  wenn  im  Punkte  A  die  Ge«chw4ndie* 
keit  =  a  Ut,  und  mit  AX  de»  Winkel  BAX^a  bildet,  die  Con* 
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stanten  so  zu  bestimmen,    daas  gleichzeitig  tT=iBi  idtocO».   yssiO, 

ds  dx  dy 

«=0,  ^'=3»  =  «^  ÄT^^^'^"»  ^=flin«,initbiii die  horizontale 

cUk  ^ 

Geschwindigkeit -^risacosa,  die  vertilcale  Gesch'windig- 


I    »II 


keit  --ji^=a  sina  werde.  ...•.::    i  .•:|.  •.  i 

dt 

4 

Man  findet  durch  Intej^ration  der  GlmshtHigen  1)  und  2) 

4)    |=a«iä«-f-^, 

-  '  -  Auä  deir  Gteichüng  '3);  erhSlt  toian  darch  eine  neue  ihtegMion 

-V    ^     *  ,        »X        aAcosa    '  . 

5)    ^=  ^  kur.  nat«  -7 , 

'         _^"  aÄcosa— ^a? 

oder  » 

WO  e  die  Basis  dernaftfiriidien  Logarithmen' bedeutet,  i      . -'  •  . 

Eben  go  eAfitt  man  aus  4)  '     i' '<>>  ir«*- 


^  ^..  ,        ai(;cosfl^^ 


7)  /==^log,na^t.  ^ 


8) 


^  ife+asin«— ^— ^ 

.  fÄ+asin«,^       He:-     J'    ' 


Durch  Combination  der  Ccleiphungen  3)  und  6)  findet  man  die 
horizontale  Geschwindigkeit: 


,  1  • .  •       ••    »  .  •  f    .1, 


•  .!♦       II       .:•).'         '    .;  •   :      y      dt'    '        I  ..'»'.-"."  ,1  •.'*'     ..      .  •    .    /     .1!        > 

und  au8  4)  und  8)  die  vertikale  Geschwindigkeit: 

10)  ^-  (k+a  sina)  c  ""T  -it. 


i  Bndiich  erhält  man  durch  Verbindung  der  Gleichungen  5) '  und  7) 

qXrcostt Ä;-i-<|gintt  ^  :;  .    .  .,     r 

öÄcosa— flo?""  ,  .       .  .       oti        J 

und  wenn  wir  aus  6)  für  t  seinen  Werth  s^tzfen  und  gehörig  redu- 
ciren>  so  ergiebt  sich  die  Gleich un^g,d;er 'Kugf^ib^a h,n: . 

^M.  Ä  +  asina         k^\  ^        akcosa 

11)   y= a:— —  log.uat.  — r , 

^   ^        acosa  g      °  a^cosa — gx 

Theil  VI.  27 
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Mmr  nodl  etefacier: 


12)  y= 


a:  H —  log.  Dat.  (l— -7^ — i). 


Es  ist  also  die  Bahfi  eine  <ibene  Cnrve^   deren  Gleichung  in 
der  einfachen  Gestalt 


j^csjMr  -f  y  log«  nat,  (1  -^  rx) 

erscheint^  wcinn  man  die.  constanten  Fadoren  der 
p,  g,  r  bezeichnet. 


nach  mit 


§.  2. 


Eine  nähere  Untersuchung  der  obisen  Formeln  lehrt  nun  Fol- 

«endes.  Die  GSleicImoir  (12)  rMucirt  mcb  fär  Ac=ap^  aiao 
Bewegung  im  leeren  Räume  erfolgt»  auf 


wenn  die 


Gx 


1 


*r=tanga.a;-^5-= — -^, 
^  °  2a*cosV«* 

/ 

das  ist  die  Gleichung  der  Parabel «  welcbd  eine  mit  der  anftng- 
liehen  Geschwindigkeit  a  unter  dem  Elevationswinkel  a  fortgeschleu- 
derte Kugel  im  leeren  Räume  beschreiben  wMkb 

Für  die  vertikale  Geschwindigkeit  erhUt  min  den  Werth 


m 


^13c 


COStt 


wenn  man  die  Formeln  (4),   (11),  (5)  in  §.  1.  combinirt     Dieser 
Werth  wird  NtU,  wenn 

..  a*  sin  2a 

1)  x^  — 


%(i+^iP 


ist 5  und  dieser  Werth  Verwandelt  sich»  wenn  k:=zcß  ,  ^=6  wird, 
d.  h.  wenn  der  K5rper  sich  im  leeren  Räume  bewegt,  in  die 
bekannte  Formel 


J?=: 


a*sin2tt 


Die  Ordinate  des  hSchsten  Punktes  der  Kugelbahn  findet  man, 
wenn  man  den  Werth  (1)  in  die  Gleichung  (if)  des  {f.  1.  substi- 
tuirt>  nämlich 

2)  yi  =  ^  ^— 2 log.  nat  (i +-]p- )y- 

Dieser 'Werth  geht  ßr  A^eo  dber  in  ' 

_,o^sin«cit 
^'^     ÖG    • 


/     i 


r 
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Die  vedikale  Gesehwia^gkeit  erhUt  von  diesem  Punkte  an 
einen  negativen  Werth  und  wird  immer  grosser,  während  die  Ordi- 
nate abnimmt  j  so  dass  die  Kugel  i^ich  der  dnrcli  ^gelegten  hori- 
zontalen Ebene  wiederum  nähert.  Sie  erreicht  dieselbe»  wenn 
^=0  wird;  die  Abseisse  dieses  PunJctes  oder  die  Wiirfweite 
moss  durch  Auflösung  der  transscendenten  Gleichung 


3) 


^-^asina      ,  A* ,  ...  gx     ._^ 

-3_^  a:  +  -  log.  nat  (l— rr^^rrr)  -0 


«cosa 


aiE;cosa' 


gefunden  werden. 

Nun  hat  aber  die  Auflösung  einer  transscendenten  Gleichung 
von  ißt  Form 

pj?  4- 9  log.- nat  (1  «^nv)  =rO 

keine  bedeutenden  Schwierigkeiten;^  es  ist  also  die  Wurfweite  als 
bekannt  anzusehen  für  jeden  Eleyationswinkei  a  und  f3r  jede  An- 
fiuigsgeschwindigfaeit  a ,  sobald  der  CoefKeient  k  bekannt  ist.  Die- 
ser Ceeflicient  lUtmi  aber  sefimden  werden,  weniim^  bei  unverän- 
derter Anfangsgeschwindigkeit  unter  verschiedenen  ElevaUonswinkela 
die  Wurfweiten  beobachtet  hat. 

Ferner  lehrt  die  Gleichuuff  (3)  in  5.  1. ,  dass  die  horizontale 
Creschwindigkeit  abnimmt  und  ffir  die  Abscisse 


x^= 


akcoau 


verschwindet.  Setzen  wir  as^x^,  so  finden  wir  nach  (5)  in 
§.  1.  f3r  deinen  imaginären  Werth,  während  ^=  oo  wird  für  j^^o:,; 
zugleich  erkennen  wir  aus  Gleichung  (6),  dass  mit  wachsendem  i 
die  Abscisse  x  sich  dem  Werthe  x^  in  der  Weise  nähert,  dass 
der  Unterschied  ^ 


aA:cosa 


x^ 


'ar=' 


9^ 


k 


e 


kleiner  wird,  als  jede  beliebig  kleine  Grosse >  indem  e'^  unendlich 
gross  wird. 

Folglich  ist  die  mit  der  Ordinatenachse  parallele 
g^erade  Linie 

aicoaa 
9 

eine  Asymptote  ffir  den  auf  der  positive«  Seite  der 
AbAfsissen  abwärts  gebenden  Zweig  der  Curve.  Die 
BeivMwOfg  nähert  sieh  abo  immer  mehr  einer  geradlinigen  verti- 
kalen iBewegtng  ;  und  da  der  Aasdruck  der  vertikaLen  Geschwin- 
digkeit (Gl.  (IC^  in  §.  10  sieh  dem  Wertbe  —  k  nnbcgränzt  nähert^ 
wenn  man  t  zur  Gränze  ao  wachsen  lässt :    so  wird  aie  Bewegung 

immer  mehr  gleichförmig.     Von  dem  Augenblicke  an,   ^o  -^ 

27* 


\' 
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:::rO  tvar^  nimmt  die  V^rtikate  Geschwiadigkeit  Tn  der  ftichtiin^  von 
öhet\  Dach  unten  fortwährend  zu ,  ohne  den  Werth  *-«  ^  in  endlicher 
Zeit  zu  erreichen  oder  jemals  überschreiten  zu  können,  "^r 
schliessen daraus 5' dass'£  die  grosste  Gescl^wibdigkeit  ist^ 
welche  die  Kugel  in  dem  widerstehenden  Mittel  erlan- 
gen kann,  wenn  sie  ohne  anfängliche  Geschwindfgklert 
unter  dem  Einflüsse  der  Schwere  sich  ifejakrecht  ab- 
wärts bewegt.  :  ;  . 

£ine  weiterb  Untersuchung  der  Gleichung  uns^erer  ballistischen 
CuiVe  zeigt  uns,  dass  der  auf  der  negativen  Seite  der 
Abscisi^en  liegende  Zweig  keine  Asymptote  h.a't.' 

Zuvorderst  nämlich  ist  keine  vertikale  Linie  Asymptote, '  weil 
y  ffir  einen  beliebig  grossen  negativen  Werth  von  x  niemals  ima- 
ginär wird.    Verbindet  inan  aber  die  Gleiohiuig  der  geraden  Linie 

mit  der  Gieichnn^  der  Cwrve  (j^i^^l-  (i^)  io  §•  1^)^». so.. erhält  man 
für  ar== — oc  iiaiea  gehöriger  BeseitigiUig  d<$r  mÜ^^»^  übenden 
Uqbestiiaitttheit:  .  -  •  :  . 


A-l-asintt' 


1" ''  I 


acosa 


Wenn  also  der  auf  der  Seite  der  negativen  Abscissen  liegende 
Theil  der  Curve  eine  geradlinige  Asymptote  hat,  so  muss  dieselbe 

der  geraden  Linie  v= ^  parallel  sein.    Setzen  wir  aber 

^  ^         a  cos  CK        *^ 


t     > 


•.I 


■ 

in  die  Gleichung  der  Curve,  so  finden  wirfSr  a;=~^QO'aUc6^t=rQ0, 
d.  h,  es  ist  keine  Asymptote  vorhanden. 


V.".  §.  3. 

Da  unsere  Annahme  sich  von  dem  w;ahren  aber  unbekannten 
Geisetze  deä  Widerstandes  noch  weiter  entfernt ,  als  *  die  gj^wöhif- 
lichf.  Voraussetzung:  so  kopnen  wir  nicht,  erwarten.,,  dsuss  die 
gewobneneb  Fornielti  oie  Resultate  der  Beobachtung  darstellen  und 
uns  z.  B.  die  wirklich^be  ob  achtete  Wurfweite  efnes  Geschüt- 
zes bei  dem  Elevationswinket  a  geben  werden,  wenn  wir  fär  a  die 
wahre  Anfangsgeschwindigkeit  der  Kugel,  für  k  die  wirk- 
liche grosste  Geschwindigkeit  einsetzen  wollten,  welche 
diese  j]&g6l  beim  Falle 'in  d^  Lmft  erreichet»  kafiti;  <(Bs<bl^t  dio 
mir  übrig,  zu  •uiftersuchen,  'd4>^  4id 'gewonnebenf'  Pe«mt(lti 
-fiticfat  zur 'angenäherte»  Beye'chBUng  der  Wurf WteHea 
frür  beliehi'g^EtevationiE/winkel  eikies/Gesciii^Hzes  idje^ 
*iien  k5nnan>  wenn  m»n  bei  demselben  Geschütze' mU 
ninve  rändert  er  Ladung  dbrch  Versuöhe  die-W^rfwe^teo 
fc' ^  acf'  und  die  Flugzeiten  ^,  if'  für  die  Elevationswinkel 
a',  a    ge  tun  den  bat. 
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» 

Ifan  fakiiD  amgfthen  von  den  Gleiehmgei». 

^  = ^^(1— e       *), 

,  x"^ -(1— «        *  ), 

welche  nach  (6)  in  §.  1.  gebildet  sind.  Hieraus  ergiebt  sich  die 
ProportloD 

arf:a?"=co€iy  (1— c      *):  cosa^(l—e       *  ), 
und  daraus  die  Gleichung 

.     •        ..  :         '  '  '     •      .     •    .      .  •       ..    •  .1    { 

-^  arcoscc  "  or' cos«'  '       -     ,    . 

in  welcher  a  nicht  mehr  voirkonuat.    £$  s^  -t? -7 =6,«      *=i. 

or  cos  er 

Dann  hat  man,  um  £  zu  bestimmen,  die. Gleichung 

2)   s«'  — Äzt^  +  ft— 1=0 

anfzuluse^.. .  £3  wir^  hierbev  immer  genügen,  filr  Ü  und ^  die  ihnen 
zunächst  .liegendea  ganzen  Zahlen  zu  setzen,  und  dann  Pourier'is^ 

Näherongsriet^ode  anzuwenden.  Da  r:±ze  ^  i^t',  und  k  j;ktlM  vlw- 
endlich  gross  angi^nömmen  werd^ti  kann,  so  lilft  z  immef  eiil' 
positiver  ächten  B^u eh.  ^  .\ 

Nachdem  k  gefunden  ist,,  erhält  man  a  durch  eine  .der > For- 
meln i  Von"  denen  wir  in  diesem  iPäragraphen  ausgegangen  sind.' 

In  la  Fere  hat  man  1770  mit  einem  zwulfzuUigen'  M5rser,  di»s- 
sen  Bombe  142  Pfund  wog,  .ajs  Mitid  aus  je  4^  Würfen  folgende 
Werthe'eiihalten:      '''-■'■'■'■'       .^ 

a'=50^  a:'=2982Pi^rwref  Fttss, Y^iaSecnnden, 
,    .      ««'^lO^  0/^^:143,4      „  „ '    <'=  4    • '  „. .. 

Unsere  Gleichung  wird  fttr  ditoe  Werfh^  ■ 

«••— 3,18&z*rf.2,186=0, 

deren  Wurzel  ich  =0,96013  finde.  Setzt  man  nun  ^=30,196  Pari- 
ser Fuss,  so  wird 

A=749,24.   . 

Darauf  erhält  man  für  a'  die  Anfangsgeschwindigkeit  0=394,46 
und  ßir  o"  eben  so  a= 394,47. 

Die  wahren  Anfangsgeschwindigkeiten  sind  wahrscheinlich  viel 
grSsser  gewesen ;    diese  sollen  aber  jetzt  gar  nicht  ermittelt  wer- 


4tt 

den.  Nun  ist  nicht  zu  erwarton ,  daäs  die  gelbideiien  Weithe  von 
a  und  k  die  Gleichung  der  Kij^eibahn  befnedigen  werden  >  wenn 

m^fk  in  derselben  y^=0  und  x^=^^\ ,  v^=|^|  £wtzt.   Sie  würden  das 

nicht  einmal  thun^  wenn  die  Theorie  richtie  wäre,  weil  sie  aus 
Gleichungen  bestimmt  sind,  in  denen  sie  von  der  beobachteten  Flug« 
zeit  abhängig  sind.  Sollen  aber  a  und  £  so  bestimmt  weiden ,  dass 
sie  4^^  Gleichungen 

4  • 

iS;4-asina'    ,  ,  k* .  ^  ,.  m'     .      . 

acosa'  9  OÄCOsa'^       * 

— • r//—«  -I —  log.  nat.  (1  — -7^ — 3)=0 

acoscr  ff  akcoser^ 

befiriedigen,  von  denen  wir  die  erste  mit  u'=0,  'die  zweite  mit 
tf^=0  Dezeichnen  wollen:  so  kann  man  die  vorhin  gefundenen 
Werthe  als  angenäherte  betrachten,  und  durch  Auflösung  der 
Gleichungen 

du'  du' 

Ja,  dk  bestimiiien,  so  dass  a-^-Ja,  k\Ak  den  wahren  Werthen 
von  a  und  k  näher  kommen.   Man  kann  auch  k  als  genau  ansehen 

und  a  so  bestimmen,  dass  ti  -{-vP  möglichst  klein  werde;  ja  es 
wird  sogar  ^nügen  können»  k  als  genau  bestimmt  anzusehen »  und 
a  so  zuHbestimmen»  dass  entweder  tt'=0  oder  tt^=:0  wird« 

Wenn  tt^=0  werden  soll,  so  wird  andi  ^^"^^=0;    sieht  man 

also  ^  11^  als  Function  von  a  an,  und  bezeichnet  man  dieselbe  durch 

/"(«),  so  bat  man 

und  die  Gielehuiig  fia)^0  ist  aulzolosen. 

Man  setze  ]^|^=Pi  ^  ^,°^     =»  und  bildfe  zugleich  die 
DiHerentialquotienten  voo  /"(«):    dann  ist  . 


/"(«)= 


(1-?)' 


PMS-?) 


.Ml-f)- 
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In  dem  Au^dmeke  wm»  f(m)  efhifl  log  mA.  (1  — '^yeineo  im«- 

ginSren  Werth,  wenn  ~>i  gesetzt  wird;    man  weiss  also,   dass 

«>p  mm  rnnss.  Dana  behfilt  aber  /"^(a)  für  aile  Werthe^  die  umm 
tdi  a  setseo  darf,  inmier  dasselbe  Vorseichen,  kann  folglich 
bei  der  Auflusnng  der  transscendenten  Gleiclning  ^(a)=0  als  be- 
stimmende Function  angesehen  werden.  Die  von  Stern  in 
Crelle's  Journal  Band  XaII.  mitgetheilte  Methode,  transscen- 
dente  Gleichnngen  aufiEiil9seD,  ist  bei  unserer  Gletchune  Äusserst 
einfach.    Da  fSr  a=p  die  beiden  ersten  Glieder  in  f(a)  aen  Werth 

t-l-q  annehmen,  während  log.  (l — ^)  =  —  od    wird,    so    ist    flir 

Wcrthe  von  a,  die  nur  weuig  grosser  sind  alsp,  der  letzte  Theil 
iberwieteend  und  /(a)  negatiy;     für  einen  Werth  dagegen,  wel- 

als  die  Wurzel  a  von  /'(a)=0,  wird  f(a)  positiv, 

nicht   Soden.     Ist  alse 
die  Zeichenreiheo 


eher  grosser  ist 

wahrend /(a),  /»(«) 

!»<«</},  und  zugleich  «<«</},  so 

«    —         +        - 
ß    -         +         + 

Die  4>bere  Gränze  a  ist  dann  wegen  der  gleichen  Vorzei- 
chen von  f(ai  uni  fiu)  zl^{lelch  die  Üii49«re,  und  imp  fimletdie 
n^nen  Grinsen  a',  ß'  durch  die  Formeln 


nod  hieraus 


Hierbei  ist  immer 

so  dass  man  der  Wurzel  immer  uSher  kommt 

In    dem  gewählten  Beispiele    setzen   wir  A=742,    während 
l^=10^  d^=l334  Fuss  ist«    Man  findet  dann  sehr  schnell 


/^(376,95)~— 0,00001,  /  (3»^ =+0,00001. 

Da  nun  der  Weith  <i=37<,^  die  Gleichung  f(a)  =0  auch 
befriedigt,  wenn  man  «',  a^  stictt  «*,  af  «dbstituirt,  so  ist  hin- 
reichena  genau,  um  die  beiden  Versuche  darzustellen : 


Soll  nun  die  Wurfweile  a:  berechnet  werden ,  welche  man  mit 
demselben  Geschütze  und  derselben  Ladung  bei  d«|i  Elevations- 
Winkel  a  erhalten  würde,  so  hat  man  In  der  GlelGlMii^  (3)  in  §.  3. 


4U 


-^ ^  a?  +  —  log.  Dat.  (1 r     J=0 

aco8a  v  OÄCOscr 

-jy  '    .  .       .  ^        • . 

Ar  k  und  ^  die  eben  giefuDdenön  "WMft^'eteu^etzeD  undiüef^be 
nach^  aufzulösen.  .  Multiplicirt  man  den  Ausdruck  mit  ^/  und 
setzt  man 


ff 
ak  cos  dc 


.x:|». 


so  erhält  man 


(vst+,m')jC'i-log,üa,t(i^ma:)=0*, 


«    « 


•»  * 


Nimmt  man  ferner  z^=i — mx  und  bezeichnet  man  den  Werth 
1  +  — ,  das  ist  1 -f. — T— *  mit  n,'so  hat  man  die  Gleichung 

w  (1  —3;),+  log.  nat.  51=0 
aufzulösen^  und  findet  dann  die  Wurfweite  . 


s      ^ 


ar= 


1— « 


m 


»   »  » 


i  // 


Man  wird '  iddo  nadi  folgenden  Fotofein  zii ' j^^en-  hal^b :  ' 

^  9  .     gsin« 

a^cosa  '       U    ' 

fp(z)^=n(i  —  z)4-log.nat.Zj  r 

1  1 

Die  Auflosung  det  Gleichung  ^(2):t=0  hat  gar  keine  Schwie- 
rigkeit und  wird  noch  dadurch  eneichtert^  dass  2  nur  ein  p.ositi- 
tiver  achter  Bruch  sein  kann^  indem  ^==l-^i?iar  Ist  und 
log.  (1 — nur)  nicht  imaginär,  lyerden  darf. 

Wenn  man  für  diejenigen  Winkel  die  Rechnungr  ausführt ,  für 
welche  in  la  ;Fere  im  Jahre  1770  Versuche  angestellt  sind  "^  >  so 
erhält  man  folgende  Resultate: 


-S3      ^                --     . 

»                                       m    • 

i  4 

Elevation 

WnrfvTfiite  in  Pav.FaM 

•DiflE;^ireivir 
Rechn.  — 
'  BeoK  ' 

in .  Grad€ii. 

ber0cliir€t 

bepbafjitfll 

10  . 

1434    . 

1434 

0 

20 

2433 

2488 

—  51 

30 

3004 

2994 

+  10 

40 

3170 

3408 

-238 

43 

3149 

3144 

+  5 

45 

3117 

3090 

+  27 

50 

2982 

.2962 

0 

«)  Gehltor,   Phjs.  Wörteili.  1. ^  p.  758. 


I   " .  ' 


'.  Die  WuiilAretten  für  fO^  imd  SD®  ßu^  oben,  benutzt^  uiQ  die 
GoDstäbteb  a,npA  k  zu  bestiinmen«^  F&t  die  Winkel  über  50^  wer- 
den }die  Düff^FejDzen  der  R^ohnung  uqd .  Beob^ehtiwg«  hedeuteoden^ 

Es  scheint  bierpach  möglich^  auf  dem  angezeigten 
Wege  die  Wurfwelt^en^  ..welche^  den  zwischen  ai  und  a, 
liegenden  Elevatianswinkeln  Eugeburen^  mit  hinrei- 
chender Sicherheit  zu  berechnen^  Tfe.nn  die  zu  den  Win- 
kein  ai,  a^  gehorendeD^  W-ur^fti^.elteQ  durch  Versuche  ge- 
funden sind  und  di^'Differenz  Oi^^a^  nicht  zu  gross  ist 


.*-\ 


-  \ 


!• 


»i/'     •      ".'•'.  I        '      I  j»  *5*   ••  '     I  '    \'tU  '  '    •     r     •    *' 


•>  ~  Soilun  \Biidlich  idie  fi^etifeider  BeweguM  Ar-deb  FaRemiit- 
telt  werden ,  daiss  die  Widerstand  leistende  rJLi^ssigkeit  selbst  in 
Bewegung  is(t>  i-sd  gebeut  wue-  von  der  Annahm^  ainr» .  dass  unsere 
Kugef,  ^nn  sie  unter  den^, Einflüsse  einer  jgleichfunnigen  Strö- 
mung yqn^  der  Ge^chwindigkeft  F/  festgehäiteu  vvifd,  den^eifoeti 
Widerstand  leiste,  den  isie  selbig  erfahren  würde,  wenn  sie  In  der 
ruhenden  Flüssigkeit  sich  mit  den  Geschwindigkeit  V  bewegte. 
Dann   ist  die  durch  die  Wirkung  'difilier'  Strömung   entstehende 

beschleunigende  Kraft  gleich  ff-^-* 

Die  Kueel  habe  in  einem  Pi;p)fte'J.  dic^  Geschwindigkeit  Cund 
gelange  nacn  Verlauf  de^  Z^it  f  zu  einem  Punkte  B.  Durch  A 
lege  man  die  drei  auf  einander  senkrechten  Coordinatenebenen  XA  Y^ 
JuiZ,  YAZy  von  denen  die  erstere  horizontal  sei.  Die  Abstände 
des  Punktes  B  von  diesen  Ebeqeif  seieif  der  Reihe  nach  2,  y,  x\ 
der  Bogen  der  bes<;hriebet)ep  Cürve  .zwischen  A  und  B  sei  's  und 
die  Tangente  in  B  habe  \die  Richtung  BD,  In  der  Richtung  BD 
würde  der  Korper  sich  mit  der  Geschwindigkeit  v  weiter  bewegen, 
wenn  in  d«m«iuirtk.£  beaeM3lineien«AiKeDbttcke<blle'Iiräfte  zii  wii- 
ken  aufhörten  und  der  Korper  nur  nach  dem  Gesetze  der  Trägheit 
weiter  ginge. 

Nun  sei  während  der  Zeit  ^  der  Körper  einem  Winde  ausge- 
setzt, dessen  Geschwindigkeit  V  ist  und  dessen  Richtung  die  Linie 
BE  angiebt     Man  ziehe  durph  B  die  Linien  BX' ,   BT,  BZ' 

Earallel  mit  den  Achsen ^JT,  AY,  AZj,.  und  bezeichne  die  Win- 
el  DBX\  DB  F,  DBZ'  der  Reihe  nach  mit  ai ,  /?i  ^  Vi ,  sowie 
die  Winkel  EBX',  EBTf,  EBZ'  durch  tt.,  ß^,  y«.  Dann  sind 
die  Gesetze  der  Bewegung  herzuleiten  aus  den  Gleichungen : 

I 

^=^|(FcosiJi-.rcosA), 
^  ±=  ^  ( Fcos  ya -T  «^co»  yn^  ^-^ 


4Sf 

Nun  ist  aber  bekanntlich  jj^=^Vß  ^^coStfi»  ^z^cosßi,  ^ 

s&eo9/2  9    ^'  erhaRen  also,   wenn  wir  zn^eich  yi^srOO^  setien, 
«Dc»  also  auf  den  Fall  beechrinken,  daae  der  Wind  nensontal  wdit; 

« 

1%  ^^       ff  ,-wr  ^^. 

2)  g=f  (Fca.Ä-f  ). 
dh  g  dz 

^d^=~kdi'^S* 

Die  Conetanten  der  Integration   bestimmen  wir  so,   dass  su 
gleieher  Zeit  f,  4r,  y,  %  JNnü  f^erden,  wihrend  ^T^^  Ccoaaso» 

^:=Ccos/9=6,^=sCeo8y=c   sefai   seil.      Der  Kfirae  wegen 

«etsen  wir  Vcos cuisza',  Fcos^a=:fr^     Wir  erhaltem  dann  dorch 
Integration  der  Gleichungen  (1),  (2>,  (3)  folgende  Formeln: 

4)  <=-  log  --- ^ 

•""3* 

^  f =-  log 


"""dt 
6)  te|  bg  ^; 

*  4 

weiche  mit  Leiehtigkeit  in  folgende  «Bgewandell  werden : 


7)  ^=a'— («'— o)e     > 

9)  ^*3=(*+«)«""^-*. 

Durch  neue  Integrattoö  leitoo  wir  hieiaus  her: 

_«« 

10)  aÄo'<-i(o'-a)  {l-e    *  ), 


li)  y!a6'<-|(Ä'-*){l-c     *l. 


V 
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k  -f 

12)z=^(A+c)tl-«      }-*<. 

Durch  GleichsetzuDg  der  Werthe  von  t  aus  den  Formeln  (4) 
idid'(Q  erbftit  man 

dx^^ ,  .  da 


dk 


di 


woraus  sich  ergiebt 


dx  djK 

Hieraus  ergiebt  sich  durch  Integratian; 

13)  (a'— a)«+(i5:+c)ar— (aA+o'c)<=0. 
Eben  so  erhalten  wir  aus  (5)  und  (6) 

14)  (6'— 6)2+(it+c)y— (6*+6'c)te:0, 
und  aus  (4)  und  (5) 

15)  (a'  — a)y— (6'— 6)a?— (6a'— a6')«=0. 

Jetzt  sind  wir  so  weit  vorgeschritten,  dass  wir  die  Gleichun- 
gen der  Projectionen  unserer  Kugelbaho  erhalten  kOnnen.  Wenn 
wir  n&mMDh  aus  den  Oleiclnuigen  (13),  (14),  (15)  die  drei  Werthe 
von  t  nehmen  und  den  ersten  substituiren  in  (10)  oder  (12),  den 
zweiten  in  (11)  oder  (12) ,  den  dritten  in  (10)  oder  ril) :  so  erhal- 
ten wir  die  Gleiehaq;en  der  drei  PEojectioBen  auf  die 
Ebenen,  nSmIich: 

16)  a'.  +  ib:=:ii2^  U-.   *•— iTFi^- 


17) 


y*+*y=— ^ — :; — ^11— c 


}» 


18)  a'ji-^b'a:^— — -{1  —  e 

-  9 


V 


Bringen  wijr  die  Exponentialfunction  in  jeder  dieser  Gieiehuii' 

fen  auf  eine  Seite  allein  und  gehen  wir  dann  zu  den  natürlichen 
iOgptrithmen  fifaer,   so  erhalten  wir  die  Gleichungen  der  Projec- 
tionen unter  folgender  Form: 


it+c   '       k(ak'{'a'c) 


19)  x  =  — ' — ^x ^7 — - — fr^  log.  nat.  *— 


ak-^-a'c 


an.        k+c  kibk  +  b'c). 


ak+a'c — •-^*— ^0? 
bk+b'c 

bk+b'c^^z-gy 
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21)  •=•! >  « 7 JT^  I«».  Bat. 

"      a — a'  ^(a — a')       ° 


ba'-t-ab' 


^' 


ba'-ab'-^f,+ 


9^' 


Ans  deo  sewonDeneD  Formeln  e^eben  sich  dnt  Ennthfmlidk 
keiien  dieser  oewegong  ohne  grosse  Schwierigkeit  Es  ist  femer 
leicht,  die  Gleichung  der  ebenen  Carve  herzuleiten,  welche  beschrie 
ben  wird,  wenn  die  Richtni^  des  Windes  ond  die  Richtong  der 
Geschwindigkeit  im  Punkte  A  in  eine  vertikale  Ebene  fallen.  End- 
lich selangt  man  zu  der  Gleichung  (12)  in  §•  L  zurdck ,  wenn  man 
die  Geschwindi^eit  des  Windes  Null  setzt 


wa. 


f  I  ■ ,( 


HTaditrair  zu  dein  AvflsiKtise  lllier  den 

Tortratr  der  iiehre  toh  der  Aiifl9siuis 

der  Oleieliiuiireii  des  drilteii;  drades. 

(TW.  VI.  Nr.  I.  S:  1.) 

Von     v'        ■    ^-    i  •  • 

, '        dem  Heraiufgebor, 


\» 


..  In  dem  vorher  genannten '  Aufsatze  habe  ich  ganz  absichtlich 
mein  Augenmerk  vorzugsweise  auf  die  reellen  Wurzeln  der  cubi« 
sehen  Gletehungen  gencbtet  :  Weil:  jedoch  dieser  Aufsatz. < nach 
einigen  mir  zügäcommeben^  freundschaftiiohen  Mitib'eikmgeli  nicht 
ganz  ohne  Beachtung  glßblieben  und  hiii .  nnd<  wiedi^B  bei'ni .  iUotep- 
richte  benutzt  worden  ist,  so  erlaube  ich  *mir  nlekien:' früheren 
Entwickelungen  jetzt  noch  die  folgenden .  wenigep  .  Bemerkungen 
Aber  die  imaginären  Wurzeln  Jiinzuzufügen. 

*  * 

Die  imaginäl*en  Wurzeln  erhält  man,  wenn  man  von  der  Vor- 
aussetzung ausgeht,  dass  in  den  früher  gebrauchten  Bezeichnun- 
gen nicht  ^-f  ^|=.0  se>i.  Dann  hat  man  zur  Bestimmung  der 
Grossen  p,  q,  px,  ^i  nach  S.  2.*  bloss  die  vier  folgenden  Glei- 
chungen : 


42» 

•  1 


« I 


(i..> 


1)  <  p*^pi*-^pq^:-zp,^^=b,.': 

y'+y,»_3p«»-3p,»^i=0. 
Aus  der  zweiten  dieser  vier  GleicIiungeD  foigt 

2)    gpx^—pqi. 


l 


Multiplicir^   mao   die  erate  der  vier  in  Rede  stehenden  Glei« 
chungeo  mit  q,  so  erhält  man    '    '  '  * 

1 

pqpi  —  q''qi=^aq, 

also  wegen  der  Gleichung  2)^*  .     ,    .  >     • 


t» 


'•.,h 


3)  ip''  +  q'')qi—^aq.,\ 


9 

MultipUdrt  knao  die  dritt^.  der  Glei^iingen  1)11011  q^,  so  er- 
hält man 


p'q9+q^pi*^3pq^^3q^Piqi*  =  bq\ 
und  folglich,  well  wegen  der  Gleichung  2), 


i'.  \ 


* .» 


q^pi''  =  -p^qi^,  ^VWi*=— P^'^i' 


ist: 


I 


•  I 


4)  p(p*-V)(»*-9. •)=*♦•. 


Multiplicirt  man  di^- viertle 'dbr^€}lei<fliüageri'^)  mit  q*,  so  er* 
hält  man 

und  folglich,  \Veil  wegen  der  Gleichung  2) 


.1 


» « 


[fp,^=^^4i^ 


ist: 


5)    iq'-3p»)  (q'+q^  )=0. 


f       » -  ■    «      \ 


»  J 


M 


I       t 


(.   <i 


Weil  aher  nach  der  Voraussetzung  nicht  q-^-Qi^O,  d.  i  nicht 
=— ^1  i«it,  so  ist  auch  nicht  q*=*---q^^,  d,  i.  nicht  q^+q^*=:0, 


und  wegen  der  Gleichung  ö)  ist  folglic 


2' 


4M 

6)    ff«-V=0 

Daher  haben  wir  zwischen  den  drei  GrOsBenp»  q,  qi  jetzt 
die  drei  folgenden  Gleichungen: 


7) 


(p'+y*)9i=-3«»» 

p(p«-V)(9'*-Vi*)=V> 


also 


Aus  der  dritten  Gleichung  in  diesem  Systeme  folgt 


und  nach  den  zwei  ersten  der  Gleichungen  7)  haben  wir  daher  die 
beiden  folgenden  Gleichungen: 


8)  V»i=~5«v»  SpV»*-»!*  )=—*«'; 


oder 


9)    a*q'=-il3Sp''qx\ib+Sp*)q*=Sp'qi: 
Ans  diesen  Gleichungen  ergeben  sich  die  beiden  folgenden: 

o»^'  =-1728/>Vi*.  216(6+8p»)p»y»= 1728/»  Vi  * ; 

also  durch  Addition: 

10)  {«•+2«K6+^»)pM*'=0,     . 

Ist  nun  nicht  g^^Q,  so  ist 

11)  a»+216(*+8p»)p»=0. 


d.  i. 


i2),p'+|«p'=-:4«-.: 


Löst  man  diese  Gleichung  wie  eine  quadratische  auf>  so  er- 
hfilt  man 


13)  ^•=-xV{6iFVÄ"^Aa^}, 


also 


m 


14)  P^-^lT^TV^y-iVa' 


Nadb  4er  dritten  der  Gleichungen  t)  ist 


16)    y'=;(y^ftTyft--»V«l)V 


und  weil  nun  nach  dem  Obigen 


ist;  80  bat  man  die  folgenden  AulISsnngen: 


p'-tV^^T^-  «-^W^^T^i. 


Pi= 5 ,    ^i=+-j ä  

und 

p—    t^ _ ,  y=-j.-— Y ^^- — -, 

»»1= — »    -  r»  9^=f r—   ■'•      I' 

gy  fe-t-^ft'-Zrft'  2V3.V   *+l*'' -«tfl 

Weil  Dun  bekanDtlich 

«  -  -       ,      ..  •  .   .       -       ' 

ist^  80  ist 


4n 


16)  :r=-i\/"*liÜ*!=Ä?!        _ 


a 


k   I         •••:• 


±   {  V34/  6-4rgs3^, 

(  2  "      ""2   r~~ 


8 


6— i^6»-Ao»  l^f-^ 


_  •     • 

4  •      )  ♦   •       '  • 


und 


'\" 


t7) 


•2  "" 


l' 


.\ 


^*±y^:-^ 


a 


c^3Yi±z^^ 


*    *  -^  -  w  2 


Durch  leichte  Rechoimg  ^erzeugt  mäo  sich,  dass 

2  '  ^  ^ 


ist,  woraus  man  ferner  ohne  alle  Schwierigkeit  schliesst^  das«  die 
beiden  letzten  .>^\Yert]^e  ypvL  x  ton  den  beide?  ersten  nicht  verschie- 
den dind  ^  und  man  aU»o^  ^ie  ^  erforderlich  isf;  fiBt  x  nv  zwei 
Werthe  erh^t.  - 

Auch  ergiebt  sich  leicht ,  dass  man  diese  Werthe  von  x  auf 
folgende  Art  ausdrücken  kapn :  .      . .  .  ^^ 

18)  »=- 1  j  yTt-y  ^g  ^  y  t+v^^  j 

oder  <.     ... 


48S 

19)  ^^-li.      ^  —  +  -. — ^-±:2z 

2  ^  2 

o   r         1  1 


±2V3 


Wenn '^»J  4M,  66  irtwc^Mv^er' driften«  teliOloichuDgen  7) 
auch  29=0  >  uod  wegen  der  ersten  der  Gleichungen  1^  also  a=0. 
Die  dritte  und  vierte  der  Gleichungen  1)  werden  in  diesem  Falle 

•  '  *      '       ß    ^     m 

Weil  nun  aber  nafb  der.VoiriNWUift^mng  nicht  q+fi^O  ist, 
so  ist  nicht  gi=0,  und  folglich 

Führt  man  diesen  Werth  vo^  q^*  in  die  erste  der  beiden  vor- 
hergehenden Gleichungen  ein,  so  erhält  man 


und  folglich'   ;  •«    .. 


•     .Z' 


\ 


*    -  .       I  '    ■  •    «      . 

Also  ist  in  diesem  Falle 

1    98)1   a:=-:iV6.(ldbV3--l^=l) 
oder  '■'     ' 

•     :   n   .       21)  it=3-^^V*:(ldfc*^^)* 

Ganz  denselben  Ausdniclc  von  x  erhält  man  z.  B.  aus  >  18), 
wenn  man  ac=0  setzt,  und  sieht  alsb'«  dass  die  Gleichung  t8),  so 
wie  eben  so  jede  der  Gleichungen  16)',  17),  19)  ^  ganz  allgemein 
gültie  ist,  d.  h.  für  jedes  reelle  a,  auch  für  a=0,  gilt. 

Dass  dbh  die  vorhergehenden  Ausdrücke  auch  aus  der  Glei- 
chung 6)  in  meinem  früheren  Aufsatze  herleiten  iJEtssien  müssen, 
versteht  sich  von  selbst  ^  was  aber  füglich  dem  Leser  überlassen 
werden  kann.  Meine  Absicht  im  Vorhergehenden  .war  nur,  di^ 
in  dem  früheren  Aufsatze  bei  der  Bestimmung  der  reellen  Wurzeln 
angewitndte  Hilthode  mpch  etwas  weiter  zu  verfolgen,  aus  welchem 
Gesichtspunkte  ma&  all!|in'  dfts.  Vorhergehende  zu  he4ritchten  hat. 


\    *  •.  -  n 


A  . 


'•    •  V   ,   .         ■     .    -     •      •  « ' 
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V 


iU 


•    I 


Uelier  lbe§tiflUBte  Intcsmle. 


*        * 


'  •  » 


•i/<     •   1- 


«    % 


Von 

Herrn  F.  Arndt, 

•  tidirer  am  liyauia»ioiii  «i  Smltimcl« 


».:   i       '»i  I  f  •  *    •  -'■     •       .  '1.       i 


• . '      • 


Durch  gewdbnlle|i«DiTi8i#n  ef^filtmaB  diejdetitiscIieCrleichiing 

Multiplicirt  num  auf  beiden  Seiten  durch  dx,  und  iotegrirt  von 
:r=0  bis  «=1,  so  entsteht  •    »'•   '->  .    *' 

Dillerenziirt  man  taun  fliMe  Gli4cb«w  nacUo^  die  resultirende 
Gleichung  wieder  nach  a  u.  s.  f.  ^  so  erhält  man  nach  und  nach 


::■  =^-<-*)--2(5+n5r«+<-^>'^'/' 


*i      ■■!    I 


1+*  ' 


I  I 


r 


aflQbcfdaa    7  ..,..'. 


'  "<'^>*''^,(;H-i-t-n)^'*'^"*'^'';/o  •  ■"""  tifi;'^"'-^ 


X' 


1+ar 


•>-^2,-=?feö'+<-«-7:"=Ti^- 


i<  t 


t/ o 


4S» 

u.  8.  \\\y  alsp.  allgemein  ^ 

oclpr  ^    ' 

2.3...(p-l)J-,         l+o: 


Uoterducheo  Wir  Dim  MOltchst  (jX^  Grensje»  «^eU^lier  ^{ch  das 
auf  der  Rechten  angehängte  Integral  nähert,  'Tvenn  n\uB  Unend- 
li  che  zimimmt     Zu   dem  Ende,  wende  man  auf  dasselbe  den  be- 

kannten  Satz  an     I    f{^)da:^z:<^ß~a)f\a-{^^{ß^a)],    wo^ 

zwischen  0  und  1   liegt.      Iq  Bezug   auf  unfern    Fall    ist   dann 

/     i— rz =:--: — Tirs:^ >  ^od  dieser  Ausdruck  ver- 

rerschwindet  offenbar  för  n±:Qbv  -wem  nipl|t  e|wa  ^  selbst  ver- 
schwindet. Fände  di^ss  Statt,  so  hätte*  mitti'  die  Grenze  yon 
-^^^^i-*  (/^)P-\  f&  ^  nne^^dlicji  abQ^l9i)a^p4®  fm  ermitteln  >  und 
nach'  bekannten  Principien^  üoer  die  Auffindung  .4er'  Grenzwerthe 
i^ürde  man  Null  als  Grenze  jener  Quantität  finden.  '  Das  obige  In- 
tegral Verschwindet  also  ««^tets  für  ein  unendliches  n. 

Was  feriier  die  Summe  (—1)"  ^  ,  -i-l-|-fe\y  betrifft,  so  con- 
re^irt  sie  jpaqh  den  Principien  ^et  dieCon?ergen^  der  Reiheii  gegen 
eine  bestimmte  Grenze,  welche  durch  ( — 1)"  2    7 — ,  u  »j*  ul  *"" 

zeichnet  werden  kann.  ^ 

Nach  dem  Obigen  ifet' daher        •        '        \ 


Ganz  ähnliche  Betrachtungen  ergeben  dlevGleichung 


^^    2.3,...(p  — l)Jo        i— ^       ""n=o  (a+1 


+l+«)i» 


« .  .«•  .••i. 


In  dieser  Reh^pn,d«rf\aber.p  iiicM'l  «ifeiXvweiK  dann  die 
Summe  auf  der  Recnten  üiietadlicn'wird.  In  1)  kann  aber  p  die* 
sen  Werth  haben,  indem  die  betreffende  Summe  es^^iUi^i* 

28* 


436 


Setzt  man  •— I —  fiSr  ^r,   so  eehen  die  entwickelten  Gleichun- 
gen  über  in  die  folgenden:  v 

^>  13...|;pKt)Jo  iW  ^     *'  «f.  (a+l+fi)F' 

„  '1  P^X'{l^y~^dx_*^        1       . 

*^    2.3...(p-iX/7 "      I+S^  1^  (a+l-Hi)!'' 

Lassen  wir  nun  a  sich  der  Null  nähern,  und  gehen  zu  den 
Grenzen  fiber,  so  wird 


n. 


Die  CUeichnng  1)  wird  für  p— 1  folgende: 

I         •  I 


I       '    :.    !.  i'l  . 


Setzt  man  Kierin  ^rzyitangg)',  so  findet  maA.babh  einigen  leich 
ten  Redüctionen: 


f  ij 


,    7)y;**tang^^,==(-l)-2^:äi%      \' 

Nimmt  man  hierin  fuir  a  der  Reihe  nach  0,  2,  4,  o,  etc.,  so 
ei^ebtsicfa: 


<  5 


f^dif  =1-  J + V—  ^+  etc., 


./ 


fangqp^Jyi^j 


•l+{— H-«te., 


Jr*'fang9«d9r=:J— l+i— A+etc ; 


allgemein 


y^  "^tang^gdf^gg  j^-^ci^  ,^  t>6^^  ifer^  ftc. 


Deshalb  ist 


»        -  » 


m 


/       tang  95<29>  =:  1— J  '^^ 


1  •  t 


H.         ll'.''!,''' 

)  i       •      t' 

•    •)  w  r; " 

r 


u..  .a«  ,iv»;  al8# ;aUg«iiieiii  <,.,;;' 

^*   tangy«»  4v  =^z:i— 2^t  2^  -.etc.+(— 1)?.  i «. 

Auf  ganz  ähnliche  Art  wird,  wenn  man  filr  a  suce.  l^S,  5,  7, 
etc.  setzt:  -    i     .    ,  • 

•  '  ^     ■       "^  .      "        '•' 

9)   y^^'^tang^^H^irf^s^^g^+g^ 

*  *  .  r 

___  »  *  *  *  t  ,_ 

In  beiden  Formeln  ist  g  eine  positive  ganze  Zahl;  man  erfa&lt 
dieselben  auch  durch  Anwendung  yon  Reductionsforhieln. 


in. 


r-     '      i 


>!,. 


Setzt  man  überhaupt  in  der  Gleichung  1)  :r=tang9^,  so  ent- 
it<^ht  nach  einfachen  Reductionen 

'  10)    2l...^l)/o    tw.g<p-(/ta«g9)i->rf,,: 


und  wenn  man  4  sieh  der  Null  nähern  l&sst^ 


v} 


")'rir^)/*'^/'*:'"8'')'-^ 


. » . 


■•  i 


«e=ee  1 


I.  .•         ( 


(i+iny  •■■ 


<       •  »■«        I 


Setzt  man. in  det'  Gleichung  ^)  ^=«{09^,  80.  entsteht  nach 
einfachen  Reductionen  ,  '■      ,' 

40N       (-!>-'       /*i»ainy''(/giny>ir'<» 
**>    2.3...(|»-1)J„  . 

n— OD  1 

^,^0  («+l+2n)P* 

» 

und  wenn  man  a  sich  der  Null  nähern  lässt: 


cos  9 


m 


^^^    2^...(/i-l)Jo  co8^      ^    ,iJ(l+2n)p- 


IV. 


Die  SommeD  in  den  GleichmiseD.  5)/  6),  13)  lassen  sich  be- 
kanntlich durch  BernoaÜische  Zahlen  äusdrficken,  wenn  p 
eine  gerade  Zahl  ist.  Weiss  man  den  Ausdnick  für  die  Summe 
in  5),  so  kunnen  die  Ausdrucke  för  die  übr^^  gedachti^  Sttmilien 
daraus  abgeleitet  werden.    Diess  zu  aseigen,  sei 


*       ^     1     _  1  .  1  :  1 


o  (!+«)«?      l«g"*"2*i+ 3««+®*^' 


1-^ 


•  / 


»■=»      1     1      i     1 

fi_(-l)    ^^   (!+«)% --läf—p^+Säi^-  «*«•>      ^^ 


»    i!'  «   ••..i'l 


M%^o    (1+2»)«»  ~P7   +>?+52?+  f^- 


1- 


Man   findet    leicht  die  Relationen   «-|-«|i=:2tf,  '~~'i=53frit 

2^ 1  2*t^* 1 

aus  denen  sich  eigiebt  c=    q2w'''<»*i=    oae-» — *•  D^^wach  hat 


..  -^■■ 


14)      <    .  =r     l^n*^*-^    *  _(2^-'-l)  S" 


r, 


2«)«»  —   .2.1.2.3.  ,2«  ♦ 


indem  £  die  ^te  Bernonliieche  l^ahl  bedeutet 

Somit  haben  wir  8t)M;d<fr!^eicfattttgen  1^^,13)  die  folgenden 

t/o  1+ar  2q  <  .-.f-'.l  .,    i'l 

15)   /    /*'  (fr)^»-'&r    »«-'  '^'  -i      <  •    ' 


/' 


(/8ii>y)?^r'«f|>^    (2«t-^i)  S  ^.^^ 
COS  9  ^         2.2(7 


49» 


JDie  Snmiiie  io  der  Gleichung  11)  ist  ein  SeeaiiteiicoefBeieot, 
f^enn  p  liogerade  ist»  denn  inaii  weiss»  dass 

2*  •=*  1 


•X     ' 


?Ä 


^6^   n=:aD  1     ^ 


1     .« 


+  u.  s.  w 


Beeeichnet  man  also  den  {sj[\\)^^^  ScjcaiiiteDCoefficieiiten  duri^h 

*£,   so  Irt  (&=5:an-A  (-1)-.  77Tä;:^äiF'  *•"» 


•^^ 


7&^' 


li^/"*^*"  (l+2«m^  •"     2%+« 


.  Desshatb  hat  man  nach  11) 


•  »       1 1 

16)    /       (/tang9)^»rf9  =  ' 2^-f:ia'   "'" 


t« « 


<    i 


ii 


.  .     > 


I    •> 


..  .  (, 


I      >      .    '  !«i 


»    - 


!l,.    •    1 


44IK 


\    '  •   '    : 


«.     « 


MV.  1 

* 

NTacbtrag:  zu  der  AKibandluD^ 
Vlber  fi(y steine  von  Xinsengrlftsem. 

(ThI.  VI.   Nr.  X.   S.  62.) 
Von 

dem   Herausgeber.  ' 


Ueber  ein  Paar  der  in  meiner  vorher  geitaiinft^n  Abfaandiaiig 
bewiesenen  Formeln  erlaube  ich  mir  iti  dem  vorliegenden  kurzen 
Aufsätze  noch  ein^  nachträgliche  Bemerlcungen  z^  machen. 

Setzen  wir  der  Kürze"  wegen  .  \      - 


1)  /«)= 


ÜK»)  ilf(«)  üff») . .  .üfC")      ilf(Milf(«)üf(»).  ..ilfd-) 


3(i-i) 


9l(«) 


so  haben  wir  nach  56)  oder  57)  der  genannten  Abhandlung  die 
Gleichung 

2)  (pl   )  — jF(«'))(;IiW  — fVO)  =  (J(i))». 

Hat  man  nun  aber  überhaupt  eine  Gleichung  von  der  Form 

(o?— a)(y— 6)  =  2% 

so  lässt  sich  dieselbe  nach  einer  wohl  von  M  o  b  i  u  s  zuerst  gemach- 
ten Bemerkung  immer  auf  die  Form 


X'^-z  —  a^  y  +  2: — 6 


oder  auf  die  Form 


bringen  9  was  sich  leicht  durch  ganz  einfache  Rechnung  beweisen 
lässt.  Wenden  wir  dies  auf  die  Gleichung  2)  an,  so  erhalten  wir 
die  beiden  folgenden  Gleichungen: 


141 


und 


und 


also 


und 


1  ,  n  _  1 

Setzen'  wir  nun 

6)  p(n  — JF\0— JW=  JIO),  p,(b  —  Fl«— JW=  11^(0, 

'  *  -  *       r 

7)  p(M=iixolji;«+jP(M,  p^WszF  ^t)-.J^^+p^(i), 


t     '•     • 


',' 


woraus  leicht  mit  Hülfe  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coor- 
din^^.i^fm  «Mm»  dlf)  eigeotücbe  j^ed^ütim?.  4«?  CirOssea  /^^)^ 
PifO  und  -Q^V»  Ui^*)' erhellen  wird; ,  so  lerMt^n  die  ßlekhungeq 
3)  und  4)  folgende  Gestalt : 

und  :  li    .  ;  ,.      -      :  ' 

1  t  l 

Für  F(*)  unendlich  witd  P,(«=d,/^'),  und  ehen  so  wird  fürPjCO 
unendlich  P(»)=:,/(0.  För  HC}  unendlich  wird  JI^CO  ==— /(O, 
und  eben  so  wird  für   JI,(0  unendlich  17(i)=— J(0.      Weiter* 


Fcigerungeil  aus  den  beiden  vorhergehenden  Gleiekuraea  ku  ziehen^ 

fehort  hier  um  so  weniger  zu  meinem  Zweck ,  weil  meselben  eines 
'heils  schqo  aus  den  Arbeiten  anderer  Mathematiker  hinreichend 
bekannt  sind,  andern  Theils  ich  selbst  bald  ein  grosseres  selbst- 
ständiges Werk  über  diese  G^enstände  zu  yeruflentlkhen  beab- 
sichtige« '        *- 

In  Betreff  der  Gfeichung  66)  hl  meiner  oben  gedachten  Abhand- 
lung, nämlich  der,Gteicbang 

1«  _/    i.i-,     3t(').f9>i(0(K^)--/(^)) 

bemerke  ich ,  was  früher  mit  Unrecht  «nterlassen  worden  ist,  dass 
dieselbe  sich  noch  wesentlich  vereinfachcfli  ifisüt^  wenn  man  statt 
der  Gtösfe  fO)  die  GrOsse  JFXO  einführt 

Weil  nämlich  nach  37)  und  64)  meiner  früheren  Abhandlung 


i,     V 


Nf*) 


-m^ 


t  '        •  * 


(M('-'))a 


US 

t 

und  i  I 

— SF?)~ 

ist»  80  ist  ^ 

woraus  leicht 

3i(0 + Sli(0  (p(0  -  A*))  .==  S»i(0  (pO  -  ^(0) , 
also  nach  dem  Obigen  ^  ~ 

folgt.'     •  •   . '     ■•  '  ■••'•       ..■••.  .1     .  .         .■•'•'■ 

Nach  d«A  bcMelidleiehiAigeD  '63)  meiilfT  ftfl&eileiiiUiliMdtaag, 
iti  Verbtodungmit  den' Gleichungen  58),  erhilt  man  diW  fttoendeii 
Gleichungen:  •   •„    .    ,  ° 

3(»)=:iV(i),  ■• 

30=3(»)Ai?)-3«  (i»W)*, 
3(•)=3C»>^<•)-^30)(Jim)■. 
.3(*)=3(»)A(*)-3«  («(*))". 

*  »    .      •  .  ♦        • 

■•'•O.  B.  W.         •  l 

Ve^einht  mm  aan  die—  Gtridnngen  •mit  ika  «nC'ä»  84.  W 
wiesenen'Oleichw^D : 

ai,0)=sl,  .! 

'  3li(«)-=iV(»), 

3ii(*)=gii(»)iV(P)-3ii(^(i«(«»i>    " 

.1  •     •  '    ,  ....  .       |l        ..        . 

M'ergiabt  «ich  a«f  deriSteUe    -     / 

gitC)=53(").  9l»(«)=3(»),  Sli(>)=3W,  3ri(*)t:S(»)';:.;-5 

also  allsemein 

12)  3li(0=;53('-M. 

Weil  nun  aber  nach  der  zweMm  ^er  Gieidittiigen  63)  meiiier 
frfiheren  Abhandlnne 

3C-*)=«(') 

ist«  so  ist  auch 


Ml 


13)31,(0=91(0, 

ood  maq/jian^  at^q  die  Gleictiwig  U)  weh  i^iif  folg^iidc)  Art  mdr 
drflcken : 


«• 


I  i 


I». 


^  t** 


^  i 


Heber  eine  Metiiode  zur  Bestlmmniig 

die  iwanne.'  •• 


t  I 


dem  Hferaudgeber. 


V 


»  •  .     •  - 

An  die  eine  Waeschale  ekiär  genauen  Wage,  deren  Wag- 
schalen  auf  gewöhnliche  Weise  unten  mit  Häkehen  versehen  sind, 
hftnge  man  mittelst  eiqes  feioit»  Fadens^nieii  testen  KOrper,  senke 
denselben  in  eine  ihn*  iiTCht  a|if(oSeirae  Flüssigkeit  hei  drei  mug- 
lichst  vop  einapoer  verschiedenen  Temperiäturen  ^,  /2»  ^9  die  bei 
j«rdeni  d^'Vh^i  Ve^sucb^'iMt  erirem  ge))auen  Themno(nie!er  be^tnmut 
wera^d  tMHiieh,'  t\n,  i^pd  lege  jedesmal  in  di%  andere  Wagschafe 
so  riefe  Gewichte  Gi,  iS^,  G^,  Ams  die  W&ge  lifr  Gleichgewichte 
steht,  beerbte  iiildb,  dusd.hei  j^d^Oi  dM  dtei. Versuche  <|in  gleich 

grosser  Theil  des  Fadens,  an  welchem  der  fe^te Körper  hs^^t,  in 
ie  Flüssigkeit  eingetaucht  wird.  .       i 

Bezeichnen  wir  nun  das  Gewicht  einer  Voluoieneinheit  der 
Flüssigkeit  ]bei  de?  Temperatur  0  durch  P,  oind  die  cutf  sehe  Aus- 
dehnung d^  Tiifssigkeit  für  jeden  Grad  des  Thernkoketers  durch 
»;  so  sind,  wie  leicht  erhiß|len  wird,  die  Gewichte  einer  Volumen- 
einheit der  Flüssigkeit  bei  dbn  Temperaturen  ti,  tg^l  t^  respective 

fqp^'  rf*^*  i+«v 

Bezeichnen  ^itl  also]  tm^  die  VolmiOB  jde9  in  die.  Flüssig- 
keit eingetauchten  tWsteif  Körpers'  bei  den  Temperaturen  h,  t^,  t^ 
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'  *  4  ... 

respect^ve  durch  Vi,  V^,  F^.;  so  sind  die  d^wichte  der  bei  den 
drei  Versuchen  Von  dem  eingetauchten  Körper  aus  dei  ältelle  ver- 
triebenen Flflssiglceitsvolumina :  ' 

.    ."  *•.     rVi     rv^     rn      ■   '\\ 

und  wenn  vns  nm  das  Gewicht  des.  Fadem  dmreh  g,  den  .Gewichts- 
verlust des  in  die  Flüssigkeit  eingetauchten  Theils  desselben  in 
der  Fiössiffkeit,  weichen  wir  wenigstens  mit  grosser  Annäherung 
bei  allen  drei  Versi|chen  werden  als  gleich  annehmen  können,  durch 
y  bezeichnen;    so  sind  offenbar 

rv 
rv 

TV    '" 

-  .  « •  %.        •      * 

nach.cunem  bekannten^  l^droatatischen  Satzf»;.dfei  Ausdrucke  für 
das  wirkficbe  Gewicht  des  in  die  Flüssigkeit  eingetauchten  festen 
Körpers^  wodurch  wir  dia *€rleichinigeD   .    , 

TV 


oder 


TV 


(i      '.  '     *»     M.' 


echalten.  Bezeichnen  wir  nun  aber  disi  cfitiiscn^  Aoei^eAnui^  m- 
sers  fest^  Kdrpers  für  jeden  Grad  dei^  Thermometers  durch  f»^ 
uud  dessen  Volumen  bei  der  Teihperatur  0  durch  F^.yso^isi 

folglich  naclh  dem  A'orhergehenden .  .      •    ',  .  ^      . 

6'i+m  rF=G.+}ig>rF;aCi,+|±gj^*^. 
Aus  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich    '  '';'^ 


4AK 


also 


•       Gt  —  G*    .t-f««!     1+«/« 


1.+«^      1+*^ 


od«r 


i  l 


»    ' 


1 +*^  •  Gl  -  Gb  ""(1 + »t«i)  (1  +^«  -  (1 + »«,)  (1 + ft<i) ; 


»'     f 


also  9  wie  man  nach  l^i^htar  EnttylflEelüog  findet : 

d.  i. 

Aus  dieser  nur  Sie  ei^a.  unbekaunte  (Grösse  x  enthaltenden 
Gleichung  erhält  man  ohne  Schwierigkeit 


D«; 


,        (k-t%>  (Gl  -  G»)-  (h  -  h)  (Gl  -  G«) 
■~  4ä - «  (Gl  -  G.) -  tt ih -^« CG»  -  G.) 


oder 


,».. 


Q^    •  L   :  ■    (<.-^).Gi  +(^, -4)  G«-fr(fa •-%) Gii  ■ 
.  .  '  <i(<;i~WG,+^(^-<i)  Gi+^(«i-V^' 

mittelst  welcher  Formelalso  x  berechnet  werden  kann. 

Nimmt  man  statt  des  Fadens,  an  Welchem  der  bei  den  Ter- 
Sachen  gebrauchte  feste  K^ijier  aufgehängt  wurde,  einen  feinen 
Draht,  ßgt  den  festen  Körper,  nachaem'man  x  bestimmt  hat,  in 
die  Wagschale,  ^n  welcher,  derselbe  vorher  aufgehängt  wurde, 
lässt  den  Draht  wieder  eben  so  weit  wie  bei  den  ersten  v  ersuchen 
in  die  Flüssigkeit  bineinhäfigeD  und  legt  nun  in  die  andere  Wag- 
schale so  viele  Crewichte  ^„  bis  die- Wage;  im  Gleichgewichte 
steht,  so  ist,  insofern  maij,  wenn  der  Körper' nur  klein  ist,  seinen 

nachlässigen  kann» 
— ^    wir   haben 


r 


Gewichtsverlust  in  dei' Luft  <als^  unmerklich  Verpachlässii 
sein  wirkliches  Gewicht  .off^bar  €r-*-(^ — y},  und  « 
daher  nach  dem  Obigen  die  drei,  folgenden  CSteichungen : 

rv 

G- (^-y)=G.+j^-(^-y); 

also»  wenn  man  für  Fi,   V^f   Fg  ihre  aus  dem  Obigen  bekannten 
Ausdrücke  setzt: 


US 

f 


1 


^ 


f. 


Also  Jist 


»  « 

/ 


1 1 


oder 


i  +  ^^l-f  x^-  C^jG^'r 
H-fM^     1^*^  G— Cft 


>•:  ^ 


also 


3.  .  '*<.(! +W)  (G-  G;)'-  ^  (1 + Jäi  (  G-  G^ ' 
\a«        (l+x^)(G-Gi)-(l+»iii)(G~G,) 

Hat  iha'tt  belMrgclDd"i^toer  bestimi&l^ii 'Tiettperatar  t  das  Vo- 
lumen S  des  bei  deo.Y^r^ucben  angew^^dtep  fesiejp  jKyrper^  dyrcb 
Ttirklicbe  Abmi^s^upeeii  ermHt.^It,  so  Ul'/,'    '        /'       '  ' 

,  •'•  ,   ■   .  :«=<i+;r)r.ais«rWj^;'    •-;■■■;••• 

foiglich  nach  d^m  Obigen;  wi^  man  lHd|t  findet:         '  V     [^   "' 

.!'-.•     '.  •    '  «   •■"•jI     ••■     •    •;  »II  ■^.•'^^      .    ?^  ■-  •      ,      {    f   .»^       ..*.-    ' 

.X  >  J  -y« ••  •   \  t+*»  •  G-T'G« 

4)  jr;;={lf  ^T).j;pjj^.~Tg-. 

wodurch  also  auch  das  Gewicht  einer  Volumeneinheit  der  Flüssig' 
keit  bei  der  Temperatur  0  {^stimmt  ist. 

Wie  man  au»  ^r  ~cu$|3«h^il  Attjsdebmiiig  ^«V  lineare  findet^ 
braucht  hier  nicht  weiter  erörtert  zu  werden. 


i.  »  «  » 


:i\i'>. 


'  t 
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t  • 


I-Vl. 


iscellen. 


\        M  •.    !  M 


#• 


».,:*« 


.  !   :  ,  ' 


Wenn  die  Grössen  R,  q>,  ip  aus  toi  drei  GleSchungen  A=s 
B  cos  9  cos  '4;,  B=:R  sin  gi  cp6  if^^  4?:^  A  sin  ip  hestimmt  werden 
sollen,  so  wird  dabei  ^wOhnlicb  iM^k  die|SrfiilluDg  der  Bedingung 
veriangt,  dass  12  positiv  werde.  Soll  diese  Bedingung  erfüllt  wer- 
den, so  muss  man  die  Wiokfil  fp,  /tj*  auf  eine'  bestiinia|tf|.  Weife 
nehmc#*.  Hß  sichere  ^gelii  lilerfflr  ^emeiniglicli  niclit  gffgehen 
werden»  so  wollen  wir  dieselben  bier  einmal  im  Folgenden  ^sam- 
menstellen ,  indem  wir  dabei  Mgleicb  von  der  Annabme  ausgehen, 
dass  q>  immer  positiv  und  vqn  (K  bis  900^,   daeegen  ^4;  positiv  und 


wr^rden  sich  aber»  na«h  Anleitung  des  Folgenden,  imme^  leiclt 
aufstellen  lassen,  waij  auch  zu  zweckm&älgen  Uebu^aen  ild 
Gebrauche  der  Zeichen  beim  trigonometrischen  XJnt^rrichteVerai^ 
lassuDg  geben  Icaqp.  x        ^         ■         \ 

Zut  Bestimmi^g  von  tp  hat  man  die  Formet 

B      ' 

tang.^  :;a*j-,       •».',.  ,./ 


<• 


•  .  \ 


.^    i 


\\ 


Zur  Bestimmung  von  ^  hat  man  '  "^ 

tang  ^=  "T  ^^  V*^^5  *'°  ^' "  ^ 


und  R  ergiebt  sich  mittelst  der  Forinelw 

*  ■      » 

A  B 


^>,-}a 


ll.    ■  > 


I     •*     • 


J2  = 


^ 

% 


COS  9  COS  ^4;     flte^ees^     tmk^f^, 


Soll  nun  R  positiv  werdeuj,,  so  müssen  die  Winkel  9,  ^  unter 
den  oben  gemachten  Voraussetzungen  auf  folgende  Art  genom- 
men werden: 


»^  1  » 
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A,  B,  C 

+  +    + 

+  +   — 

-  +    + 

-  +    - 

-  -    + 

+  -    + 

+  -    - 


0  <9<  90», 

0  <9<  90». 

90»<9<180», 

90»<9<180», 

iaO»<9<270», 

180»<9<270», 

270»<<4><a90o, 

270»<9><360», 


0<1»<+90»; 
0>t>-90»; 
0<^<  +  90»; 
0>*>-90»; 
0<^<+90»; 
0>t>-90»; 
0<t<+90»; 
0>t>-90». 


f-f 


.mit 


Nach  einer  BemerlniDg  des  Herrn  J.  A.  Serret  in  Liouvil- 
le's  Journal  de  Mathematiques.  T.  IX.  p.  436.  kann  das 
im  Archiv.  Tbl«  IV.  S.  116.  besprochene  bestimmte  Integral 


iii'.i 


dar 


li 


\  ■ 


V  ••;, 


sehr  leicht  atrf  fblgiende  Artgefüinden  werdeti.  ^'*' 

■    '  'Man  setze.  x==^Uäigfp/8d  \^  ip=i'AM&ng±y  isnd  'ftylglicAi'«  ''■ 


•(      •  r      < 


st 


'        i 


dxp 


i»». 


Also  ist  offenbat 


j:  , 


t: 


' I .    t    'I 


'  I 


1+«« ' 


/(l+tang^)d^» 


COSßjlf^TV)  .;V2. 


I      / 


COS  9 


dtp 


Aus  der  Natur  der  befitimmten  Integrale  erhellet  aber  sehr 
leicht,  dass 


/cos9^  = 


ist.    Also  ist 


«4   I 


(p)d^ 


wie  a.  a.  O.  gefinftden  worden  krt 


/o  ^H^^*"--:«®' 


r 


^ 


t    '    i    \' 
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D«r  Terfasßer  liat  sich  im,  4iB{^r.  Se^xift  vorxiigfiifft.  tine  streng; 
systematische  Entwickelung  der  Arj(thn}elik  auA  einei»>  PeiiH^pe^ 
nämlich  aus  dem  Principe  des  Zählens,  welches  der  Verfasser  als 
besonderes  oder  determinirtes  Princip  der  Arithmetik  bezeichnet, 
heraus  zur  Aufgabe  gemacht,  weshalb  in  derselben  auch  das  Stre- 
ben nach  einer  philosophischen  Behandlung  der  Arithmetik-  sehr 
deutlich  hervortritt,  worin  daher  auch  ihre  Eigenthümlichkeit  vor- 
züglich zu  suchen  sein  dürfif^.; 

Nach  einer  Einleitung  in  die  gesammte  Mathematik  wird  S.  12 
die  folgende  Erklärung  der  AritHmetik  gegeben : 

JDer  Gegeqsta^d  der  Arithmetik  ist  dj^  Zah%r,P^^q»  ihr  Pcineip 
das  Zählen,  welcK^s  sich  sofort  als  .ZAizäblep,  9dßx  Wcig^Sihle^;  dar- 
stellt»;  die  Anthmetik  ist  die  Wtssenscha£|;  voa  der  dji9Ci:etQ0.*  Vep« 
änderuDg  einer  Zahl(2:rösse  und  deren  Felgen,  sie  untersucht  1)  die 
discreten  Yerändec^^ngcu  se],hst».  W^QlohQU^uie  Za]|p]gj|ps4|^  «l^tBcJ^egt, 
betrftchtet  ^  das  IqTqI^q  solcher  VeränJieru«^^^  jnuner.av^g^isM 
Verhältnisa  ewischen  zwei  oder  mehreren  gegebenen  Grössen,  und 
bestimmt  .3)  di^  ZahJgnw^e^,  wejfte.jm  .^i^f^  g.flflebeuin  SaUgtösse 
ein' gegebenes  Verhäuniss  hat«  ,. 


•16       . 

Jiide  VcffäMe#mig,  welche  mit  «hier  2äfti|^H$fiBe  töi^g(snoiBm«ii 
wivd, .Iteigst  anefa  eine  Op^rafioif  ^tit  R^tkäuHr." 

Auf  SK  14  wird  herauf  4ie  folg«tfd«  üeb^ihskil^  l««^  ganzen  Bj- 
Bkmm  gegebtii? 

Evities  B«ch.    ürste  Zäfalattife* 

Cap.  1^    Engte  OperatlaaMtufs. 

Cap.  a.    £nte  VerfaähaisMtiife. 

Gap.  3.    Etace  JiCgelrnuick«  Slafe. 
Zweites  Buch.    Zweite  ZähUtufe. 

Cap.  4.    Zweite  Operationsstufe. 

Cap.  5.    Zweiütf  VeriiähaiMataf«. 

Cäp.  6.    Zweite  alge^brabcbe  Stafe. 
Drittes  Bnch.    Dritte  ZähUtufe. 

Cap.  7.    Dritte  Operationsstofe. 

Cap.  8.    Drhte  V^häkttiisstufe. 

Cap.  9.    Dritte  algebrusche  Stufe. 

Anbao^v   Bew^h»,  dass  tiiehf  mehr  ZSUatttfetf  mS^Iieh  sind. 
Viertes  Buch.    Verhälltfriisse  «wichen  m^lirereii  Gtbsntii.  • 

Cap.  10.    Dte0e  VerhäftniiilMi  nach  der  eMen  ZUblatiife. 

Cap.  11.    Desgleichen  nach  der  zweiten  Zählstufe. 

Cap.  12.    Deagtehshen  nach  der  dfitteil  Zähr«tufe. 
Bas  Weites«  iüber  diese  für  sieh  freilkh  ttkht  gän«  verstSbd- 
\itht  Eiotheilmfrg  Mussnan  in  dem  Buche  selbst  nafifalesen,  da  uns 
zu  weateren  Biläaterupg^hr  hier  leider  der  Rilitm  fehlt. 

Jedenfalls  verdient  das,  so  wie  in  dieser,  auch  in  mehreren 
anderem  neueren  Schriften,  deutlich  hervortretende  Streben  nach 
einer  strenpf  systematlaobei»  tintfwickcAubg  der  Arit&metik  ans  ei- ' 
nem  Principe,  wozu  dieselbe  unter  den  mathematischen  Disciplinen 
yossofpweisa  geeigiet  ist,  a4k  Atterkennäng.  Ue^rigiens  aber  kön- 
nen wir  den.  Lesern  des  ÄchiVs  dicf  VilrsicMriAiff  geben,  dass  die 
vorliegende  Schrift  sich  keineswegs,  wie  manche  andere  vorzSg- 
lich  nach  einer  sogenannten  philosophischen  Darstellung  strebende 
Kehriften,  in  ein  mystisches  Donkel"  htillt,  soiid^n  tielmehr  nberall 
sich  eine  völlig  klare  and  deutfiche  Dntsfollün'g  zur  besondern  Auf- 
gfdbe  masfat,  washalb  deren  inhatc-  aucb  uat^r  der  LertüHg  eines 
g^esoh&cktev  Lehrer»  Sattlern  an  höhern  Unterrichtsanstalten  olme 
alle  Scbwierigkeit  iiecii  irshl  zu  völligetti  Terständnins  wird  ge- 
bracht werdien:  liöbtt«0.  Zugleich  itft,  ohrie  sich  irgendwo  auf  ein 
blosses .  vages  philosojihibcheti  Raisonnement  einzulassen,  i^s  na* 
abeaflich  bei  dim  miitbeiliatischen^  ünteftrritjMee  auf  Schulen  sehr  ffe* 
fährlicb  sein  würde«,  überall  die  strenge  mathematische  Form  der 
Beweise  festgehalten,  und  eine  hinreichende  Anzahl  erläuternder 
Beispielo  heigegebeni  #drden,  was  det  Schriflt  ebenfatls  nur  zur 
Empfehlung--  gerekheo^  ktnn* 

Lehrbuch  d^v  Arithm-etikmitf  Eiiltfchlusä  dei^  Algebra: 
Für  höhere  Lehranstalten  und  zum  Selbstunterricht.  Von 
Dn»  K.I.G;  fteuse-hle,  Professor  and  Gydmasiuin  zu  Siutt- 

fairti     B«t8ter  Theil :    Arifhtnetik.     Stuttgart.     1844.     81 
Thlr.  3  ggr. 
Bei  der  Abfassung  dieses  deutlich  geschriebenen  Lehrbuchs  hat 
sich  der  Verfasser  vorzüglich  an- Obm  gehalten,  und  stellt  als  lei- 
tende Grundsätze  seiner  Behandlung  in  der  Vorrede  die  drei  fol- 
genden auf:   1)  die  Zahl  ist  keine  Grösse  $   2)  alles  Rechnen  ist 

29« 
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Qiclits  andere«,  ale  ein  üniforneD  von  ZaiileDverbiii4iiBgeD;.3)  alle 
"   ZahlenTefbinduDgen  kovraiea  Ut^lich  auf  sieben  Arten  znröck,  tvei 

Zahlen  mit  eioander  «u  verbinden. ,  Cebrigena  bat  sieb  der  Verfasser 

keineswegs  sklavisch  an  sein  Vorbild  gehalten,  soudem  ist  in  acbr- 
-  fachen  Beziehungen  seinen  eignen  Weg  gegangen.    Ob  es  übrigens 

nicht  hin  und  wieder  zur  Abkürzung  und  Deutlichkeit  der  Beweise  . 

beigetragen  haben  würde^  wenn  der  Gebrancb  allgemeiner  Symbole 

nicht,  wie  es  scheint,   absiobtliok  vermieden  worden  wäre,   wollen 

wir  dahin  gestellt  sein  lassen.  .     . 

Sass,  J.  B.:  Buchstabenrechnung  und  Algebra.  2te  Abtheilung 
der  Fortsetzung  des  ,,Reeiienbucha  uir  Volksschulen^ ^ .  8.  Altona. 
1844.    1  Thir. 

Derselbe:  fiesultate  dazu.    Ebend.    \  ThIr.     .    . 

Sachs:  Anflösungen  der  in  Meier- Hirsch>  Sammlung  von  Bei- 
spielen etc.  enthaltenen  Glei^^bungen  und  Aufgaben.  Zum  Selbst- 
unterricht bestimmt.    Sechste  Auflage*    8.    Berlin.    1844.    1|  Thlr. 

B^Itshausen,  H.:  Die  Grundlehren  der  Algebra,  theoretisch  ent- 
wickelt und  mit  einer  grossen  Anzahl  von  Beiaplelen  und  Aufgaben 
zur  praktischen  Einübung  derselben  verseben.  Mit  besonderer  Rück- 
sicht auf  den  Gebrauch  in  Schulen«  gr«  8.  1844.  SoUthnro. 
1  Thlr. 

Derselbe:  Der  Schlüssel  »u  den  Aufgaben.    10  ggr. 

Procbaska,  L.:  Kurze  und  leichtfassUche  Anleitung,  Gleichan- 
gen  des  1.  und  2.  Grades  aufzuaeU^n  und  ou&ulesen.    8.    Wien. 
*    1844.    8  ggr. 

•       • 

Ingram  and  Trotter,  Elements  of  Algebra,  Theoretical  and 
Practical:  for  tbe  use  nf  Scbools  and  Private  Stndents;  containing 
the  Fundamental  Rules,  FractionSj  layolniion  and  Evolution,  Snrds, 
Equations  of  all  Degrees,  Progressions,  Series,  Logaritlims  and  tbeir 
Applications,  Properties  of  Numbers,  Contioned  Fractions  and  tbeir 
Uses,  thelndeterminate  or  Diophanttne  Aualjsis,  Probabilities,  Life 
Annuities  etc.:  with  numerous  Exercises  uoder  each  Head,  and  a 
large  Collection^  of  MiscelJanequs  Questions.  12.  Edinbargh.  1844. 
4  sb.     .       . 

4 

Götz,  J. :  Lehrbuch  der  Mathematik,  .  2ter  Theil:  Differential- 
nnd  Integralrechnung,     gr.  8.     1844.    Leipzigs    20  ggr. 

(Bis  jetzt  ist  dieses  Buch  noch  nicht  in  unsere  Hände  gelangt, 
und  wird  später  ausführlicher  angezeigt  werden.)- 

< 

Bell.  A. :  Mathematical  tables,  consisting  of  Ibgaritbmic  and 
other  tables,  required  in  the  various  branebes  of  natbematics. 
London.    3|  sb.  . 
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Lehrbuch  der  Mathematik  für  Oymiiasieii  nnd  Reat* 
achalen  -nebst  T-JeleD  Uehnngsaufgaben  und  Ex  cur  gen, 
von  J.  H.  T.  Malter,  Schnlrathe  nnd  Director  deeReaU 
gjmnasinMs  an  Oe-tha*  Zweiter  Theil,  Erste  Abthei- 
lung, die  Griindeigenschaften  "der  uvbegrenzte^n  geome- 
tjrisehen  Gebilde  im  Räume  und  die  gesammte  Planime- 
trie enthaltend.  Auch  unter  dem  besonderen  Titel: 
Lehrbuch  der  Geometrie  für  Gymnasien  und  Realschu- 
len, nebst  vielen  Uebungsanfgaben  und  Excursetr,  von 
J.  U.  T.  Mülle^r.  Erste  Abtbeiinng,  die  Grundeigen- 
schaften der  unbegrenzten  geometrischen  Gebilde  im 
Räume  und  die  ganze  Planimetrie  en^thaltend.  Mit  zehn 
Knpfertafeln  und  den  zum  gesammten  mathematischen 
Unterricht  erfordi^rlichen  vierstelligen  Hülfstäifeln  als 
besonderer  Beilage.     Halle.    1844.    8.     1  Thlr.  6  ggt. 

Dieses  Lehrbuch   der  Geometrie  ist   nach    einem   ganz  neueu 
Pliltne  bearbeitet,«  uiid  unterscheidet  sich  von  allen  übrigen  uns  be« 
kannten  in  mehreren  wesentlichen  Punkten,   die  wir  jetzt  den  Le-!^ 
aern   io   mögliebster  Kürze  vor   die  Augen   zu   führen   versuchen 
wollen. 

Der  aligemeine  Grundgedanke,  welcher  bei  der  Abfassung  die* 
ses  Werks  den  Verfasser  fortwährend  geleitet  hat,  ist  zuvörderst 
der,  dass  die  Sätze  nicht  in  der  Folge,  wie  sie  sich  den  Bewei- 
sen nach  am  bequemsten  an  einander  reiben  lassen,  sondern  wie 
sie  sich  ihrem  Inhalte  nach  einander  am  besten  anscbliessen ,  ge- 
ordnet word«.>n  sind,  so  jedoch,  dass  darunter  die  Folgerichtigkeit 
der  Beweise  durchaus  keinen  Abbruch  erleidet. 

Eine  nothwendige  Folge  aus  diesem  leitenden  Grundgedanken 
war  nun  aber,  dass  der  Verfasser  die  seit  Buclides  fortwährend 
festgehaltene  Trennung  der  sogenannten  Planimetrie  und  Stereo-' 
metrie  von  einander  gleich  von  vorn  herein  ganz  aufheben,  und 
V4im  Anfange  an  den  Raum  als  Object  der  Geometrie  soo^eicb  in 
vöHfger  Allflfemeinbeit  auffassen  musste.  Die  Noth wendigkeit  die- 
ser allgemeineren  Auffassttfig  wird  bei  dem  Zwecke,  dessen  Errei- 
cbang  der  Verfasser  sich  tberhaufit  vorsetzte,  sogleich  einleuchten, 
wenn  mian  z.  B.  nur  überlegt,  dass,.  wenn  von  den  möglichen  La- 
gen zweier  Gcfaden  die  Rede  war,  natürlich  die  kreuzende  Lage' 
nicht  fehlen  .durfte ;  hei  drei  Geraden  war  deren  Parallelität  im 
Räume  nicht. zu  umgehen;  an  die  Lehre  von  den  Winkeln  musste 
sich  als  das  durchaus  Analoge,  unmittelbar  die  Lehre  von  den  Kei- 
len oder  Flächenwinkeln  anachUessen;  drei  Ebenen  bedingten  die 
Alilpalunl)  der!  Ecken ;  u.  s.  w, 

Ueberhaupt  aber  musste  der  Verfasser,  wcqq  er  sich  selbst  treu- 
bleiben  wollte,  die  meisten  geometrischen  Objecto  aus  allgemeine-; 
veii.GesichtS||UDkten  auffassen,  als  dies  sonst  meistens  zu  gescheheü : 
nflegl,  in  welcher  Beziehung  wir  hier  nur  u.  A.  die  gleich  anfäng- 
lich jeanz,  allgemeine  Dars.telinng  d«r  Lehre  von  den  Winkeln  her- ^ 
▼orbeben,  welche,,  worin  j^der  erfahrene  Lehrer  dem  Verfasser  voH- 
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kommeD  beipflichten  muss,  far  den  künftigen  Unterricht  in  der  Tri« 
gonometrie  von  der  j^russten  Bedentang  ist,  nnd  za  dessen  Erleicb* 
ternng  die  erspriessliohsten  JNc^f^  I^Pfft* 

Aus  dem  Grundgedanken,  welcher  bei  der  Abfassung  dieses 
Werks  leitend  war,  geht  endlieh  auch  von  selbst  hervor,  dass  auf 
möglichste  Grupoirung  der  Sätxe,  ferner  auf  das  Hervorheben 
de«  Dualismus  »  der  Geometrie  beMifederar  Fieiss  verwandt,  und 
aueh  van  den  Anal«|^iee&  se  oft  wie  mögliah  Gebrauch  gemacht 
werden  musste,  sa  dass  nämlich  die  för  die  Punkte  und  Garadeo 
erwieaaoen  Sätse  überall,  we  es  tbunlich  war,  beziehuagawaise  ^uf 
die  Geraden  und  Bhenen  übertragen  wurden. 

Nachdem  wit  jatzt  das  Tarlis^esde  Werk,  ae  weit  es  die  um 
VQEgeschrtefoene  Eörse  gestattet»  im  Allgemeinen  »i  obarakterisiren 
versacht  haben,  fühlen  wir,  bevor  wi»  iilr  Angabe  des  Inhalts  6^t 
einzelnen  Abschnitte  übergeheD,  ans  gedrungen,  der  grossen  Con<< 
Sequenz,  mü  welcher  der  Verfasser  den  sich  seihst  vorgezeichneten^ 
«icht  leichten  Weg  gegangen  ist,  die  rühmlichste  Anerkeannng  au 
Theil  werden  zu  lassen.  Und  hm  der  ungemein  grossen  Brweite-i 
vuag  der  Geametrie  in  neuerer  Zeit,  wo  es  auch  selbst  fiir  den^ 
welcher  sich  fortwährend  speciell  mit  diesen  Gegenständen  beschäf- 
tigt, sehr  schwierig  ist,  die  Uebersioht  nieht  zu  vedieren,  kan'a 
ü£er  den  Nutzen  eines  solchen  Werks  wie  das  vorliegende  keine 
Frage  setn;  vielmehr  ist  dasselbe  längst  ein  Bedürfiiisa  gewesen. 
Da  es  ferner  eine  wahre  Sünde  an  der  Wissenschaft  sein  würde, 
rWenn  man  die  neueren  Ejrobemngea  auf  dem  Gebiete  derselben 
dem  Unterrichte,  für  welchen  dieselben  jedenfalls  von  der  gritosten 
Bedeutung  sind,  noch  länger  entziehea  wallte,  so  ist  auch  in  die- 
ser Rücksicht  das  vorlegende  Werk  von  besonderer  Wichtigkett, 
und  rauss  den  Lehrern  an  höheren  Uotevriohtsaastallea  driagend 
empfahlen  werden,  wobei  wir  zugleich  die  Ceberzeugnog  auszu* 
sprechen  nicht  anstehen ,  dass  sehwerlioh  auf  eiaem  anderen  Wege, 
als  dem  von  dem  Terfasser  eingeschlagenen,  dieses  Ziel  glüeklTch 
zu  erreichen  sein  dürfte. 

Nachdem  nun  der  Verfasser  in  dem  ersten  Abschnitte,  welcher 
die  Cebetschrift  führt:  Grundeigenschaften  der  unbegreDz- 
tea  uttd  halbbegränzten  geometrischein  Grössen,  und  des- 
sen Zweck  und  Wichtigkeit  aus  den  vorhergebenden  gegebenen  au* 
gemeineii  Andeutungea  über  d^^n  Zweck  de»  Werks  von  selbst  ei^ 
Bellen  wird,  eine  möglichst  breite  Basis  füp  alles  Poigeade  zu  ge« 
winnen  versnebt  hat,  ^ebt  er  im  zweiten«  zw  de»  be^rM^nZ'ten 
ebenen  Figuren  über,  und  stellt  mit  absichtllehe^  Vermeidung  der- 
Cangmienz,  ohne  die  eine  Ft^ur  mit  der  anderen  im  vaergMc^en^ 
we^rch  natürlich  viele  Abweichungen  von  den  gewöhnitdiew  Be^ 
vaeisarten  nötbig  gemacht  werden,  dem«  Verfhsser  »her  der  ^[rösae* 
Vortheil  gebracht  wird,  dasa  später  die  Sosammenstttltiing-  fremde 
artiger.  Sätze  nmgange»  werden  konnte,  die  hau^sächliobiten  Efgen- 
Schäften  der  begränzten  ebenen  Figure»  ansamuea.  ^ 

Den  natürlichsten  Eintheilungsgrund  für  die»  drei'  ubrigei»  Al^ 
schnitte  boten  die  verschiedenen  geometrieohen^  Venrnndtabhaften 
dar,  Bämiich  di»  Oongmenz,  die  6letoh|ieit  mit  Binschhias'  dei^  AS^ 
Ditätsgleidibeit,  die  Aehaüu^hkeit  und  immtm*  Ofe  folgerungfe» 
aus  den  versoh|edienen  V^erwandtschaftseigensohaften  wui^en  in  fCK 
deot  Abaofanitte  ab^esfHidert  nachgegelMn ,  so  ^M^  auab  hierbei  da» 
Zuaannaeogeböiige'  mögücbst  bei*  elnaod^  bleiben'  koeml«. 


EiDM-  Mhr  W66«iitll€lk«d  1^^\  d«»  t?6rkB  Uldeii  et]dli(6&  die 
Anhänge  zu  den  einzelnen  Abgchnitten,  welche  nicht  für  den  Öffent- 
lichen Unterricht  bestimmt  sind,  und  in  die  A)Ies  verwiesen  Wor- 
4«n  its^s  was  mehl*  die  Anreffting^  dei*  SelbsttfaStigkeit  der  Schüler 
znm  Zweck  hat.  Aber '  auch  hi^  hat  der  Verfasi^  möglichst 
«Itf  die  Ofttpyimng  von  SSts^ü  dml  Anfgab^n  gCisehen,  und  ie^- 
den  Gegenstand  als  ein  kteinetf  6b^eir<ifa1oBsene^  Cfanies  darzu&tell^n 

'Den  s^br*r«icb«B  Inhalt  d«r  ^nzetn^tt  Absdbtiitre  nnd  der  An- 
Mnge  apeciell  anzugeben,  verbotet  uns  hier  Idd^t'  die  Beschränkt- 
heit de*  Ranmes,  wesbdib  wir  aus  diesem  grdrssen  Scbatifce  nüf  Gi- 
«igeg  beranggr«lfen ,  wan  uns  besonders  auch  dur<ih  sdne  Neuheit 
-bemeflcenswertb  zu  sein  scheint  Dahin  gehören  n.  A«  auf  S.  122 
vie^  tteiie  allgemeine  Congruenzsätze  füi"  Dreiecke ^  bri  denen  als 
iftrirtes  Elemeot  der  Ceogmenzbedingungen  die  Gleichheit  des  Flä- 
ofaeniffhatts  hinzugezogen  worden  ist;  ».  147  —  S.  151  eine  töII- 
fltändige  Zusammenstellung  aller  möglicben  Cooi^dlnatetiniethodeu; 
Manebetf  tbef  di(i  ge<litaetrisi!h6n  O^rter  Und  die  hnruionischen  Be« 
ttiehangen,  wobei  der  Verfasser,  auch  um  des  Folgebden  willen, 
iftit  Recht  kein  Redenken  t^Ug,  den  Begriff  des  Sinus  und  Cpi^inus 
Mt  aiifiuftehmen;  die  an  terschiedenen  Stellen  gegebenen  Ziüsam- 
«i'etidteUungen  geometrisclier  Beziebudgen ,  u.  s.  w.  In  den  Anhän- 
gen ist  auch  aut  das  Rücksicht  geuommen  worden,  wos  von  präk-- 
llHeh«r  Redeutang  Im,  «•  B«  iiut'  die  Theorie  des  Probortionalzir- 
kels,  des  Pantographen  oder  Storchschnabels  und  ieU  Noniüs  öder 
Veniere. 

^ehHesslinh  mfisden  wir  noch  einer  sehr  mühsaitien,  aber  anch 
sehr  terdleütitlfehen ,  und  namentlich  denen,  welche  ihre  Zeit  dem 
»ilndium  der  Werke  der  griechischen  Oeometer  im  Original  widmen 
wollen;  sehr  nützlichen  Arbeit  gedenken,  welcher  sich  der  Ver- 
fasser unterzogen  hikt,  indem  derselbe  nämlich  in  einef  Ausdehbung, 
wie  dies  w«»hl  noch  nicht  geieheben  ist,  überall  die  griechischen 
Kunstansdröcke  nebat  ihren  lateinisehen  Bedeutungen  anfgenomuen 
hat.  Die  durch  den  Mangel  an  allen  Vorarbeiten  mit  noch  ver- 
^rösierte  Schwierigkeit  einer  solchen  Arbeit  ist  allein  derjenige 
.gehörig  zu  würdigen  im  Stande,  welcher  die  Schriften  der  griechi- 
seken  Mathematiker  selbst  aus  den  Originalen  kennt 

Die  auf  ähnliche  Art   wie   bei  Kiinze's  Geometrie  in  grosser 

'Hattberkeit  ausgeführten  Figurentafeln,   welche  auch  bei  anderen, 

vorzüglich  für  den  Unterricht  bestimmten  Werken  naehgeahmt  zu 

werden  Terdfenten,  gereichen  dem  Werke  ebenfalls  zu  besonderer 

Bmpfcfblung« 

•  .  Noohmak  empfeblen  wir  dieses  neue  System  der€reomeifie, 
dessen  Fortsetzung  wir  mit  Verlangen  entgegen  sehen,  allen  detaefa 
AMelegentlichst,  welche  sich  für  die  Pörtschfitte  dieser  herrlichen 
Wii^senecbafeund  deren  Ungemein  groiftse  Wichtigkeit  fyr  das  ge- 

nMittte  ünterriebtswesen  interessiteii. 

•,  •  .  .  .      '        .         • 

Ziigleieii  mit  demi  vorhergehenden  Werke  .äind  eröchieben: 
•'  Vie^riitellige  Logarithmen  '  der  i/atürüchen  Wahlen 
11114  Wltfkelfttnetionen  nebet  den  Glittssischen  und  aii- 
derrm  Hfitfeftafeln  z«r  Anfliisung  der  höhern  Sumerischen 
Gleiebttftgen  und  zur  Anwendung  der  Methode  der  klein- 
sten Quadrate  von  J.  H.  T.  Müller,    Schulrathe  und  Di- 
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rector  des  Gothaisckeii  Real gymiiasi ums;     Halle.     1844« 

Diese  Tafeln  eDthalten:  ' 

1.  Auf  S.  1    die   fänfstelligen   LoKarithmeo    der   gerade   an 
Häufigsten  vorkommeDdeo  Zahlen  von  10000  bis  15000. 

2.  Auf  S.  2  und  3,  also  neben  einander^  die  vierstelligea 
Logarithmen  aller  Zahlen  von  1  bis  10000. 

3.  Auf  S.  4  bis  9  die  Gaussischen  Tafeln  zur  einen  Hälfte 
in  einer  den  Gehraacb  wesentlich  erleichternden  Gestalt  Bs  ver- 
ursachte nämlich  bei  der  zeitherigen  Einrichtung  der  Tafeln  für 
log{a  —  ^)  wegen  der  doppelten  Columnen  nicht  allein  das  Auf- 
schlagen sondern  auch  die  jedesmal  aus  zwei  Rechnungen-  beste- 
hende  Interpolation  mehr  Zeitaufw,and  und  grössere  Aufmerksam- 
keit, indem  die  durch  die  Zwischenrechoung  gefundene  Zabl  bald 
additiv ,  bald  subtractiv  war.  Um  dies  zu  vermeiden ,  hat  der  Ver- 
fasser die  Werthe  zu  log  (a  —  6)  für  gleichmässig  fortach ratende 
Argumente  neu  berechnet,  und  dann  mit  den  Matthiesen'selien  Ta- 
feln verglichen ,  wobei  er,  so  wie  auch  hia  und  wieder  bei  der 
nachher  zu  erwähnenden  Formelsammlung »  von  Herrn  Director 
Hansen  durch  manchen  Wink  über  die  zweckmässige  Einrichtung 
des  Ganzen  unterstützt  wurde.  Dadurch  ist  nicht  nur  das  AuSr 
schlagen,  sondern  auch  das  Einschalten  erleichtert  und  letzteres 
durchgängig  gleichfok'mig  geworden. 

4.  S.  10  und  11  die  vierstelligen  Quadrate  aller  Znhlen  von 
0  bis  1  durch  alle  Zehntausendtel.  .  -     . 

5.  S.  12  bis  15  die  Viertelquadrate  aller  Zahlen  van  0 
bis  2  durch  alle  Zehntausendtel,  welche  bei  der  Anwendung  der 
Methode  der  kleinsten  Quadrate,  su  wie  der  Gräfe^seben  jMetbode 
zur  Auflösung  der  numerischen  Gleichungen,  eine  grössere  Erleich- 
terung als  die  Logaj^ithmen  gewähren. 

6.  Die  Logarithmen  der  goniometrisehen  Functioaen, 
welche  in  einer  solchen  Ausdeiinung  gegeben  worden  sind,  dass 
sie,  soweit  dies  bei  vierstelligen  Logarithmen  möglich  ist»  eine 
Schärfe  von  1  Secunde  gewähren. 

7.  Eine  Tafel  der  Kreisbogen  in  Theilen  des  Halbmessers 
=  1,  so  wie  der  wichtigsten  Functionen  von  tt.  ., 

8.  Alle  natürlichen  goniometriscben  Functionen  von 
30  zu  30  Minuten. 

9.  Eine  kleine  Tafel  der  dreistelligen  Logarithmen,  welcke 
gerade  noch  Platz  fand.  ^ 

Eine  sehr  deutliehe  Anleitung  zum  Gebrauche  der  sämmtlichen 
Tafeln,  so  wie  eine  Sammlung  der  wichtigsten  Formeln,  ■  auch  für 
die  ebene  und  sphärische  Trigonometrie,  ist  der  Schrift  voraus- 
geschickt. 

Durch  die  mühsame  Zusammenstellung  dieser  so  vieles  Nütz- 
liche enthaltenden  Sammlung  abgekürzter  Tafeln  hat  sieb  der  Ver- 
fasser nicht  bloss  um  die  Schulen,  fiir  welche  gerade  eine  solche 
Sammlung  allerdings  ein  Bedürfniss  war,  sondern  auch  um  viele 
Praktiker  ein  dankbar  anzuerkennendes  Verdienst  erworben^  und 
wir  können  daher  nur  wünschen,  dass  sein  Fleiss,.sein  .Eifer  und 
seine  Geschicklichkeit  durch  einen  recht  weit  ve^hrmtetea  Gebrauch 
dieser  auch  äusserlich  sehr  gut  ausgestattete^  Tafeln  die  gebührende 
Anerkennung  finden  und  einigermassen  belohnt  werdep  möge. : 


GrosBmami':  Geoetisches  Lehrbuch  der  ehenen  Geometrie.    Für 
Rejibchulen  und  Gjamasieto,     Mit  2  Tafel«.     Stuttgart.    1845.    8. 

T 


•  Tblr. 


'     Löschke,  K.  A.  J. :  Geometrie  fiir  deu  Schul-  und  PriVatgebrauch. 
8.    Schw eidüilgb    1M4.    8  ggr.  .  ' 

>> '  '  •  .   ' 

Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie.  Von  Dr.  Cbr^  Nagel,  Rector 
der  Realangtalt  in  Ulm.  4te  yerbesserte  und  vermehrte  Aufl.  Mit 
16  lithogr.  Tafeln.    .Ulm.    1844.    2q  ggr. 

Lehrbuch  der  Stereometriß  in4  jdtr  ebenen  Trigonometrie.  Von 
Dr.  Ch.  Nagel.  1.  Abth. :  Stereometrie.  11.  Abth.:  Gbene  Trigono- 
metrie.   Zweite  Auflage.    Ulm.    1844.    8.    23  ggr. 

Fuick»  P^  J.  E.:  G^om^trie  ^Mmentaire,  Kaivie  de  la  Trigonp«- 
m^rie  rectiligne  et  sphdrique.  Troisieme  iditioii.  In.«  8.  Straa^r 
bourg.    1844.    avec  12  pl.    4  fr., 

Adhemar,  J.:  Descriptive  Geometrie,  deutsch  bearbeitet  mit  An- 
wenduQff  der  iaometrischen  Projectiooalehre  von  l^Iollingier«..  gr.  &. 
Mit  80  Tafeln  in  Folio.    Solotburn.    1844.    8  Thlr. 


Praktische  Geometrie. 


Littrorw,  J.  i.  v. :  Vergleicbung  der  vörziiglichät^n  Maasse,  Ge- 
wichte und  Münzen  mit  den  im  Oesterr.  Kaiserstaate  gebräuchlichen'. 
2te,  fdr  DecimaU-  und  gewöhnliche  Rechnung  eingerichtete  A-uflage 
-von  L.  V.  Littrow.    gr.  8.     Wien.     1844.    |  Thlr. 
(Sehr  Tollst&ndig  nnd  emfifehlenawerthj 

€nbik-Knekt  för  Uträkoing  af  Fjrkantigt  och  Rundt  Wirke. 
Stockholm,  Berg;  59  sid.  8:o,  fa.  36  sk.  (Bokh.  Weeteriunda  fört.) 

Andr^,  E.:  sKnbik-TabeUen  für  alle  randen  Hölver  4n  denen 
man  richtig  und  ach|iell  ihren  wahren  Bohgehalt^  in  fiubik^Scbii*- 
hen,  findet.    Lex.  8.    Wien.    1844.    2  Thlr. 

Pfeil,  J.  ¥.i  Tabellen  zur  Berechnung  dee  Kubikinhalts  run- 
der und  vierkantig  geschnittener  Hölzer  nebit  Pretsberechonngs^ 
tabelle  in  Thaler-  und  Guldenwäbrung.  Für  .Forstbeamte  *  bettr«- 
beitet  und  mit  einer  Gebrauchsanweisung  versehen.  8.  Leipzig. 
1844.    l|Thlr. 


IVigonomelTie. 


Recht,  G. :   Die  EleneDte  der  Tvi|reiioi««i^le  iittd  der  Aflwen*. 
duDgder  Algebra  auf  GeöMetrie.    gr.  8.    Mfincheo  1844.    12  ggr. 


Hii^Hli   n»  iJ         Ml 


Mechanik. 


Compendiam  der  populären  Mechanik  und  Maschi- 
neulebre,  von  Adam  Barg,  k.  k.  Regierungsrathe,  or- 
deirt  öffentl.  Profeginr   der  Mechanik  und  Sfaschttien- 


lehre  am  k.  k.  polytechnischen  Ini^Htnte  in  Wien.  Erster 
Theil.  Mechanik  fester  Körper.  Befde  Theile  4  Thlr. 
Dieses  in  zweckmässiger  Ktinci^  äbgefksste  Competidfum  Ver- 
Üend  seiner  Deutlichkeit  wegen  vorziigficb  Praktikern'  empfohlen 
SU  werden,  da  es,  ohne  sich  öbrigens  auf  weitläufige  Beschfeibttn- 
gen  und  Berechnungen  zusammengesetzter  Maschinen  einzulassen» 
alle  wesentlichen  Grundlehren ^  auf  die  es  bei  Maschineneinrichtun- 
gen  in  den  gewöhnlicheren  Fällen  ankommt,  enthält.  Dass  die 
Anwendung  des  höheren  Calculs  überall  vermieden  worden  ist, 
versteht  sich  von  selbst.  Der  zweite  Theil  wird  die  Mechanik 
flüssiger  Körper  enthaHea*  Die  sdiöo  4uSgef^rten  Kupfertafeln 
sind  in  einem  besonderen  Hefte  beigegeben. 

Elementar- Lehrbuch  der  Mechanik  fester  Körper. 
Nach  den  neuesten  ftaellen  fiir  die  k.  k«  Artilleries.chu- 
lan  bearbeitet  van  Anton  Fiakj.  BavptmaA»  Uüd  Profes- 
sor der  Mathematik  ii*  k«  k.  J^ombardier-.Cojfps.  Wtea. 
1845.    8.    2  Thlr.  W  ggr. 

Dies  deutlich  geschriebene  l4btbaob  entbäU  eine  gröstftentbeils 
analytisch  gehaltene  Darstellung  der  gewöhnlichen  Lehren  der  Sta- 
Ük  wd  Hacbaaik.  fester  Körper»  ohne  Anwendung  der  DMferential- 
vnd  IntegtraJreclinuag,  mit  Rttcksicbt  auf  praktisebtf  Anwettdung. 
Dass  die  Lehre  von  der  Wurfbewegung  und  andere  in  der  Ar- 
tiUefie-beBaddtrs  in  Anwendung  k#i»ilieitde  Lehren  der  Meehanik 
aimfiihrUcber  als.  in  aaderen  Etementar'^iebf bi^dbera  dieser  Wissen- 
schaft behandelt  worden  Sind»  läset  die  Bestimmttng  des  Baebs  soboo 
von  selbst  erwarten.  In  der  Statik  geht  der  Verfasser  von  dem 
Parallelogramme  der  Kräfte  aus,  und  bat  sieh  bei  der  Darstellung 
dieses  wichtigen  Pt inoips  an  den  allgemein  bekanntin  Betreis  von 
Daehajla  geMÜen. 

Biering*s  Mechanik.    Heft  3.    Kopenhagen.    }  Bfc^d. 

Buqnoy,  Prof.  v. :  Prodromus  zu  einer  neuen  verbesserten  Dar- 
stellungsweise, der  höhern  analyt.  Dynamik,  gr.  8.  2te  Lieferung. 
1844.    8  ggr. 

(Brste  Lieferung  erschien  1842.    8  ggr.) 


tu 

Covioli»,  6.:  l^MiM  de  la  m^eiimpi«  4^d  eorpfl  MMet  et  du 
od€«l  deiVitvtilei  nmdhilief;  '6em»ade  ^ition.  In- 4.-,  plttä  %  ph 
Pari«.    1844,    15  fr.  - 


t   % 


Praktisdie  Mediaiiik. 


*m    9 


Scbubeit,  J.  A»:  Elemepte  der  Maschioenlehre.  2U  Abth^il. 
VoD  der  Bearbeitopg  fester  Korper  im  Allg^emeioen,.  von  den  eiofa- 
eben  Werkzeugen  iiod  von  den  Werkzeuff^mascbUiep«  gr.  S..  MU 
39  Tafeln  in  Fol.    Dresden.    1844.    10  Tblr.      . 


■  "f 


Astronomie. 


^"^•-■i<^F"~-^iWi»" 


Astroiyomiscbe  Briefe  von  J.  B.  Hädlar.  lUitaii*  1844; 
8.     JS  ggr. 

Diese  astronomiscben  Briefe  sind  zuerst  in  den  wisseascbaftli- 
eben  Beilagen  der  Angsburger  Allgemeinen  Zeitung  ?eröffeDtUcbt 
worden,  und  ers.cheinen  hier  nocbmals  überarbeitet  und  vem eliitüo- 
digt  ii^  einer  geordneten  Sammlung. 

Comte,  Aug.:  Trait^  pbiIosophi(|iie  d^astronomie  populaire»  ou 
Exposition  syst^matique  de  toutes  les  notions  de  jpbÜososhie  astro- 
nomique,  seit  scientitiques,  seit  logiques,  qui  doivent  devenir  uni- 
versehement  famiUeres.    In -8.    plus  une  pL    Paris.     1844*  .7  fr. 

9iot:  TVait^  ^l^mentaire  d'astronomie  pbjsique«  4  volumes 
in-$.,  avec  4  etlas.  En  vente:  Tome  L  4me  Edition  avec  10  plan- 
cbes.    7  fr.  50  c.    Tome  II.  avec  atlas  de  23  pl.    12  fr. 

19&rr?en,  Jobn:  Practical  Astronom j  and  Geodesy.  8.  Lon- 
don,   1844. 

'  ■  '    '       ' 

Om  Himmetskrepparae  oeh  Deras  RBrefse;  elTerDe  Pöir$ta\€raB- 
dem»  af  Astronomien  Pöpulftrt  Fram8t9Nda  af  P.  Arap^o.  vivrer-^ 
sättnrar  af  Clemens  m?|^ren.  Cnlmar,  Wfblin;  279  sid.  8.b,  med 
5  pl.,  £  1  R:dr  32  sk.  (Bokh.  Loostroms  förl.) 

EreiA,  K.:  Be^lachtangen  über  den  graNieir  SoMte»  rtm 
1848.    gr.  4.  I844i    6  ggr. 

Jabn,  G.  A.:  Leipziger  kleine  astvMiomiacber  ^ibowriden  iiir 
das  «fabr  1845..    8.    Leipzig.    1844.    10  ggr. 

» 

S«MeHB)  J.:    1%M  ov«f  Soleufr  Z>eGDiiälion  og  Tid-B<filait$iH 


-  / 
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MD  tu  hver  Di^  S«iid»i4d«g  Qg  MMelmUdäg^  Ba«t  ov«r  Maa- 
oeD»  ovre  Calnuiiatiojift  HiddelUc&keilat  for  CmenwiefaB  JlerMliao 
i  1846.    32  8B. 

Littrov,  E.  L.  t.:  Kalender  fdr  alle  Stande  fdr  das  Jahr  1845. 
gr.  8.    Wien.    1844.    10  m. 

(Anf  den  nützlichen  Inhalt  dieses  Kalenders  ist  sch^n  früher 
mehrmals  hingewiesen  worden.} 

Die  Cbroiiologiein  ihrem  g'^azeti  6^fange,  mit  vor- 
söglicher  Rücksicht  auf  ihre  Anwendung  in  der  Astro- 
nomie, Weltgeschichte  und  Urknndenlehre,  nebst  einem 
Vorschlage  zu  einer  streng  wissjeoschaftlich  geregelten 
Zeitrechnung,  durch  höhere  Arithmetik  begründet  und 
erläutert  von  Wilhelm  Afatzka,  Dr.  der  Philosophie,  k.  k. 
$ffentL  ordentl.  Professor  der  Mathematik  an  der  k.  k* 

hilosophischen   Lehranstalt  zu   Tarnow.     Wien.'    1844. 

.    2  Thlr.  12  ggr. 

Dieses  mit  dem  grössten  Fleisse  und  der  grossten  Sorgfalt 
ausgearbeitete  Werk  enthält  eine  ToUständige  Darstellung  der  ma- 
thematischen Chronologie  und  hilft  eioem  wahren  Bedürfnisse,  ab, 
da  in  Idelei^s  beiden  bekannten  Werkeq  (Berlin  1825  nnd  Berlin 
1831),  vortrefflich  in  ihrer  Art,  doch  mehr  das  Historische  als  das 
Mathematische  hervortritt.  Ganz  recht  hat  aber  der  Verfasser  des 
vorliegenden  Werks  getban,  dass  er,  wie  er  auch  in  der  V<iTrede 
ausdrücklich  erklärt,  von  der  ihm  durch  Ideler  dargebotenen  histori- 
schen Grundlage  bei  seinen  mathematischen  Entwiche! ungen  unmit- 
telhar  ausgegangen  ist,  da  er  in  dieser  Beziehung;  gewiss  keinen  bes- 
seren Gewährsmann  finden  konnte.  Die  Beschränktheit  des  Raums 
verbietet  uns,  den  reichen  Inhalt  dieses  Werks  hier' im  Detail  an- 
zugeben; schwerlich  wird  aber  Jemand  in  demselben  über  irgend 
einen  Punkt  vergeblich  Belehrung  suchen.  Sehr  zweckmässig  sind 
unter  dem  Titel  Vorbegriffe  der  Chronologie  die  Lehren  der 
höheren  Arithmetik  oder  der  sogenannten  Zahlenlehre,  welche  in 
der  Chronologie  vorzüglich  zur  Anwendung  kommen^  im  Zusam- 
menhange dargestellt  worden,  und  dabei  hat  der  Verfasser  zugleich 
durch  KinCübrung  zweckmässiger,  zum.Theil  neuer  Bezeichnangen  fdr 
möglichste  Abkürzung  der  allgemeinen  Rechnungen  gesorgt.  Dass 
in  einem  so  speciell  undgründlich  wie  das  vorliegende  seinen  Ge- 
genstand behandelnden  Werke  auch  manche  nieue  Dntersucbungen 
nicht  fehlen  können >  versteht  sich  von  seihst,  und, als  besonders 
verdienstlich  müssen  auch  noch  die  meist  neu  entworfenen,  in  einem 
hesondem  Anhange  beigefügten,  so  wie  auch  hin  und  wieder  in  dem 
Werke  aerstreu't  vorkommenden  Htilfetafeln  zur  Abk^üra^u^g  chro- 
nologischer Rechnungen  hervorgehoben  werden.  Ausserdem,  ist  daS' 
Werk  auf  schönes  Papier  vortrefflich  gedruckt,  und  verdient  dabor 
nochmals  in  jeder  Beziehung  der  Aufmerksamkeit  der  Leser  des 
Archivs,  auch  ausserhalb  Deutschland,  empfohlen  zu  werden,  da 
uns  wenigstens  aucfi  in  einer  anderen  •Spl'aeh«  kein  s«  voUstiSndi- 
ges  und  gründliches ^  die  neueren  ForschnngOn  so  sord^ltig  und' 
vielseitig  berücksichtigendes  Werk  über  mathematische  Chrono- 
higie  bekannt  geworden  ist. 

Bobrik,  Dr.  EduaH:  Handbuch  der  practiscben  See- 
ftlJ^XtAkiiqde. ,  Mit  einer  vfllBtän4ig^^amffDg:)og(is)tbll|i«her> 
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jlfeognipkitcbev  lind  as^otioaiiseiker  Tffiielieii/ KnpferfftfetD  und  Kar- 
ten, und  einem  Wörterbuche '.der  nanttsehen  Rnnstausdröclce  in  den 
vetsohiedeneh  enropiiscben  Seesprachen.  Zum  Selbstunterrichte  nnd 
för  Lehrer  in  der  gcographisehen  nnd  astronomischen  Steuer- 
mannkande^  tn 'der  Journafführung-,  in  der  Zntakelnng  nnd  Len- 
kn«^  des  Schiffs,  oder  in  der  präcti sehen  Schifferkunde,  so 
wie  in  de»  VorbereituDgen  durch  mathematische  und  physische  Geo- 
graphie f  durch  Aritfaaietik,  Geometrie;  durch  Hydrostatik^  Hydrody* 
uamsk  md  Schiffbaukutide.    2  Bde.    gr.  8.    8  Thlr. 


Physik. 


Baumgartner,  A.:  Die  Naturlehre  in  ihrem  gegenwär- 
tigen Znstande  mit  Rücksicht  auf  mathematische  Be- 
gründung.   8te  Aufl.    gr.  8.    2  Theile.     Wien.    4  Thlr. 

Diese  bis  jetzt  eriebienene  erste  Abthdlung  der  achten  Auf- 
lage enthält  die  Einleitung  und  die  zwei  ersten  Abschnitte  des  alU 
gemein  bekannten  Werks. 

Örsteds  Naturlare,  2.  H.    Kopenhagen.    1844.    90  s. 

Faraday,  M.:  Experimental  Researc^es  in  Electricity,  Vol.  21 
8.    London.     1844.    9  sh. 

Kreil,  K,:  M.agnetische  und  meteorologische  Beobachtungen 
zu  Prag.    4ter  Jahrgang,    gr.  4.    Prag.    18ä.    3  Thlr.  12  ggr. 

Der  Kreislauf  des  Blutes  und  die  Planetenhahnen. 
Bin  physiologisch-mathematischer  Versuch  von  Dr.  med« 
Köniff.    Weissensee.     1844.    8.     15  ggr. 

„Schon  längst  legte  ich  mir 'S  sagt  der  Verf.  in  der  Vorredley 
9,in  Erwägung  der  unleugbaren  Thotsachen,  dass  das  Blut  in  sei- 
derBdlin  oft  In  einer  der  Schwerkraft  entgegengesetzten  Richtung 
6tH>iDt,  'was  wed^r  dbYch  Venenklappen^  noch  durch  Saugkraft^ 
Mdh  durch  die  Muskelkraft  des  Herzens  allein  befriedigend  au  er- 
klären ist,  und  dass  zweitens  diese  Bahn  eine  in  sich  selbst  zurück- 
laufeüde  geschlossene  ist,  die  Frage  vor,  ob  es  nicht  denkbar  sei, 
dass  es  im  menschlichen  Körper  enre,  der  allffemeinen  Sbbwerkraft 
analege  Kraft  gebe,  durch  deren  Wirkung,  gleichsam  eine  Art  op« 

ganischer  Gravitation,  der  Blutumlauf  so  vermittelt  werde^  wie- die 
lahnen  der  Planeten,  und  welche  daher  ilen  Menschen  zu  dem  in 
der  Wirklichkeit  machte,  wofür  er  schon  so  lange  dem  Namen  nach 
gegolten  hat,  zu  einem  Mikrokosmus.  Die  Beobaohtuag,  dass  die 
ruisfrequenzen  sich  umgekehrt  Verhalten  wie  die  Quadratwurzeln 
aus  den  Körperlängen,  musste  mich  in  dieser  Idee  nur  bestärken, 
denn,  wenn  man,  wie  es  üblich  ist,  die  Pulsfrequenz  als  einen  Ans* 
druck  für  die  Blutgeschwindigkeit  ansieht,  so  enthält  diese  Beo- 
hachtnng  eine  nnmittelhäre  Bestätigung  derselben.  Dies  gab  dem. 
nun  folgetfdl^B  Versttcb,  die  erwähnte  Bypottbese  durch  Anw^endatfg 


FragHieDt  de  gnindfl  oii?irilgea. 

1.  Mannscrit  saus  tttfe,  contenaDt  leg  cbapitres  1  k  16  d'oD 
Trait^  de  la  tb'forie  4^8  nombres.  587  ff.  11z  pages  iD.4.  En 
latin. 

2.  Maanscrit  sans  titre,  snr  rapplication  da  calcul  diff^rentiel 
a  la  ff^om^rie  des  eonrbes,  desttae,  ä  ce  oa'il  paraft,  a  former  la 
trojsieme  partie  des  lastitntiones  caicuH  differentialis. 
L'eaveloppe  contient  la  table , des  cbapitres  1^6,  mais  le  6me'  et 
la  fin  du  5me  manquent.  179  ff.  104  pag;e8,iQ-4.,  et  8  feuillets 
de  fiffures.    En  latin. 

'  §.  ,MattU8Crit  intituM:  tStatica.  t8' f f .  de  nptions  präimi- 
ikall^,  et  19S  ff.  snr  P^qüiUbre  des  Ibrces  ap|)Iiqu^s  a  un  point 
68  peges  in -4.     En  lattn. 

4.  Manascrit  intitul^:  Astronomia  mechanica.  Cbapitre 
1  a7;  219  ff.  et. an  appendice;  le  tout  182.  pages  in -4.  ,et  4  teuil- 
lets  de  figüres.     En  latin. 

-5.  ManuscrSt  saus'  titre,  renfermänt  les  cbapitres  1  a  7  d'un 
onvrage  de  dioptrique.  141  ff.  88  pi^es  tu  4.  et  3  feuillets  de 
figures.    En  fran^ais.^ 

6.  Manuscrit  intitnic:  Theorie  g^n^rale  de  la  djoptriqne. 
186  ff.  48  pages  in -4.  et  2  feuillets  de  figures.  .  En  frangais. 

„NB.  Ces  deux  dernieres  pieces  paraissent  entierement  diff&* 
rentes  eC  du  grand  (»uvrage  sur  la  dioptrique ,  publik  en  laJdn  en 
Z  Tolumes,  et  du  Pr^cis  d'uiie  tb^ö'rie  g^n^rale  de  la  dio- 
ptrique, ins^r^  dans  les  Memoires  de  PAcad^mie  de  Paris  de  Tan 
1765.  ^  Tous  c^s  manuscrits  en  g^n^ral  quoique  fragments»  ne 
sont  cependant  pas  des  brouillons  (a  Tes^ception  peut-^tredu  No^  3)« 
mais  des  copies  nettes,  tres  serr^es,  et  tellement  soign^es  qu'on  peut 
les  fire  sans  la  moindre  difScult^. 

Memoires. 

1.  Tbeorema  aritbmeticum  ejusque  demonstratio. 

2.  Considerationes  circa  analysin  diopbanteam. 

3.  Vera'  aestimat'io  sortis  in  ludis. 

4.  R^flexions  sur  une  esp^ce  singuli^re  de  lot^rie  nomm^e  lo- 
t^rie  g^noise. 


•i 


JCilterarii^clier  JBerielLt. 


€U^9C]liclll;e  der  Slälliematik  nnil 

Pliysik.  . 


SMiUot^  M.  L.  A.9  Mat^riaiix  ponr  semr  h  Thistoire  com- 
wr^  des  seieoces  mathämatioaes  che2  les  Grecci  et  les  Orientauz. 
Premixe  iWraison.  InS*  1844«  Paris. 


Systeme,  Xehr»  und  ^V^SrterDflcher« 


Wörterbuch  der  angewandten  Mathematik.  Ein 
Handbuch  zur  Benutzung  beim  Studium  und  prakti- 
schen Betriebe  derjenigen  Künste  und  Gewerbe^  wel- 
che Anwendungen  der  reinen  Mathematik  erfordern. 
Zugleich  als  Fortsetzung  des  KlügeTschen  Worter- 
bucns  der  reinen  Mathematik.  Im  vereine  mitmehre- 
ren  Gelehrten  und  Praktikern  herausgegeben  von  G.A. 
Jahn,  Dr.  philos.  und  Lehrer  der  Mathematik  zu  Leip- 
zig. Erster  Band.  A— L.  Mit  acht  Tafeln  Abbildun- 
gen.   Leipzig.    184S.    3  thir.   18  ggr. 

Als  Kluge  1  im  Jahre  1803  sein  mathematisches  Wörterbuch 
begann,  hatte  er  laut  der  Vorrede  zum  ersten  Theile  die  Absicht, 
dasselbe  in  drei  Abtheilungen  herauszugeben,  von  denen  die  erste 
der  reinen,  die  zweite  der  angewandten,  die  dritte  der  technischen 
Mathematik^)    gewidmet   seyn   sollte.    Es  ^ar  ihm  aber  nur  ver- 

*)    M.  s.  über  diese  Eintheilnng  den  Artikel  llathematilc  im  drit- 
teil  Theile. 
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gönnt,  die  erste  Abtheilung  bis  zu  dem  Buchstaben  'P  fortzufOh- 
reu,  und  deren  Vollendung  anderen  Händen  zu  überlassen,  welche 
im  Jahre  Iföl  erfolgte.  Dreissig  Jahre  waren  also  seit  dem  An- 
finge dieser  ersten ,  nebst  den  Supplementen  aus  acht  Theilen  be- 
stehenden Abtheilung  verflossen.  Es  ist  schwer  die  Anzahl  der 
Bände  zu  bestimmen,  welche  die  angewandte  und  technische  Ma- 
thematik umfasst  haben  würden.  Aber  zwulf  sehr  starke  Bände 
hätte  man  doch  mindestens  nur  auf  die  angewandte  Mathema- 
tik, nämlich  auf  die  mechanischen,  optischen  und  astronomischen 
Wissenschaften  rechnen  müssen ,  wenn  dieselben  nur  einigermassen 
in  einer  der  iD  der  ersten  Abtheilung  gegebenen  Bearbeitung  ent- 
sprecbendeo  Weise  hätten  bearbeitet  weMen  sollen.  Ueber  den 
Umfang  der  technischen  Mathematik  wagen  wir  hier  gar  kein  Ür- 
theil  zu  fallen.  Ein  Werk  von  solcher  Aimdehnung,  dessen  Voll- 
endung in  einer  kürzern  Reihe  von  Jahren  nach  den  bei  der  ersten 
Abtheilung  gemachten  Erfahrungen  gar  nicht  abzusehen  war,  zu 
beginnen,  musste  natnentlich  bei  den  grossen  Fortschritten,  welche 
die  angewandte  Mathematik  täglich  macht,  um  so  mehr  sehr  be- 
denkiiä  erscheinen,  weil  in  vielen  Theilen  eine  scharfe  Gränslinie 
zwischen^  Rjlatbematik  und  Physik  gar  nicht  mehr  zu  ziehen  ist, 
und  ein  vielfaches  Hinüberstreifen  in  die  letztere  Wissenschaft,  die 
schon  ein  vollständiges  Wörterbuch  besitzt,  daher  nicht  wohl  um- 
gangen werden  kann.  Man  konnte  sich,  wenn  etwas  geschehen 
sollte,  nur  darauf  beschränken,  wieder  eine  Theilung  der  ange 
wandten  Mathematik  vorfeanehraen,  und  besondere  WOMerbficher 
der  Mechanik,  Optik  und  Astronomie  herauszugeben,  und  sollte 
es  noch  einmal  dazu  kommen,  dass  eine  dieser  drei  AbtheUuii«eA 
wirklich  in  Angriff  genommen  würde,  so  würde  dies  jeden^s 
zuerst  die  Astronomie  sein ,  da  für  diese  ein  ausführliches  Wörter- 
buch für  Theorie  und  Praxis  von  vielen  Selten  her  als  ein  drin- 
gendes Bedürfni^s  erkannt  wird,  und  in  ihr  nach  der  gegenwärti- 
gen.^ Lage  der  Sache  wohl  noch  ain  Ersten  eine  gewisse  VoUen- 
dung  zu  erreichen  seyn  dürfte.  Aber  auch  schon  diese  Abtheihiiig 
allein,  für  welche  bereits  mancherlei  Vorbereitungen,  auch  rück-, 
sichtlich  der  Herbeischaffung  des  literarischen  Apparats  gemacht 
worden  sind,  würde  gewiss  wenigstens  sechs  Bände  umfassen.  Das 
vorliegende  jetzt  bis  zu  dem  Buchstaben  i  fortgeschrittene  Wörter- 
buch der  an8;ewandten  Mathematik,  welches  sich  auf  dem  Titel  zugleich 
als  eine  Fortsetzung  des  RlügeTschen  Wörterbuchs 
der  reinen  Mathematik  ankünaigt,  soll  die  ganze  ange- 
wandte und  technische  Mathematik  umfassen,  und  ist  im 
Ganzen  auf  9  bis  10  Lieferungen ,  jede  von  etwa  10*  Bögen ,  über- 
haupt also  auf  zwei  massig  s&rke  JBände  berechnet,  ätts  welchem 
geringen  Umfange  wohl  schou  von  selbst  hinreichend  hervorgehen 
dürfte,    dass   dasselbe   keineswegs  als  eine  Fortsetzung  des  läü- 

fel'schen  Wörterbuchs  im  eigentlichen  Sinne  betrachtet  wetden 
anp,  da  es  mit  diesem  in  jeder  Beziehung  streng  ti'lssenschäftli- 
chen,  auch  die  Geschichte  der  Wissenschaft  überall  ausführlich 
berücksichtigenden  Werke  einen  Vergleich  nicht  auszahalten  im 
Stande  ist,  wie  jedem  Unbefangenen  der  flüchtigste  Blidc  in  beide 
Werke  auf  der  Stelle  lehren  ^ird. 

Dieses  unumwundene  Urtheil  glaubte  der  Unterzeichnete  dem 
Klügef sehen  Wörterbuche,  gattn  abges<^n  twk  dem  niebt  unbe- 
deutenden Antheile,  welchenr  er  selbst  an  diesem  In^  der  Wissen- 
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«cfeaft  wsi^  4Mfii^e^iltllß  Werk»  butj  ipd  ci^ilfiifb  dfv.  VeEbu- 
baD^iuogi .  w^kli^  för  da&selbe  die  größten  OpCer  gebracht 
bat,  «cnuldig  zu  in^iQ»  auch  oameDtlicb  deßbalb,  weil  .eioe  (*oirt* 
setzuDg  dessdibeff  in  thxer  oder  der  aDdeiKen  Weise  von  den  qq- 
loitteibar  iaimi  betbeiligten  Per^ooeq  weh  keineswegB  gäozUch 
aufgegeben ,  sondera  vieunehr  neuerlich  nur  erst  wieder  in  Anre- 
sunsjifebxacht  wi^rden  ist  Nur  bedarf  ebeii  djie  Art  und  Weise 
oer  Fortsetzung  ^ie  Reiflichste  Ueberlegifng «  und  den  Rath  ein- 
sichtsToller  Mäua^r^  ^he  miui  überhaupt  wagen  darf,  Hand  ^n's 
Werk  m  legen. 

W^nn  nun  abfsr  auch  das  vorliegende  Wörterbuch  durchaus 
qicb^  eine  Fortsetzung  des  von  Kl%el  unternonuneneq  W^rks  im 
eigentlichen  Sinne  genannt  werden  darf  •  so  ist  doch  auf  der  andern 
$eite  d^r  Nutzen  und  die  Verdienstlichkeit  desselben ,  als  selbst* 
ständigei^  für  sich  bestehendes  Werk  betrachtet ,  in  gewisser  Be- 
ziehung^ nicht  zu  verkennen*  J^assi^e  UeCert  über^  di^  sümmtür 
chen  wichtigeren  Theile  der  angewandten  und  tecnnischen  Mathe- 
matik ganz  kurze,  Artikel,  die  nur  selten  theoretische  Ausführungen 
enthalten ,  begnügt  sich  vielmehr  meistens  mit  einer  allgemeinen  Er- 
läuterung der  Begriffe  und  blossen  Angabe  der  wichtigsten,  die  un- 
mittelbarste Anwendung  gestattenden,  und  zu  derselben  nothigsten 
Resultate,  und  dann  mit  der  Angabe  der  besten  Werke,  in  denen 
der  Leser  weitere BelehniDg  suelien  kann,  in  welcher. letzteren^Be- 
ziehung,  wie  es  scheint,  ohne  die  literarischen  Notizen  auf  eine 
oft  sehr  nutzlose  Weise  zu  häufen ,  ineistens  eine  verständige  Aus- 
wähl  getroffen  worden  ist.  Jedoch  ist  dabei  eine  gewisse,  in 
der  S)«hr«abl  d^r  Bearbeiter  aber  hinreicbende  Eatsohuldigung 
findende,  Ungleichheit  nicht  zu  verkenneo,  iQd0m  u»A.  die  zu  dei 
Kriegiswissenscbaften.UQd  der  Feuerwefkerei  gehörenden,  .und  die^ 
kaufmännischen  .  Artikel,  meist  mit  eieer  weit .  grOasetep  Ausr 
führlichkeit  bearbeitet  worden  sind  als  die  meisten  eigeetlick  ma^- 
thematischev  Artikel,  wofür  dich  viele  in  die  Augen  ßulende  Befr 
i^ele  anfiiihren  lassen  würden,  wenn  dies  die  uns  hier  gebotene 
iCürze  gestattete.  Ueberbaupt  ist  uns  wenigstens  das  ganze  Werk 
-mehr  in  der  Art  eines  mathematisebef»  Conversatioas^Lexikois  als 
eines  die  Wissenschaft  nach  allen  Seiten  hin  ergründenden  Werks, 
wie  doch  dajs  KlügeFsche  Wörterbuch  seiner  ganzen  Anlage  nach 
ist  und  sein  soll,  erschienen.  Aber  gerade  deshalb  kann  das- 
selbe ftlr  einen  Jeden,  der  eine  augenblickliche  kurze  Belehrung 
über  irgend  einen  Gegenstand  wünscht,  in  vielen  Fällen  recht 
nützlich  sein  und  überhaupt  in  einem  gewissen  Kreise  recht  vor* 
theilhaft  wirken  und  .zur  weitern  Verbreitung  der  Wissenschaft 
beitragen,  weshalb  wir  es  besonders  allen  denj^igen  empfehlen, 
die  nicht  Mathematiker  von'  Profession  sind,  jaber  doch  für  die  ge- 
wöhnlichem Anwendungen  der  Matheiiiatik  ein  lebendiges  Interesse 
haben,  namentlich  auch  istllen  Praktikern  und  Künstlern,  so  wie 
unter  4^n  I^^ehrern  der  Matlu^matik  an  höheren  Unterricntsanstal- 
ten  Vorzugsweise  depen,  welche,  wie  dies  häutig  der  Fall  ist  und 
begreiflicherweise  sein  muss,  ihre  Studien  hauptsächlich  der  reinen 
Mathematik  zugewandt  haben,  aber  doch  bei  ihrem  ihnen  meistens 
nur  wenig  freie  Zeit  übrig  lassenden  mathematischen  und  ph^rsi- 
kaltoeheo  Unteniebte  Öfters  ia  deq  FaU  kommen  dürften,  eine 
awenblickliche  nur  wenig  24eit  in  AA^pruqb  nefameode  nicht  tiefer 
eingehende  Belehrung  über  einen  Gegenstand  der  angewandten  oder 
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tediDusdMii  MaAcmlik  in  mOgliclMter  KBn^  flir  ätt  Zwecke  des 
Unterrichts  za  wfinflchciL  Bei  der  Schnelligkeit,  mit  denen  die  filnf 
Lieferungen  des  ersten  Bandes  auf  einander  gefolgt  sind,  iSsst  sich 
auch  einer  haldigea  ToHendung  des  zweiten  mndes ,  den  wir  seiner 
Zeit  gleichfidls  in  diesem  literarischen  Berichte  anzeigen  werden, 
wohl  mit  Sicherheit  entgegen  sehen;  und  gewiss  wird  dieses  Werk 
seiner  ganzen  Torher  n&her  charakterisirten  Anlage  nach  das  Seinige 
zu  der  sehr  zu  wünschenden  immer  grusseren  Verforeitnng  mathema- 
tischer Kenntnisse  in  den  gewShnlichern  Kreisen  des  Lebens 
beitragen,  weshalb  wir  ihm  möglichst  schneDen  Fortgang  wünschen. 
Die  Süssere  Ausstattung  ist  sehr  anständig.  In  dem  ersten  Bande 
haben  wir  u.  A.  in  dem  ziemlich  ausführlichen,  auch  die  neueren 
Untersuchungen  berücksichtigenden,  und  zu  dem  besten  im  ganzen 
Buche  gehörenden  Artikel  .„Linsengläser'^  die  Figuren  auf 
den  dem  ersten  Bande  beigegebenen  acht  Flgurentafeln  vermisst, 
die  diüier  in  dem  zweiten  Bande  noch  nachzuuefem  sein  werden. 

G. 


AritluiMSlIlL. 


Theorie  der  periodischen  Decimalbrüche  nebst 
Tabellen  zur  leichten  Verwandlung  gewohnlicher 
Brüche  in  Decimalforüche.  Von  Dr.  E;  H.  Nagel,  Rec- 
tor  der  Realschule  in  Ulm.    Ulm.    1845.    8.    20  ggr. 

Dnrdi  Ab&issung  dieses  Schriftchens,  in  welchem  man  die 
Theorie  der  periodischen  Decimalbrüche  auf  eine  sehr  fossliche 
Weise  vollständiger  entwickelt  findet  als  in  den  LehrbfichcHm  der 
Arithmetik,  so  wie  durch  die  angehängten  Tafeln,  hat  sich  der 
Herr  Vf.  um  den  arithmetischen  Unterricht  auf  Schulen  ein  Ver- 
dienst erworben. 

Peto,  T.,  neue  Potenziallehre  sammt  dem  Beweise  der  Un- 
^  richtigkeit  der  von  den  Mathematikern  bis  jetzt  angenommenen  De- 
"  finition  vom  Potenziren.    Oedenburg.  1844.    6  ggr. 

J.  G.  Arbon,  (Lector  in  de  Wis-  en  Zeevaartkunde  by  de 
Konioklyke  Marine,  Hooorair  Lid  van  de  Commissie  tot  het  exa- 
mioeren  der  Zee  -  Officieren ,  enz.)  VerhaodeliDg  over  de  binomiaal 
coefficieoteo ,  bevatteode  een  aantal  merkwaardige  eigeoschappeo 
van  dezelve,  benevens  eene  beknopte  theorie  der  getalien  -  reekseo, 
naar  de  binomiaal  -  wet  geordend;  gr.  8.  Te  Rotterdam,  by  de 
Wed.  A.  H.  Krap.    1844.  f  2,  40. 

San-Matino,  Agatino,  Demonstrazione  der teoremafonda- 
mentaie  della  teoria  delle  fimzioni  analitiche  dl  Lagrange.  Cata- 
nia.    In  8. 


Jerome  'Ae  la  Land#'#  loffJirithiiiifleh  trigwwnietrnMhe 
Tafeln.  Vermehrt  dareh  die  Tafelo  der  Gaussischen  liO^ithnieii ; 
durch  'die  LogarithmeD  der  Atomgewichte  uDzerlegter  und  einiger 
amsammengesetaSten  chemischen  Stoffe ;  durch  die  Logarithmen-  an- 
derer  Zahlen,  die  in  der  Chemie  und  Physik  oft  gebraucht  werden 
ilfid '  durch  einige  mathematische  Formeln*  Heraiisg.  von  Heinr« 
GottL  Köhler.    2.  Stereotypaosg.    16.    Leipzig  1844.    14  ggr. 


Oeometrle. 


..  ■  .1 


Wolff,  F.,  Lehrbuch  der  Geometrie.  1.  TM-  Ebene  Ele- 
mentar-Geometrie ,  Trigonometrie,  Theilungslehre.  4.  verb.  Auf- 
lage, mit  7  lithogr.  Tafelo.    Berlin  1845.    gr.  8.    1  thir.  16  ggr. 


Nagel,   Dr.  Chr.,  Lehrbuch   der  ebenen   Geometrie.     Ulm 
1844.    2)  ggr.  • 


Kauffmana,    E.    F.,    Lehrbuch    der    Stereometrie.     Ziun 
Gebrauche  beim  Unterricht  in  Realschulen  und  Gymnasien,  sowie 
zum  Selbstunterricht    2.  verbesserte  u.  venu.  Aufl.  Mit  4  Kupfer- . 
tafeb.    Stuttgart  1844.    8.    18  ggr. 

Lehrgebäude«  der  niederen  Geometrie.  Für  den 
Unterricnt  an  Gymnasien  und  höheren  Realschulen 
entworfen  von  Carl  Anton  Bretschneider,  Professor 
am  Realgymnasium  zu  Gotha.  Mit  neun  in  Kupfer  ge- 
stochenen Figurentafeln.    Jena  1844.     2  thlr.   16  ggr. 

*  So  weit  es  die  Beschränlttheit  des  uns  hier  verstatteten  Raumes 
erlaubt,  wollen  wir  versuchen  im  Folgenden  den  Lesern  des  Ar- 
chivs eine  möglichst  klare  Aiischauang  von  diesem  in  vielen  Be- 
ziehungen ausgezeichneten  Werke  zu  verschaffen,  welches  der  Auf- 
merksamkeit nicht  bloss  aller  Lehrer  an  höheren  Unterrichtsanstal- 
ten, sondern  Überhaupt  aller  Derer,  welche  sich  för  die  Fortschritte 
der  Geometrie  in  formeller  und  materieller  Beziehung  interessiren, 
sehr  -empfohlen  zu  werden  verdient. 

in  einer  kurzen  Einleitung  wird  von  den  Grundbegriffen  und 
der  EIntheilung  der  Geometrie  gehandelt,  und  eine  Uebersicht  der 
wichtigsten  Sätze  aus  der  allgemeinen  Grussenlehre  gegeben, 
welche  in  der  Geometrie  zur  Anwendung  kommen.  .  Den  ganzen 
Stoff  der  niederen  Geometrie  theilt  der  Vf.  in  zwei  Abtheiinngen, 
welche  mit  den  Namen  Synthetische  Geometrie  und  Ana- 
lytische Geometrie  bezeichnet  w^erden,  und  jede  dieser  beiden 
Abtheiinngen  zerfsillt  in  drei  Bücher,  nämlich  die  Synthetische 
Oeometrie  in  die  Geometrie  der  Lage,  die  Geometrie  der  Gestalt 
und  die  Geometrie  des  Maasses;  die  Analytische  Geometrie  in  die 
Goniometrie,  Trigonometrie  (ebene  und  sphärische),  und  die  Coor- 
dinaten-  Geometne  mit  EinscUuss  der  Lehre  von  den  Kegelschnit- 
ten.   Fünf  Anhänge  beschliessen  hierauf  das  Werk:   I.    Die  wich- 
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tigttten  ^Mnetriscbeii  Conaiiiictione»  in  4er  JBbeot»  IL  Von  den 
l^eometrisehep  Oertern  in  der  Ebmie,  und  von  den  Kegelscbnittßn 
insbesondere,  III,  Von  d«r  Methode  der  Projectionen  «od  einigen 
damit  zusammenhängeoden  G«K«P«tänden.  I V,  Vqo  der  Quadratur 
der  Parabel  und  Ellipse.  V.  BestiDUiHUIg  des  JPlächeninbatts  sphä- 
rischer Dreiedke  uoa  Polygone, 

Schon  SMA  dieser  aUgemeiiieQ  Ausabe  des  Inhalts  sieht  man, 
dass  der  Vf.  sich  eine  systematiscne  Behandlung  der  Geome- 
trie zu  einer  ganz  besondem  Aufgabe  gemacht ,  und  nach  einer 
möglichst  einfachen  und  naturgemässen  Verknüpfuns  der  einzelnen 
Sätze  vorzüglich  gestrebt  hat,  weshalb  er  denn  auch  den  seit  alter 
Zeit  'herkömmlichen  Unterschied  zwischen '  ebener  Geometrie  und 
Stereometrie  gleich  von  vom  herein  ganz  aufgegeben  hat,  was  ge- 
wiss in  der  vorher  angegebenen  Rücksicht  nur  vollkommen  gebilligt 
werden  kann.  Alle  emzelnen  Kapitel  sind  sehr  vollständig,  jedoch 
meistens  in  der  Art  bearbeitet  worden,  dass  die  betceffenden  Fun- 
damentalsätze, welche  Jeder  unbedingt  kennen  mus?,  von  der  wei- 
teren '  Ausfuhrung  des  Gegenstandes  getreutit  worden  sind ,  was 
jedenfalls  dem  Unterrichfe  sehr  förderlich  sein  muss  und  den  er- 
fahrenen Lehrer  bekundet.'  Ihreir  grossen  praktischen  Wichti^eit 
wegen  sind  die  Goniometrie  und  Tngonometrie  besonders  ausmjhr- 
lich  dargestellt,  und  der  erstehen  ist  die  ihr  vollkommen  zuste- 
hende Würde  einer  für  sich  bestehenden  selbstständigen  Wis- 
üenochaft  mit  Redit  gesichelt  worden.  -Einen  geringeren  Raum 
hat  der  Vf.  dagegen  für  die  Coordinaten  -  Geometrie  in  Anspnidi 
genommen.  Die  Anhänge  enthalten  vieles  aus  der  sogenannten  neue* 
ren  Geometrie,  und  in  Bezug  auf  dieselben  muss  noefa  beson- 
ders lobend  hervorgehoben  werden,  dass  in  dem  zweiten  Anhange 
die  drei  Kegelschnitte  als  Oerter  in  der  Ebene  rein  geovietrisch 
betrachtet  worden  sind,  da  nach  unserer  Ueberseugun^  eine  rein 
geometrische  Darstellung  der  Lehre  von  den  Kegelschnitten  über- 
all einen  wesentlichen  Theil  des  mathemntischen  Elementar.- Un- 
terrichts bilden  sollte,  weshslb  wir  auch  gewünscht  hätten,  dass 
der  Vf.  diesem  Anbangcf  eine  noch  ^waa  grossere  AusfjykhrU<^hkeit 
g^eben  hätte. 

Dass  es  an  vielen  eigenthümlicben  Darstellutigen  upd  Ausfüh- 
rungen nicht  fehlt,  versteht  sich  bei  diesem  Vf.,,  dessen  frühere 
i^mmtlich  durch  besondere  Eleganz  und  Nettigkeit  sidh  auszeich- 
nende geometrische  und  nam.entiicb  trigonomietrisch«  Arbeiten 
bekannt  genug  sind,  von  selbst,  weshalb  wir  uns  belügen,  in 
dieser  Beziehung  hier  nur  Zweierlei  herv^ersttheben»  ohne  damU 
sagen  zu  wollen,  dass  nicht  noch  andere  gada  eben  so  empfeUens- 
werthe  Ausführungen  an  Vielen  Stellen  dfls  Buchs  anzutoffeu 
sein  sollten.  Einmal  meinen  wir  die  Lehre  von  der  Läse  der  Gera- 
den und  Ebenen  im  Räume,  welche  der  Vf.  ohne  alle  anderen 
Hülfsmittel  als  die  bekannten  Sätze,  von  den  Winkeln  und  Paral- 
lellinien durchgeführt  hat;  und  dann  die  in  den  Vorbemerkungen 
«a  der  analytischen  Geometrie  gegebene  Eotwiokeluog  der  geome- 
trischen Bedeutung  der  negativen  und  imaginären  2ahleii,  die  übri- 
gens, wie  der  VL^in  der  Vorrede  auch  setttMut  sagt,  ihren  eigent- 
lichen Urheber  nicht  verlei^net 

Die  Vorrede  enthält  mehrere  sehr  richtige  pädagogisohe.  Be* 
merkungen  und  dai^f  bei'm  Lesen  des  B^cbs  nidit  übirarschloMp 
werden.    Da  das  Buch  bei  dem  geometrischen  Unterrichte  auf  4eai 
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Rbalg^iiadiiifii  zu  GcAha  als  I>hrbiieh  zmn  Grund«  gelegt  werden 
«olly  go  mm«  dies  wegen  det  Relcbbaltlgkett  eeloes  Infaalto  ein 
sehr  gutes  Vorurtheil  filr'  den  Zustand  des  mathematischen  Untev^ 
vtefats  auf  dieser  Lehranstalt  erwecken. 

Die  äussere  Ausstattung  Ist,  auch  was  die  F^gurentafelu  he* 
trift,  in  jeder  Beslefaung  ausgeseichnet. 

Catalan,  Eugene,  El^mens  de  G^m^trle^  arec  planches. 
Paris  1843.    5  fr.  50  c. 

Lardner^  Dr.,  Treatise  on  Geometry  and  its  Appücation  io 
the  arts«    London  1844.    8.  with  200  figures.    0  sh. 

Newrtan,  F.  W.,  The  DifBcuIties  of  Elementary  Geometry, 
espfknally  those  which  concern  the  Straight  Line,  the  Plane,  and 
the  Theory  of  Paralies.    Oxford  1844.    8.    6  sh. 

I 

.,  Kuhn,  C,  Descriptive  Geometrie.  Mit  Einschluss  der 
Principien  der  Isometrischen  Projectionslehre,  für  Schulen  und 
zum  iSelbstunterri^hte.  Mit  60  Tabellen  gravirter  Constructionen. 
Gross  Median -Quart -Velin.    Augsburg  lS4.    3  thlr. 

0 1  i  ?  i  e  r,  T  h.,  Cours  de  Geometrie  descriptive.  2eme  Partie  avec 
Atlas     4.    Paris  1844.    . 

ßoucharlat»  J.L.,  Theorie  des  Courbes  et  des  Surfaces  du 
second  Ordre,  ou  trait^  cpmplet  d'application  d'Algeb^e  k  la  G^ö- 
m^trie.    Paris  1844. 


Praktische  Oeometrie. 


Die  praktische  Geometrie  ohne  Instrumente.  Mit 
einem  Anhange  enthaltend:  Kreisbogen  und  Segmen- 
ten-Tabellen  nebst  einer  Aufgabe  aus  der  Markschei- 
dekunst. Ein  nützliches  Taschenbuch  für  praktische 
Geometei^  von  Friedrich  Pross,  Professor  der  Mathe-, 
iliatik  an  aek'Konigl.  polytechnischen  Schule  zu  Stutt- 
gart.^  Mit  5  Figurentafeln.    Stuttj^art  1844.     20  ggr. 

Diese  kleine  Schrift  scheint  uns  nicht  bloss  für  praktische 
G«ometei*,  sondern  auch  für  Lehrer  afi  höheren  Unterrtchtsanstalten 
empfehlenswerth  zu  sein,  weil  letztere  darin  manche  aweckmüssige 
U^bungsaufgaben  für  ihre  Schüler  finden  werden.  Der  Inhalt  der-* 
selben  ist  folgender:  Lehrsätze  aus  der  theoretischen  Geometrie« 
das  Ziehen  und  Aussteeken  ^ader  Linien,  das  Bestbnmen  der 
Dlstanien,  das  Eirichten  und  Fällen  der  Perpendikel,  das  Ausmes-^ 
sen  und  Ausstecken  der  Winkel,  das  Zienen  der  Parallelllni^ir, 
das  Ausmessen  der  Figuren,  das  Verthellen  der  Flächen',  Kreis- 
bogen- und  Segmenten- Tafeln,  eine  Aufgabe  aus  ^^  MarkscheMe^ 
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knnst.  Bei  der  Lviung  alkr  dieser  Anfgabeo  bedient  «ich  der 
Herr  Vf.  keiner  anderen  Instromente  ale  der  Kette  und  St&be,.  und 
iet  wegen  dieser  fferingen  praktischen  Hdlfemittel  natfirlich  eeno- 
thigt,' überall  die  oesondere  Hülfe  der  Geemetrie  in  Anspnidi  zu 
nenmen ,  aus  welchem  Grunde  eben  fast  alle  diese  Au^aben ,  wie 
48chon  oben  bemerkt  wurde  ^  sich  zu  zweckmässigen  geometrischen 
Uebungen  fiir  Schüler  eignen.  Unter  den  vorbereitenden  geome- 
trischen Lehrsätzen  finden  fiich  eidige  an  sich  bemnlcenswerthe 
Sätze,  und  vorzüglich  nimmt  der  Herr  \L  von  dem  folgenden  Satze 
fe^einen  Auslaui:  Wenn  zwei  Dreiecke  einen  gleichen  Winkel  haben, 
oder  wenn  ein  Winkel  des  einen  Dreiecks  einen  Winkel  de»  andern 
zu  zwei  Rechten  ergänzt,  se  verhalten  mch  dieProdoete  der  diese 
Winkel  einschliessenden  Seiten  wie  die  Ueberschüsse  der  Sum- 
men der  Quadrate  dieser  Seiten  über  das  Quadrat  der  dritten 
Seite.  "-^  Eine  noch  grossere  Mannigfaltigkeit  würde  der  Herr  V£ 
den  behandelten  Ap&aben  und  deren  Auflösungen  haben,  geben 
können,  wenn  er  sicn  an  Instrumenten  ausser  der  Kette  und  der 
Stäbe  noch  den  Gebrauch  des  eben  so  einfachen  als  in  der  Praxis 
nützlichen  Winkelkreuzes  oder  der  Kreuzscheibe  (equerre  d'arpen- 
teur)  gestattet  hätte.  Endlich  wollen  wir  noch  bemerken^  dass 
eine  gleiche  Tendenz  mit  der  vorliegenden  Schrift  ein  anderes 
schönes ,  aber  wohl  nur  wenis  bekannt  gewordenes  Werkchen  hat, 
welches  ebenfalls  der  Aufmerksamkeit  oer  Lehrer  an  höheren  Un- 
terrichtsanstalten bei  dieser  Gelegenheit  recht  sehr  empfohlen  zu 
werden  verdient,  und  folgenden  Titel  führt:  Solutions  peu 
connues  de  diff^rens  problemes  de  Gi^om.etrie  pra- 
tique;  pour  servir  de  Supplement  aux  Trait^s  connus 
de  cette  Science;  recueiilies  par  F.  J,  Servois,  Pro- 
fesseur  de  Mathämatiaues  aux  Ecoles  d'Artillerie.  A 
MetzetaParis.  AnXiI.  In  dieser  Schrift,  in  welcher  sich 
mehrere  elegante  Auflösungen  geometrischer  Probleme  finden,  ge^ 
stattet  sich  der  Vf.  den  Gebrauch  der  Pi^uets  ou  Jalons  avee  le 
Cordeau  ou  la  Cbaine  und  tout  au  plus  des  Equerre  d'Arpenteur 
(p.  L). 


Triffonometrie, 


Steiner,  Elemente  der  ebenen  Trigonometrie  Or  d.  Stereometrien 
Breslau  1844.    8.    10  ggr. 

Lehrbuch  der  ebenen  Trigonometrie  für  die  obe^ 
ren  Klassen  höherer  Lehranstalten,  bo  wie  für  den 
Selb<^tunterricht.  Nach  einer  streng  wissenschaftli" 
eben  Methode  bearbeitet  und  mit  einem  Anhange  ver* 
sehen  von  Dr.  August  Wiegand.    Halle  1845.    8.  8  g^r« 

Ein  kurzes,  aber  recht  deutliches  Lehrbuch  der  ebenen  Tri^ 
gpnometrie,  in  weichem  der  Herr  Vf.  sich  neben  der  Strenge  der 
Beweise  namentlich  auch  dwen  Allgemeinheit  hat  besenders  an- 
gelegen sein  Jassen« 


•  - 
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ane  plaocfae;-  .BfuscUes  1844  . 

'    !    .  •  •       '  -,•:'■.     :.'-..   i     .•  .• 

DieiGkus&'schen  Gleicbungefi  der  BogendTeieeke 
Qi&d  xtt^l  m^rkwüridige  S>&tze 'irom  RauiD.i.V.oni  Prdfes- 
sior  DTi.6«<irg.P.aa^ker.  MUa«  1844^  S.  >d>v^gf. 
»'  iEiae.  schOne.  kletne  Schrift^  die  ipsbeseodere  .•auch  «der  Aiif> 
inerksainkeit  der  Lehrer  an  htiheren  UntmiobtHaDstalten  em- 
pfohlen zu  werden  tipvrdieiit.  D«r  Herr  Vf.  glebt;io  derbeJbBri  zuerg^ 
einett:  eleganten  geomelneicbeii  Bewei»  der  GauesirisebeD.  Gteiefauni> 
flon.i  fdi^  twMWffs  Wissens  bisher  'wi^hifnutaiial^tiscb.  bewiesen 
Srordeb  wBind> Inodf  äntwidheltidftiüijebettäUs.grusateDthi^ilsi  ndr  durch 
gi^eneiiische  Betrtohtudgeii  versehfedene^  heseiaderS)  dber  zv^ei 
ndeo'dfei  iieHnvöfdige  Sratze^  vorideneki  «diar  ersAe  8»  30«  auf  foi^ 

Solide  Art.v  ausssedrückt •  wird:  D er  seG<h.«f a^c h e  .In ba^l t  des 
.aamFÜerecks^  mit '4em. Halb measei  d«p  umschriebe^ 
nen  Kugel  verbunden,  giebt  eine  Grös;sei.*we lebe  .auf 
diese^lbe  Art  aus  «den  drf  i  Verbindunpet)  ^^r.O^en- 
kanten  zusammengesetzt  ist,  w.ie  der  In-balt.  eiinef 
ebenen  Dreiecks  aus  den  drei  Selten.  'Der  Herr  Vf.  sai 
dass  er  diesen  Satz  bereits  im  Jahre  1813  bei  Gelegenheit  iter 
Ausarbeitung  seines  stereometris/^hen  Hefts  für  das  Gymnasium  zu 
Mitau  gefunden,  seine  Bekanntmachung  damals  aber  unterlassen 
habe,  well  er  ihm  in  sej^ei:  Abfassung  zu  vereinzelt  erschien; 
seitdem  habe  ihn  auch  Heilr. Ptiofess^r  Btetschneider  zu  Gotha 
seinerseits  gefunden  und  in  diesem  Archiv.  Thl.  L  S.  6.  bekannt 
gemacht,  jedoch  ohne  die  in  der  vorliegenden  Schrift  gegebenen  geo- 
metrischen Beweise.  Einen  zweiten  Satz  vom  Parallelepipedon  drückt 
der  ti^^;uW.&^,^.'.  a«f'  Colgepde  Art  raq^r  Dii^,  {^.ndfl&dhen 
und  Querflächen  (Diagonalpar^leflogtiailime)  ;0irt<es 
3cheibenrs^Ums  (Parallelepipedums)  stehen  in  , den- 
selben Beziehungen  zu' einander  WVe  dfe'Seften  und 
Quetbärf^er  (Diagönalliti}en)  .einer  Z'ellung  (Paralle'- 
logrämms):  Ein  dritter  Satz  endlich  wird  S.' 37.  kuf  folgende 
Art  ausgedrückt:  Der  Inhalt  eines* Scheibe'nraums,^ mit 
dem  Halbmesser  desselben  verbunden,  giebt  eine 
Grosse,  welche  auf  dieselbe  Art  aus  den  drei  Qu^r- 
f(,ächen  zusammengesetzt  ist,  wie  der  Inhalt  eines 
Dreiecks  aus  den  drei  Seiten.  Insbesondere  auch  wegen 
der  Zierlichkeit  der  iq^JcfeliAUNBA^  t^g^i^tefl^^n  geometrischen  Be- 
trachtungen wünschen  wir  nochmals,  dass  diese  kleine  Schrift  von 
den  Lehrern  an  höheren  Unterrichtsanstalten  nicht  unbeachtet  blei- 
ben möge. 

•  ,••■':».■.-''..•.  ,■    ,  '  r  .  f    '  •      ,  ■'    '  I 

.  ..  i."  !    :.  ,'        .   .'  :  t   ;  I  i  >:■'.■!■  (t    ■  '    '     ■.    '  *"'  !r 
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Praktisc'he  Iteclianltt. 


»'.  Schubert,  J.  A^    Elemente  der 'Maschinenlehre.     1.  Theit. 
2.  Dresden  1844.    10  tblr.         r       ,  ^      - 

Band  VI.  30* 
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Lehrbueh  ier  Ahwend'iiDg  der  Mechanik'  auf  Ma- 
Bchineo.    Von  J.  V.  Poncelet  Dentach  heraufise||eheD 
von  Dr.  C.  H.  Schnuse.    Erster  Band.    Mit  acht  litfao 
gfanbirten  Tafeln.    Darmstadl    1645.  8/3  thlr.. 

Dieses  Werk  eines  der  ersten  franilisisohev  Mathematiker^  der 
sich  nicht  bloss  um  die  Mechanik,  sondern  bekanntlich  insbesondere 
aneh  om  dieGeometiie  die  grussten  Verdienste  erworben  hat, verdiente 
eine  Verpflantnng  aal  deutschen  Beiden  i  vollkommen,  well  in  nnserer 
Literatur  sefaiveHich  «n  eben  so  treffliches ,  mit  .nlssenschalUicher 
Strenge  abgefasistfes»  Lehrbuch  der  praktisohen  Mechanik  exisfiren 
dürfte,  und  weil  durch  die  Uebersetziing  gewiss  insbesondere  man- 
chem Praktiker  ein  angenehmer  Dienst  geleistet  \lrerdeii  wird,  auch 
fiberhaupt  die^  duren  den  hohen  Preis  des  Originals  emehwerte, 
möglichst  grosse  Verbreitung  dieses  vorzilglichea  Wetkst  sehr  2a 
wönsdien  ist  Die  äussere  Ausstattung  der  Uebersetzang  imk.  in 
j«ier  Beziehung  vorzüglleh^  und  wir  sehen  der  Fortsetzung  mü 
Verlangen  entgegen. 

Moseley,  H.,  ItttfstratioDS  of  nractical  Mechanfcs.  London 
1844.    8.  with  nqmerous  woodccrts.    o  sh. 


Optik. 


Brbwster,  D.,  Treatise  on  Optics,  new Edition.  LonAfti  1814. 
wIth  176  woodcuts.    6  sh.  ' 

Rosse,  Earl  of,  The  Monster, Telescopes  with  an  Account 
of  the  Manufacture  of  the  Specula,  and  füll  Descriptions  of  all  the 
I^Iachinery  connected  with  there  Instnunents.  6>  illustr.  with  en- 
gravings.    London  1844*    2  s.  6  d. 


Aetronemle. 


Fleischhauer,  Versuch  einer  gemeinfasslichen,  nur  aufEle 
mentarkenntnisse  gegründeten  Vc4kssternkunde  für  Schule  und  Haus. 
Nach  den  neuesten  ^Ergebnissen  astronom.  Forschungen  bearbeitet. 
Erster  Theil:  Die  SoDoenweltordnung«  Mit  einem  biogr.  Anhange 
älterer  und  neuerer  Astronomen  '^und  Mathematiker.  12,  Dann- 
stadt 1844.  ^ 

Diesterweg,  F.  A.  W.,  Lehrbuch  der  mathematischen  Geo- 
graphie und  populären  Himmelskunde«  Zum  Schulgebrauch  und 
8elbstuoterncht.  Mit  5  Tafeln  und  3  Sternkaften.  2.  iwfm^  und 
verb.  Aufl.    8.    Berlin  1844.    1  thir.  4  ggr. 


339 

Wank*!,  PopalSre  VorieauMea  fibei-  di«  StenAand«.  Ndnv 
be^  1844    1  tUr.  16  ggr. 

Heracliel,  Joho»  Treatise  od  Airtronomy ,  ii«w  Editioo.  8. 
f  jondon  1844  •  6  ah.        ' 

.*.•♦.••  .       - 

Deut,  Edward  J.^  Le  Dipieidoscope,  eu  laatrameiit  meri* 
5  brevetö.    8.    Paris  1845. 

Pearaoa,'W«y  Ad Iiitroductioo  to  the  practioal  «atronomy.  2.' 
vol.-    LondoD  1844.    4.  with  PI.    7  L;  7  s« 

Plant  am  our ,  E.»  ObservatioDa  astroDomiqttos  fiutes  ä  robsflr-* 
vactoire  de  tieoeve,  dans  rÄDot&e  1841,  42^43.  4.  Genf  1844.  3tMr. 

Piantaflioiir,  E.,  Resafttats  des  Obaeivatioiia  magoätiquea 
fiütes  a  Geneve  dans  ks  iain^ea  1842,  43.  er.  a  Genf  1844. 
1  tUr.  16  ggr; 

Smyth,  W.  H.,  Cvde  of  Celestiat  Objects,  tot  the  Use  o( 
Naval,  Military^  and  Private  Astronomers.  Observed,  reduced, 
and  dlscussed.    2  vols.    8.    London  1844;    2  L.  2  s. 

Karsten,  H,,  kleiner  astronomischer  Ahnanach  auf  das  Jahr 
1845,    Rostock  1844.    12  ggt. 

Almanacco  nauttco  per  Fanno  18^,  v  publicato.  dell'ingegnere 
dottor  Vincenzo  Gallo.  Anno  quinto.  Triest  1^4.  In  8.  Con 
e  taYola  incisa. 

Verzeichniss  geographischer  Ortsbestlmmuneeo 
oach  den  neuesten  Quellen  und  mit  Angabe  derseloen 
vop  C.  L.y*  Littrow,  Director  der  k.  k.  Sternwarte  zu 
Wieo^  und  Professor  der  Astronomie  an  der  Universi- 
tfit-  Aus  dem  neuen  physikalischen  WOrterbuehe  be- 
sonders abgedruckt  iieipzig  1844  526  Seiten.  8. 
2tblr.  12gffr. 

Dies  ist  jedei|&llg  das  YoUständigste  Verzeichniss  geographi- 
sciier  Längen  und  Breiten,  welches  die  gesammte  geographi- 
sehe  •  Liksralur  bis  jetzt  besitzt ,  Und  miit  grosser  Slühe  und 
Sorgfalt  zusammengestellt  9  wodurch  der  Herr  Vf.  sich  ^in 
grosses  Verdienst  um  die  Wissenschaft  erworben  hat;  dasselbe 
wird  künftig  ein  unentbehrliches  HülGsmittel  für  ieden  Geographen, 
Astronomen  und  Physiker  sein»  und  in  den  Händen  keines  .die- 
ser Gelehrten  fehlen  dürfen»  wenn  namentlich »  was  sehr  zu  wün- 
schen isi>  der  Heir  VfL  sich  entschliesst^  von  Ze^t  zu  Zeit  Nach- 
trtoe  zu  demselben  zu  iuttutn^  insoifeEn  späterhin,  wie  dies  kaum 
anders  sefai  kann,  theils  gaun  neue»  tfaeils  genauere  Bestimmungen 
zn  seiner  Kenntniss  .^kngeii.  Die  Einrichtung  dieses  Veczeich- 
ntssM  isl  sehr  bequeln.  Zuerst  feigen  ohne  Rücksicht  auf  die 
firdtheile  und  einzelnen  Länder  die  ver schiedeoen  Orte  in  alphabe- 
tiseher Ordmmir  Auf  einander^,  trnd  daneben  in  Tier  Rubriken:  1) 
die  nardliciie  oder  jiüdliche  Breite;  2)  die  ertliche  oder  westliche 
Lälige  ven  Paiie  In  Bogete  und,  was  besonders  des  Astronomischen 
Gt^btanohs  wegen  sehr  zu  lebe«  ist,  3)  «ncii  in  Zeit;  4)  die  Angabe 

30«* 
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der  Aatorität  oder  der  Quelle  der  anfgeföhrten  fidstitoAungen. 
Dann  sind  in  einem  zweiten  Verzeichnisse  die  vevlidii^deiieD  Orte 
nach  den  Erdtheilen  und  einzelnen  Ländern  wieder  in  alphabetischer 
Felge  zusammeBgesteUt;  ntttArlich  ohne  aeue  Ai%abe  der  Imiigen 
und  Breiten,  da  diese  in  dem  ersten  alphabetischen  Verzeichnisse 
leicht  aufgeschlagen  werden  können.  Dass  der  Herr  Vf.  sich  eifrig 
bemüht  hat,  überall  aus  den  besten  Quellen  zu  schöpfen,  und  dass 
zu  der  Abfassung  dieses  Werks  die  HerbeischaAmg.  eines  sehr 
bedeutenden  literarischen  Apparats  nöthig  gewesen  Ist,  sieht  man 
aus  der  den  beiden  al^abetischen  Verzeichuissen  vorausgescfHck- 
ten  Uebersicht  der  \  erweisungen ;  aus  der  'Vorrede  ergiebt  sich 
aber,  dass  dabei  auch  ein  ausgedehnter  Briefwechsel  und  gelegent- 
liehe  'Nachferschnwen  a»f  Reisen  erforderlich  gewesen  siod,  -wo- 
durch der  Werth  oes- Buchs  .nur  erhöhet  werden  muss.  Bei  dem 
Anblicke  dieses  so  vollständigen  Verzeichnisses  der  Längen  und 
Breiten  läset  sich  schwer  der  Wunsch  unterdrücken^  dass  immer 
mehr  vervielfältigte  hypsometrische  Bttstiaimiii^en  den  ilertn  Vf. 
in  den  Stand  setzen  möchten,  durch  ein  eben  so  auBführlidies 
Verzeichnins  d^er  Höheu  über  der  Meeresflächei  als  der  dritten 
Coordina^en,  welche  zur,  voUkständieen  Bestimmung  derl«age  eines 
Orts  auf  der  Erde  noch  nöthig, skia ^. das.  sich  her eita  erworbene 
Verdienst  noch  zii  erhöhen« 

t  *  *    •  •     •  f 

Handbuch  der  Schifffährts-Klu'nde,  mit  einer  iS^amm- 
lung  von  Seemanns-Tafeln,  einer  See-Karte  und  einer 
magnetische^  Karte.  IiaAuftrafe  der  Hamburgiscfaen 
Gesellschaft  zur  Verbieiirung  mathematischer  Kennt- 
nisse verfasst  von  C.  Rumker,  Director  der  Stern-, 
warte^  und  Navigations-Schule  in  Hamburg.  Vierte 
Auflage.    Hamburg  1844.    5  thlr.  > 

Da  dieses  Buch,  wenn  auch  In  dem  Kreisie,  für  -weklieB  es 
zunächst  bestimmt  ist,  whe  schou  die  wiederholtea  Auflagen  deut- 
lich genug  zeigen,  bekannt  genug,  doch  nicht ^ zur  KenÄFtoiss  sehr 
vieler  Leser  des  Archivs  ^langen  n^öchte,  «o' dürfte  hiet  eine 
etwas  ausfahrlichere  Anzeige  desselhea  woni  ^ani  Ortetsekr,  .da:€H» 
allerdings,  besonders  in  der  ihm  von  Herrn  Director  Rtimker  in 
dieser  vierten  Aufläge  gegebenen  neuen  Gestalt,  ifeeht  sehr  verdient, 
in  einem  ^össevn  Kreise  bekannt  Kmd  auc^  voa  Lehtem  aä  höhb- 
retf  Unterrichtsa^nstalten  überhaupt  nicht  unbeachtet'  gelassen  i« 
wterden.  '■'■■•'■  -     ■.      ., 

Dem  ganzen  Werke  ist  eine  für  den  beabsich^gten  Zweck  gewiss 
vStlig  ausreichende.  In  der  vorliegenden  neuesiteR  Ausgabe  viel  voll* 
ständigere,  und  dem  gegenwärtigen  Zustande  der  Wissenschaft  weit 
mehr  als  in  den  älteren  Ausgabeii  sich  anscUieiisende  Darstefiiing  der 
ebenen  und  sphärischen  Trigofiometrie  vomusg^schickt, 
itogegen,  was  jedenfaHs  nur  voUkomm^gebiMtgt  werden,  kano^ 
die  iti  den  älteren  Ausgaben  sich  findeade  Einleitung  in  die  Arith- 
metik und  Geometrie  ganz'  wegffelasseii  worden  ist,  dar^es  andere 
Bücher  genug  giebt,  äxt^  denen  die  Schüler  der  Navis&tioasschnlen 
diese  Dinge  auch  ganz  so,  wie  sie  dieselben  für  ihfeni  n&eUsten 
Zweck  gebitiu^heti^  erlernen  können.  Bei  der  fintwieketung  der. 
Beweist^  'd^r  Stize  in  beiden  Trtgonometrieen  hat  der  Herr:  Vf. 
sich  hattwlsäi^hlich  der*  oefMtructloiieybw  Metfaoderbedieut,  w 
weiss;' M'  'Ai^  fiedürfii$s«e  und  Wüneehe  dci^  Sohüferni  dseeen 
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DiDgeo  itiDigerniassen  kfmvt^  gm-in  deren  .latfereme,  da  veo  die- 
ser sehl:^  lacklbar^ti  ^meifiii  mit  einem  Behir  geisuod^  Yerstamle 
be^abteDiJUaüsäe  wön  rhtutftu ,  wtDo  m»  überhaupt  siiih  wis^eti- 
sofitäftHsheii' Best^bungteo  hiogi^ben  >  .stets  eine  vollkomtnen  deutU-. 
c^lutid  Idare^ dabeWaber.iauoh  mSgliefast  anschauliche  EAa$lebt 
in  die  NdtUTr  des  vGe^eBstandeisi  veriangt  ,mrd.  <  Unter  den  von 
dsm  Hteiai  .Vf. ,  gegebeneli  geometvlsoben  DarsteUungen  finde» 
sich)j>  BätneHUichi  in>.aer}sphärisehen  Tiigonometrie,  niehrere,  die 
«ich..{ii':eiQem/ive)tenen  Kreise  bekannt  2u  werden  verdienen , -sot 
wkiaubh^eine  grbstö  Anaahl  vollständig  ausgefflhrter  nnmerisciher 
BflisiMe/'die  TOD  allen  Lehrern  an  bübteceniUnterridil^anstalteif 
bei  ihrem  trigononletrifieheriUaterrfcbt^vortfaeilfcaß  beHUtzt  werden 
litlanen. '<—  Anf  die TrijBfonometrie folgt  die  Steuermanns-Kutide, 
und  wit.hönM»  ^ei»<Lehrem^  keineswegs  bloss  denen  an  Navir 
gatioBOsobiJto >  die  Vetsiebenniff  geben ^dass. sie  in  diesem  Ab- 
srimiltojeine  niflkt  gerififtO  fAdsanl' aligeAtein  interessantes 
tnigoBoiaetrischer  Aufgaben  fiodeo  werdctay  u.  A.  die  in  dem  Aiif- 
s^e  Nr.:  XXX«  in  diesem  Hefte  des  Archivs  behandelte  Aufgabe, 
fjiriintelebelHerr  Directoi*  Rütaker  sowohl  8.  72.  eine  eigne,^  als 
anbh'tlsL  81.' ^ioa  von 'Herrn  flofrath  Gauss  ihm  mitgetbwte  de^ 
gante  Auflösung  gegeben  hat.  Sämmtliebe.  Aufgaben  hi  -diese«!»  so 
irfe  Hbci:haiij»t  ,iA  alled  Abschnitton  skjd  durch  vollständig  aäsge- 
redmete'Beiiipiele  erlänt^t  —  .Auf  di0.  iSteuermanns-Kimde  fingt 
HBler  der  Ueberscbrift  Astrotnomisch«  Vorkenntnisse  eine 
sehr  deutliche >:;darch:  sehr  giite  ZeichluBgeQ  etii^terte.JE>of Stellung 
aller  derjenigen  Lehren  der  Astronomie^  welche  vjwrarfeUch  bei 
Beobachtinigen  ndthtg  siud^  w0btdi  wieder  viele  s^eee.  wrcb  nu- 
inevisohe  Beispiele  mäuterte  Au%abeO' iforkomEines,  »»'Aj^iSk  Ißl«, 
ll^s.Pothe»ot'sehen  Pro.blrä«ii'a.af.  der  Sphäver^:  mehret 
A)ii%kbeki  von  Gaules  u.  dei*gLv—  Auf  dieaen.  Abschnitt  .folgt  ihim 
der;  letiite  ««sftthrliehste  und:  wieblii^e  Theü  des  Werks,  welcher 
unter  der  Ueberschrift  AstroliomiAcJie  Schiffs^Rechnung 
eine  sehr  ausführliche,  im  höchsten  Grade  deutliche  und  durch  eine 
Meiige  aiasgifeieofaneter  Beispiele  erläutoiste  Darstellung Idet.nauti- 
sohen  Astroadmie  enthält,  iiirohei  wir  aber  bemerken  niüssen,  dass 
wir  d^r  Meibni^  sind>  dass ;  es  überhaupt  für  alle  dseji^igeiiv 
welche ,  blo/ss  mit  transportabeln  Instruitteaten  ^usgerüstel; 
sich  astikmomisehenBeobacntungen^  nameutUeh  Zeit ,  Langen*  und 
Breitenbestimmui^eB  widmen*  woUee,  kaum  :funen  besseren  prakti* 
sehen;  immer  aber  auf  die  streif  Theorie  aurückgebenden  Wegweiser 
ffdben  dürfte,  als  diesen  Theil  des  vorliegenden, Handbuchs,  wes- 
halb ivir.dasfltelbe  namenttidk  auch  allen  Lebrem  der  Mathematik 
Empfehlen»  d^.in  demselben. Altes  mit. grösster  Deutlichkeit  da» 

festelH  finden  werden,  was  für  den  vorher  .tiäher .  bezeiichneteii 
l'iteck  in^'Bezhg-;  auf  die  «zwedfimäsislgsteo  BeobaebtuOgs  -  tmd 
Aeehäiungflnfetlwaeii  ^  so  wie  auf  Kenntniss  deb  Gebüatiobs  und  der 
Beriichttgung!  der  lostrumente  zu  wissen  oöthig  ist  —  Eine  sehr 
vollständige  SamiilliiQgtibuttscher  Tafeln  (XXXVl  Tafeln  auf  531 
Seiten)  beaeU&e^seA' das  Werk,  von  denen  wieder  ganz  dieselbe 
Bctoerkung -cjOf /wie  vorher,  ,dal»s  diese  Tafeln  nHmUch,'  die  wir 
lekler''  der  tteschränkthmt  difs  Raums  wegen  hier  nicht  einzeln 
flfifilhren  können ,  überhaupt,  eine  filr  alle,  Beobachter  mit  transpoi^ 
tabeln  Instrumenten  sehr  nützKche  Skimmlungaatronoiaischer  Tafeln 
bildto.    :  i         . 
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Eisige«  dem  Herrn  VerfiMsers  TarMumretse  EigeothAnlidbe 
ist  scli#B  Torber  hervorgehobM  WMden.  Die  BesdMnktlieit  des 
RaoBis  erbuibt  qbs  mir  Dsch  miler  mehMrem  Asderes  «nf  die  Er^ 
kl&msg  der  Merkator'schen  PrejectIoD  (S.  8&  und  8«  8a),  dfie  Re- 
"    ^'      der  Zeit  des  Mittels  der  HShes  auf  dss  Mittel  der  Zeiten 


(8.  181.),  und  auf  die  ffir  Lingenbestinummmi  ss  wichtige  He* 
doetlon  der  Menddistansen  nebst  den  dasn  genSreaden  Taieln  h» 
snweisen.  Besonders  machen  wir  auch  nochmals  auf  die  dnrek 
das  ganse  Weric  meh  hindsrch  ziehende  mefaf'  'syaithetisehe  afe 
analytische  Methode,  nnd  die  erläuternden  an  die  besten  englisdiev 
Wcrae  fibflUcher  Art  erinnernden  Holzschnitte,  sor  wie  anch  auf 
die  grosse  Anzahl  numerischer  Beispiele  anfinerhsam« 

Vergfeichen  wir  endlich  im  Allgemeinen  diese  neueste  AniE^ahe 
mit  den  frfiheren,  so  zeichnet  sich  dieselbe  tot  diesen  durch  eiiiev 
weit  wissenschaftlicheren  Chivakter  anf  das  Vortheilbafteste  ans, 
ebne  dabei  etwas  von  ihrer  praktischen  Branohbarkeit  an  Terlhnen^ 
nnd  legt  dadurch  zugleich  ein  faScbst  etrireuliches  Zengnlss  Ten 
dem  4&igens  auch  anderweitig  hinreichend  bekannten  6u.  s.  i.  B^ 
das  V«irwoTt  des  Herrn  Conferenzraths  Schunmcber  zünerraRfinH 
kern  8te^*catalogNr  ''Hamburg  1843.  •  4.)  trefflichen  Zustande  der 
Hamburger  Navigatibnssehnle  ab* 

Ein  genaues  und  ToMständiges  DruckfehLervef seichniss  ist 
nsehtragföeh  «ocb  'gedruckt  worden,  und  wird  irön  den  BesitBeni 
des  Buchs  auf  dem^  Wege  des  Buchhandels  bezogen  werden  k9m 
nen,  worauf  wif  hier  besonders  hinzuireisenabsieMÜch  nicht  unter- 
btssen  wolle».' 

Je  Isehwerer  -es  für  einen  scharf  bMrinzten«  &eis  irun  Lesern 
sunSchst  1>estimmten  Büchern  gewOhntich  wird,  sieb  aUgeDheinem 
Eingang  zu  irerschaffen,  deislo  mehil  haben  wir  es  («Ir  unsere  Pflidit 

Schalten,  diejenigen  Leser*  des -Archrrs,  welche  sich  *  überiumpt 
r  die  Anwendunj^n  der  Mathematik  interessirenv^nf  das  voe* 
liegende  Werk  aufmerksam  zu  machen« 

Mittlere  Oerter  von  l^OOO  Fizstefnen  iur  den.An- 
fang  TOn  1886,  abgeleitet  aus  den  Beobachtungen  aul 
der  Hamburger  Sternwarte  von  Carl  Rfimker.  Harn« 
biirel843.    £,    Sthlr. 

Dieser  Fixstern- Catalog  ist  >Pirohi  nur  jetzt  erst  vollständig  in 
den  Buchhandel  gekommen.  AHe  Beobachtungen,  anf  denen  der- 
selbe beruhet,  sind  all^  von  Herrn  Rümker  an  dem  vortreffli^ 
chen  Repsold'schen  Meridian  <- Kreise  der  Hanibni^er  Stemwi^rte 
genmcht,  der  im  Jahre  1886  aufgestellt  wurde,  wemes  auch  der 
Onind  ist^  dass  alle  FixsternposÜionen  auf  den  Anfing  von  1836 
reducirt  worden  sind.  Es  lag  vorzüglich  in  Herrn  RÜmker^s  Ab* 
sieht,  die  noch  in  der  Histoire  Celeste  und  in  Bess«i's 
Zonen  vorkommenden  Lücken  zu  stanzen,  und  zu>dcB  in  diesea 
teicfaen  Sammlungen  aufgehäuften  Schätzen  neue  \liinzuzufäaei^ 
weshalb  dieser  Catalos:  wesentlich  nur  kleine' bisher  noch  nicbt 
bestimmte  Sterne  enthält,  ohne  dabei  schon  frflher  bestimmte 
Sterne ,  die  sich  dem  Beobachter  darboten,  aussuscbltessen.  I>aher 
wird  dieser  neue  S^emcatalog,  welchen  Herr  Cooferenzrath  Schu- 
macher in  Altena  auf  Herrn  ROmhers  Wunsch  mit  einem  Vor- 
wort begleitet  hat,  insbesondere  bei  Kometen -Beobachtnagen  kfinf- 
tig  unentbehrlich  sein,  weshalb  auch  vorzüglich  auf  solche  kleine 
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•Stwme  die  Anfinerfaianikfif  geclchtet.  #DidM  M^dift  bei  fMlieren 
Kometen»  z»6.  dem  IUlley*Bchdn ,  ale  VergjleichaDgesterne  gedient 
haben.  •■•         '.'•.:»' 

New.ton,  W.,  Familiär  Introduction  to  the  Science  of  Astl^o- 
nomy,  tllnstrated  liy  numerous  Diagrams;  to  wkich  are  ädded 
Problems  on  the  Use  of  the  Globes,  and  a  Description  of  the  Or- 
rery  and  Armillary  Sphere.    3d  edithra.    London  lo44.    12.    3  sh. 

Weilandy  C.F.,  der  nördliche  gestirnte  Himmel.—  Die  sicht- 
bare Seie^  dM^if^ftldl>««flHclie«  ^iiägUi.:yM£Mli:]I$^.  gr.  4. 
ä  14  Ngr. 

Dnbtts,  F.  J.,  Types  de  calculs  de  navigation  et  d'astronomie 
*avtiipie»  /Iiki4 .  Saini'Brieia,  .J848,,  9  tblr,  :M>  «gr.    ,  .  ;  . 
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Brandes^  H.  W.,  VorlesunÄ^n  über  die  Natiirlebre,  fSt  Le- 
ser^ denen  es  an  mathematischen  Vorkenntnissen  fehlt.  4. Lieferung 
mit  Kupfern,    gr.  8.    Leipzig  1844.    1  thlr.  :       / 

B'otto,  6.  D.5  Eletnenti  dl  fisicä  generale  esperlmentale  ad  uso 
delle  regle  sc^ole  dl  filosofia.    Torino  1843.    In  8.  4  tavote.  ä.  90. 

StSpeL  A.»  die  Lehre  vom  Magnetismus  Und  von  der  Elec- 
tricität^  rar  Lehrer  an  Mittelschulen  und  Freunde  der  Naturkunde, 
Tangermünde  1844:    Mit  2  Figurentafeln.    8.    16  ggr. 

H^rjger^  3,,  die  Systeme  der  magnetischen  Curven^  Isogonen 
und  Isodybamen^'  nebst  anderweitigen  empyrischen  Forschungen 
Über  die  magnetischpolaren  Kräfte,  ausgel^brt  in  37  graph.  Darstel- 
lungen auf  31  T)afbln  in  Folio.    Leipzig  1844.    1.  Lieferg.    3  thlr. 

Lärdnet  and  Walker^  Treatise  on  iÜectrleity^  Magnetism 
and  Meteorology.    2  vol.  London  1844    8.    l^K  s. 

Haldat;  docteuir  de,  Recfaercbes,  sur  la  concentratioti  de'ia 
force  magu^tique  vers  les  isürfaces  des  corps  magn^tis^s.  In  8. 
Nanci  1845. 

Nuovo  tgrometro.  memoria  dei  professore  6.' Alessandro  Ma- 
jocchi. Estratta  dagli-Atanali  dl  flsica,  chimica  etc.  '  In  8.  ^on 
e  tavola  litografica.    . 

Kämtz,  L.  F.;  A  complete  course  of  Meteorology.  Wtth 
Notes  by  Martins ,  and  an  appendice  by  L.  Laianne.  Translated, 
with  addfitions,  by  Charles  v.  Walker.  1  vol.  post  8vb  15  Plates. 
London  1844.    12  s.  6  d. 
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ChavadncB  d«ila  iiäfaiadidirey  Im  Vkipinr  d^t«  ga  «d^oorsHe 
jiifl^o*!  1IM  ioonl  Ree«iiH$  UstoHqiie  '*d«'  amn  appticatibD  aux 
usines^  etc.    In  18.  plus  une  pl.    Tours  1844.  ' 

Oersteds  Naturlare..    2  H«    Copenhageu  1S14.    90  s. 
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Matlieiiialisclie  Psyclioloflrie. 


♦i 


Neue  Behäadlutig  des  imathematiach  -  p^ycholagi- 
scheo  Problems  von  der  Bewegung  einfacnerVorstel- 
iungen^  welche  nach  einander  in  die  Seele  eintreten. 
Zugleich  als  Beitrag  zu  einer  schärfern  Begründung 
der    mathematischen    Psychologie    Herbarts.      Von 

Theodor  Wittstein^  9r;PbH*    Hannover  1845.    4. 

Bekanntlich  hat  Herbart  def  Psychologie  eine  mathematische 
Grundlage  zu  geben  und  diese  Wissenschaft  dadurch  schärfer  als 
früher  zu  begründen  gesucht.  Unter  den  Mathematikern,  die  sonst 
mit  Recht,  so  gern  Alles,  eifrig,  ejcgreifen,  was  eine  neue  Anwendung 
ihrer  Wls^ensejiaft  darzubieten  verspricht^  ist  indessj,  so  viel  uns 
bekannt  geworden  ist,  bis  Jetzt  nur  Herr  Professor  Drobisch 
in  Leipzig  mit  Glück  auf  dem  von  Her  hart  eingeschlagenen  Wege 
weiter  gegangen«  Daher  ist  es  sehr  erfreulich,  d^ss  nun  aueh  dei; 
fierr  Vf.  der  vorliegenden  Schrift  seinen  Scharfsmpi  dieser  qj^i^en 
Anwendung  der  Lehren  cler  Mathematik  zuwendet.  Auch  ist'Uie* 
selbe  aUen  denen ,  welche  die  raathematisclie  Psychologie  noch 

far  nicht  kennen,  vorzüglich  deshalb  zu  empfehlen,  weil  aer  Herr 
T.,  ohne  sonst  irgend  etwas  vorauszusetzen,  von  den  ersten  Be- 
griffen beginnt  unu  namentlich  auch ,  was  insbesondere  die  Mathe- 
matiker dankbar  erkennen  T^erden,  alle  diejemgen  Sätz^^  deutlich 
und  bestimmt  hervorbebt,  welche  als  A;ciome  der  heuen  Wissen- 
schaft zum  Grunde  gele^  werden;  denn  nur  auf  diese, Weise  wird 
es  muglich,  über  die  Sicherheit  und  Strenge  der  weiteren  Betrach- 
tungen gehörig  urtheilen  zu  können.  Ausser  der  erwähnten  kurzen 
Darstellung  der  Elemente  der  mathematischen .  PsycboJeigie  über^ 
haupt,  welche  den  Inhalt  der  Vorbegri  ffe/und  der  ersten  qpd 
zweiten  Abtheilung  biTdet ,  wird  dann  ' in  der  dritten  Ahthei- 
l^ng  noch  eine  neue^  von  den  v.oa  Herbart  selbst  und  nachher 
yoa  Drobisch  in  der  Schrift  Quaestionuin  mathemat'ico- 
psychologicarum  Fase.  L  Spec.  IV.  gegebenen  Auflosungen 
verschiedene,  Auflösung  des  auf  dem  Titel  näher  bezeichneten  psy- 
cholo^chen  Problems  gqe^ebea.  Je  mehr  e^  allerdings  zu  wün- 
schen ist,  dass,  imme^  mehr  Kräfte  sich  der  vireiteren  Bearbei- 
tung der  mathemafischen  Psychologie  zuwendend  desto  mehr  em- 
pfehlen wir  den  Lesern  des  Archivs  neben  den  früherh  Schriften 
von  Drpbis.ch  auch  die  vorliegende  Schrift. 


lilterarteelLer  nevtcEMt. 


Velier  mathemathlsche  Methode« 


.  Untersuchuneen  über  die  wissenschaftliche  Me- 
thode mit  besonderer  Anwendung  auf  die  Mathematik, 
von  Dr.  Aloys  Mayr,^  uffen^ichem  ordentlichem  Pro- 
fessor der  Mathematik  und  Astronomie  an  der  Julius- 
Maximilians  -  Universität  zu  Würzburg,  Würzburff. 
1845.    8.    1  Thlr.  12  ggr. 

In  den  nachfolgenden  Untersuchungen,  sagt  der  Herr  Vf.  in 
der  Vorrede  5  habe  ich  die  wesentlichsten  Fragen  über  die  wissen- 
schaftliche Methode  erörtert,  die  Fragen  über  die  Hilfsmittel  des 
Denkens,  über  die  Detinttionen  und  Zeichensprachen,  über  die 
Axiome  und  Beweise,  über  die  Auffindung  aer  Lehrsätze  und 
über  die  Etementarii^inins  und  Ordnung  al^er  Wissenschaften. 
Mehrere  dieser  Fragen  habe  ich  von  einem  neuen  Gesichtspunkte 
aus  betrachtet,  wie  die  Lehren  über  die  Zeichen  und  Axiome;  für 
andere ,  wie  für  die  Lehren  über  die  Analogie  und  Induction,  habe 
ich  bestimmte  und  unabänderliche  Gesetze  festzustellen  sesucht» 
Ich  war  bemüht,  die  Beweise,  sowohl  die  directen  als  aie  indi- 
recfen,  ihrem  innersten  Wesen  nach  aus  einander  zu  setzen,  und 

fieichsam  zu  zergliedern,  und  den  ganzen  Vorgang,  wie  er  in  allem 
l^enken  stattfindet,  und  immerdar  stattfinden  wird,  zu  enthüllen 
und  aufzudecken.  Vor  allem  wünsche  ich  aber,  dass  die  Unter- 
suchungen über  die  bestimmten,  der  Mathematik coordinirten,  Ver- 
nunft -  Wissenschaften  beachtet,  und  einer  ernsten  Prüfui^  unter- 
worfen werden  mögen.  Ich  habe  die  Lehren  über  die  Methode 
mit  beständrger  Rücksicht  auf  die  Mathematik  untersucht  und  vor- 
getragen ,  und  idie  gefundenen  Resultate  in  dieser  sichersten  und 
am  meisten  vorgeschrittenen  Wissenschaft  zu  erproben  gesucht, 
einmal  weil  in  ihr  die  meisten  Aussichten  auf  einen  gunstigen 
Erfolg  gegeben  sind,  und  dann,  weil  es  besser  ist,  sogleich  zu  ' 
bestimmten  Ubtersuchungen  überzugehen,  und  die  strengen  For- 
derungen der  Methode  an  sich  selber  zu  stellen,  anstatt  dje^ Un- 
tersuchungen Im  Allgemeinen  zu  halten,  und  Forderungen  an  An- 
dere zu  machen,  die  man  vorher  nicht  an  sich  selber  gemacht  hat 
Endlich  kann  es  für  eine  allgemeine  Methodenlehre  nur  erwünscht 
sein,  wenn  sie  die  Probe  einer  wirklichen  Wissenschaft  aushalten 
kann.  Uebrigens  bio  ich  bemüht  gewej^en ,  die  Gesetze  in  solcher 
AUflmaeinheit  zu  entwickeln,  dass  sie  nicht  für  die  Ahthematik 
allem,  sondern  für  alle  "^Vtssenscbafleo  gelteii  mögen. 

Baad  VI.  - 
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Ueber  diese  Torzussweise  ein  philosophisches  Interesse  in 
Anspruch  nehmende  »Thrill,  deren  eigentliche  Tendenz  vorher 
absichtlich  mit  den  eigenen  Worten  des  Herrn  Vfs.  angegeben  wor-. 
den  ist,  ein  bestimmtes  Urtheil  auszusprechen ,  darf  sicii  der  Un- 
terzeichnete nicht  anmaassen ,  weil  strenge  gründliche  umfassendere 
philosophische  Studien  ihm  seit  längerer  Zeit  ferner  gelegen  haben. 
Aber  so  viel  darf  derselbe  versichern,  dass  ihn  bei  der  Lecture 
dieser  Schrift  die  nüchterne  und  deutliche ,  mehr  an  ältere  philoso- 
phische Schulen  erinnernde,  ein  vages  philosophisches  luisonne- 
ment  überall  verschmähende  Darstellung  wofalthuend  angesprochen, 
und  er  selbst  aus  derselben  manche  Belehrung  geschöpft  nat.  Er 
wünscht  daher  auch,  dass  diese  Schrift  insbesondere  auch  von 
Lehrern  der  Mathematik  an  höhera  ünterrichtsaDstalten  niclit  ganz 
unbeachtet  bleiben  nvlige,  welches  öfters  das  unverdiente  Loos 
solcher '  die  Philosophie  mit  der  Mathematik  in  Verbindung  brin- 
genden oder  die  erstere  auf  die  letztere  anwendenden  Schriften  zu 
sein  pflegt.  Auch  glaubt  derselbe,  dass  die  Mathematiker  in  der 
vorliegenden  Schrift  mehr  für  ihre  Wissenschaft  wirklich  Erspriess- 
liebes  finden  werden,  als  in  manchen  andern  zu  seiner  Kenntniss 
gekommenen  Schriften  von  ähnlicher  Tendenz,  so  sehr . dieselben 
auch  oft  auf  einem  hohen  Kothurn  einherschreiten  mögen. 

G. 


desehlchte  der  Mathemalik. 


Storia  deHa  scienze  matematiche  in  Italia,  di  Gogfielmo  Libri. 
Versione  di  Luigi  Masicri  dottore  in  fisica  e  matematica. —  Milano 
1843—44.    Puntata  V  e  VI.    In  8.    1.  30. 

(M.  s.  Literar.  Bericht  Nr.  XVII.  S.  257.) 


Systeme,  Iiehr-  und  IFörterlbficIier« 


Rost,  F.  M.,  die  Elemente  der  Zahlen  und  Raumgrussen' 
lehre.  I.  Band.  Arithmetik  und  ebene  Geometrie.  2te  vermehrte 
Aufl.  mit  3  Figurentafeln,    gr.  8.    Berlin  1845.    1  Thlr.  16  ggr. 

Lehmus,  Dr.  D.  C.  L.,'  die  reine  Mathematik  und  die  ipecha" 
nischen  Wissenschaften.  — *  Zum  Leitfaden   für  den  Lehrer,  zur 
Ergänzung    für  den   Schüler    bearbeitet.      Mit  einer  Fisurentafel. 
.gr.  8.    Berlin  1845.    1  Thlr.  12  ggr. 

Re^naud,  Baron,  Trait^  äl^mentaire  de  math^matiques  et 
de  physique  suivi  de  notions  sur  la  chimie  et  sur  rastronomie. 
4^me  edition.    Tom.  I.    Paris  1845.    7  fr.  50  c. 
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Christie»  S.  H.,  Eiementaiy  Course  of  Mathematics^  foc  the 
use  of  the  Royal  Military  Academy»  aod  for  Students  io  geoeral. 
V6l.  I.  Arithmetic  and  Algebra.    8yo.,   London  1845.    21  s. 

Etementi'  di  matematica ,  continenti  raritmetica,  la  geometria 
«olida  e  piana  ela  trigonometria  plana  e  sferia.  Napoli.  Quattro 
FoJumi  in  8.    11.  20. 


AritlimeUk. 


Pelllat^  A.  Examen  critique  de  rarithm^tiqae  et  expositioQ 
de  la  th^orie  rationelle  de  cette  science.  Memoire  adress^  a  Tacad. 
des  Sciences.    Paris  1845.    4.    40  cent. 

Ohm,  Dr.  Martin^  Kurses ^  grü^idliches  und  leichtfassliches 
Rechnenbuch  9  brauchbar  in  allen  Bürger -^  Gewerbs-  und  Militair- 
Schulen,  besonders  aber  an  lateinischen  Schulen,  und  Gymnasien. 
Nebst  einem  Anhange^  Tabellen  IkurVergleichungder  Maasse  und 
Gewichte  verschiedener  Länder  und  namentlich  der  Zollvereins- 
Staaten  enthaltend.  Zweite  vermehrte  und  verbesserte  Auflage. 
Erlangen  1845.    gr.  8.    10  ggr. 

Emerson's  Unterricht  im  Kopfrechnen ,  fiir  deutsche  Schu- 
len bearbeitet  von  Dr*  Bassler.    8vo.    Leipzig  1845.    6  ggr. 

Francoeur,  L.  ß.  Tratte  d'arithm^tique  appliquäe  ä  la 
baaque,  au  commerce»  k  Tindustrie  etc.    in  8.    Paris  lo45.     4  fr. 

^  Exercises  in  Arithmetic,  after  the  Method  of  Pestalozzi.  Lon- 
don 1844.    1  s.  6  d. 

Lübsen'»  H.  B.,  ausführliches  Lehrbuch  der  Arithmetik  und 
Algebra,  zum  Selbstunterricht  und  mit  Rücksicht  auf  die  Zwecke 
des  prakt.  Lebens  bearbeitet.  2te  verb.  und  verm.  Aufl.  gr.  8. 
Oldenburg  1845.    1  thlr.  8  ggr. 

LefeburedeFourcy,  Le^ons  d'algebre.  Cinqui^me  Edi- 
tion.   In  &    Paris  1844.    7  fr.  50  c. 

Yoüng,  J.  R.  An  Elementary  Treatise  on  Algebra,  Theore- 
tical  and  Practical;  with  an  Appendix  on  Probabuities  and  Life 
Annuities.    4.  edit,  considerably  enlarged.  12mo.  Lond.  44.    6  sh. 

Arndt,  J.  A.;  Beispiele  und  Aufgaben  aus  allen  Theilen  der 
Arithmetik  und  Algebra.  ,2.  Aufl.  gr.8.  Leipzig  1845.  1  thlr.  6  ggr. 

Die  ertte  Auflage  dieser  zu  empfehlenden  AofgabeiMiammlaag  isi  ini 
Litenu^ischeo  Bericht.  Nr.  II.  S.  25.  angezeigt 
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PoiDSot^  M. ,  ReflexHHis  sar  l«s  priocipes  foudanieotatiic  de 
ht  thöorie  des  nombres.    (Aus  LiouviUes  Joarnal.) 

Theorie  der  independenten  Darstellung  der.h über o 
DiffereDtialquotienten.  Voo  Reiohold  Hoppe.  Leip- 
zig. 1845.    a    1  thlr. 

Es  ist  in  dem  Archive  öfters  darauf  hingewiesen  worden,  wie  sehr 
in  der  Analysis  noch  eine  vollständigere  Ausführung  der  Lehre  von 
den  hobern  Differentialauotienten,  naTnentlicb  eine  Darstellung 
derselben  für  die  verscniedenen  Functionsformen  in  allgemeinen 
Formeln  zu  wünschen  sei.  Denn  wenn  auch  fiir  die  ältere  Ana- 
lysis diese  Lehre  von  geringerer  Bedeutung  war,  weil  bei  den 
Keihenentwickelungen  durch  den  Madaurhi^schen  Satz  die  Unter 
suchung  der  Convergenz  oder  Divergenz  der  Reihe  auf  eine  unver- 
zeihliche Weise  bei  Seite  gesetzt  wurde,  und  deshalb  bloss  die 
Werthe  der  DifferentialquotienteD  von  den  verschiedeoea  Giaden 
für  den  speciellen  Werth  Kuli  der  unabhängigen  veränderlichen 
Grosse  zur  Anwendung  kamen,  so  erfordert  doch  das  gegenwär» 
tige  strengere  Verfahren  der  neueren  Analysis  bei  der  nicht  mehr 
^u  umgehenden  Entwickelung  des  sogenannten  Restes  dfit  Maclau- 
fin'schen  Reihe  durchaus  die  Kenntnis»  des  allgemeinen  nten  Dif- 
ferentiafanotienten  der  betretenden  Function  in  seiner  allgemeinsten 
Gestalt  rar  jeden  Werth  der  unabhängigen  veränderlichen  Grösse 
^,  oder  die  allgemeine  Darstellung  dieses  nten  Differentialquo- 
tienten in  independenter  Form  als  Function  von  jr.  Uebrigens 
aber  ist  die  Kenntnis^  der  allgemeinen  Werthe  der  hohem  Diffe«* 
rentialquotienten  auch  noch  für  manche  andere  Geschäfte  der  Ana- 
lysis von  Wichtigkeit.  Daher  halten  wir  es  für  ein  verdienst- 
liches Unternehmen,  das$  der  Herr  Vf.  der  vorliegenden  Schrift 
in  derselben  die  Theorie  der  independenten  Darstellung  der  hohem 
Differentialquotienten  in  einer  solcheti  Ausführlichkeit  im  Zusam- 
menhange zu  entwickeln  versucht  hat,  wie  aies  früher  noch  nicht 
geschehen  ist.  Das  wissenschaftliche  Interesse. dieser  ven  dem 
mathematischen  Scharfsinne  des  Herrn  Vfs*  und  seiner  Gewandt- 
heit in  analytischen  Entwickelung^n »  namentlich  auch  in  der  Zu- 
rückfiihrung  sehr  zusammengesetzter  Ausdrücke,  auf  einfachere 
Formen,  theilweise  durch  Einführung .  zweckmässiger  Bezeichnun- 
gen, ein  recht  erfreuliches  Zeugoiss  ablegenden  Schrift  wird  aber 
jedenfalls  besonders  noch  dadurch  erhöhet,  dass  es  demselben 
gelungen  ist,  eine  allgemeine  Methode  zur  HerMtung  aUgemeiner 
Ausdrücke  für  die  höhern  Differentialquotienten  zu  finden  >  und  die- 
ses ^anze  Geschäft,  mehr  als  dies  bisher  geschehen  ist,  auf  all- 
gemeine Principien  zurückzuführen  und,  gewissermassen  wenigstens, 
zu  einer  eigentnümlichen  Rechnungsmethode  abzurunden,  worüber 
hier  nach  dem  Zwecke  und  der  ganzen  Anlage  dieser  Literarischen 
Berichte  leider  etwas  Näheres  nicht  beigebracht '  wefden  kann, 
sondern  auf  die  Schrift  selbst  verwiesen  werden  muss.  Nur  so 
viel  wollen  wir  bemerken ,  dass  in  der  Einleitung  die  Theorie  des 
Summenzeichens  ausführlich  entwickelt,  und  ^.  von  den  einfachen 
Summen;  S^.  von  den  Doppel^ummen ;  C.  von  den  vielfachen  Sum- 
men; p.  von  der  Anwendung  des  Summenzeichens  auf  Summen 
unendlicher  Reihen;  £.  vou  der  Anwendung  des  Svmmenzelch^os 
zur  Multiplication  der  Reihen,  gehandelt  worden  ist    Ausser  den 
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ihm  eigenthümlichen  UotersuchungeD  hat  der  Herr  Vf.  auch  die 
mehr  vereinzelt  steheodeu  Arbeiten  seiner  Vorgänger  nicht  unhe- 
rficksichtigt  gelassen,  und  hesenders  im  leiztea  (vierundzwanzi^sten) 
Kapitel  ron  denselben  gehandelt >  wenn  wir  auch  der  Meinung 
sein  müssen,  dass  er  in  dieser  Beziehung  noch  etwas  mehr  hätte 
thun  können,  was  aber  wohl  zumTheil  in  einer  besonders  bei  jün- 

feren  Gelehrten  leicht  zu   entschulttigenden ,   nicht   Toliständigen 
[enatoiss  der  betreffenden  Literatur  /seinen  Orund  hs^ben  mag. 

Ausser  wegen  ihres  vorher  feeryorgehobeoen  aHgemeio  wissoi«» 
9chaftKehen  Interesses  glauben  wir  die  vorliegende  Schrift  aueh 
a4len  den  Studirenden,  'W€lche,  nachdem  sie  einen  Cursus  der 
Differentialrechnung  gehört  haben  ^  sich  in  diesem  wichtigen  Theile 
der  höheren  Analysis  noch  mehr  festsetzen  und  Debung  In  allge- 
meinen analytischen  Entwickelungen  erwerben  wollen,  aus  lieber- 
aseu^ng  empfehlen  zu  dürfen,  indem  sie  a\is  dem  auf  verständige 
Weise  betriebenen  Studium  derselben  gewiss  einen  weit  grösseren 
ond  wMt  reellern  Gewinn  für  ihre  weitere  Ausbildung  schöpfen 
werden^  als  aus  den  gewöhnlichen  Beispielsammlungeo ,  weshalb 
wir  wünschen,  däss  diese  Schrift  in  die  Hände  recht  vieler  solcher 
(^tudirender  kommen  möge. 

Zugleich  haben  wir  durch  die  vorhergehende  etwas  ansfülw* 
iichere  Anzeige  dem  Herrn  Vf.  das  Interesse,  mit  welchem  wir 
.seine  Schrift  gelesen  haben,  an  den  Tag  legen  wollen. 

Thomas  Tat«,  Treatise  on  Factorial  Analysis,  with  th# 
Summatioii  of  Sertes ;  cootainiag  New  Developmenis  of  FunctioM 
etc.    London  1845.    4  sh. 

In  der  neuesten  Nummer  der  astronomischen  Nachrichten  (N4^ 
629.  Bd.XXlU.  S.  1.)  empfiehlt  Herr  Geheimerath  B esset  als  4if 
besten  jetzt  existirenden  logarithmischen  und  trigonemetri sehen 
Tafeln  unter  denen,  welche 'die  trigonometrischen  Lioien  von  Se* 
cunde  zu  Secunde  bis  auf  sieben  Ded malen  enthalten«  die  kürz^- 
lieh  voo  <dem  in  Diensten  der  Ostindischen  CempagDie  stehendea 
Capitain  Herrn  Shortrede  herausgegebenen,  schon  im  Lite- 
rarischen Berichte  Nr.  XIX.  S.  291.  kurz  angezeigten,  Tafeln.  So 
hald  ich  selbst  diese  Tafeln  erhalten  habe,  werde  ich  von  den- 
selben eine  ausführlichere  Anzeige  iq  dem  Literarischen  Berichte 
liefern.  G. 

J.  A.  Hansen,  (Onderwyzer  in  de  Wiskunde  te  Deventer.) 
Tafeis  ten  dienste  bij  het  meetkunstig  rekenen,  bevattende  de  Kwa- 
draten  en  Kubieken,  deKwadraat-  en  Kubiekwortels ,  en  de  Loga- 
rithmen der  getaUen  van  1  tot  1000;  benevensde  Logarithmus- 
jSinus  en  Tangen ,  voor  de  vijf  eerste  of  laatste  graden  voot  elke 
mimiut,  overigens  van  10  tot  10  minuten;  kl.  8vo.  Te  Bevepter, 
bij  J.  P.  Brinkgreve.    1844.    f  0,40. 

Böhm,  J.  G.,  logarithmisch  -  trigonometrisches  Handbuch. 
,gr.  8.    Innsbruck,  1845.    14  ggr. 
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Oeometrle. 


Eiemeote  der  Geometrie«  oder  theoretisch?»  und 
praktische  PlaDimeti^ie.  von  Dr.  Constaot  Wurzbach, 
vormals  Ofricier  in  der  k.  k.  Armee«  gegenwärtig  Uni- 
versitäts-Bibliothek.s-Scriptor  und  Ktitgjied  der  phi- 
losophischen Facultät  an  der  k.  k.  Franzens  Universi* 
tat  zu  Lemberg.  Mit  352  Figuren  auf  19  Tafeln.  Lem- 
berg  1845.    8.    1  thlr.  12  ggr. 

Diese  zunächst  für  den  Gebrauch  solcher  Zöglinge »  nelche 
sich  zum  Eintritt  in's  Militair  vorbereiten,  bestimmte  Schrift  eot-/ 
hält«  ohne  irgend  eine  besondere  Eigenthümlichkeit«  die  gewöhnli- 
chen Elemente  der  ebenen  Geometrie  und  die  ersten  Anfangsgrunde 
des  Feldmessens ,  so  weit  dabei  trigonometrische  Kenntnisse  nicht 
in  Anspruch  genommen  werden«  in  leicht  verstäudlicher  Darstellung. 
Ausser  den  gewöhnlichen  Messinstrumenten  sind  in  der  Lehre  vom 
Feldmessen  auch  einige  andere  kleine«  aber  zweckmässig  eingerich- 
tete Instrumente  beschrieben«  wie  z«  B.  der  sogenannte  Katopter  zum 
Abstecken  senkrechter  Ordinaten  auf  einer  gesehenen  Abscissen- 
linie«  welcher  bekanntlich  aus  nichts  weiter  als  aus  einem  gegen 
ein^  bestimmte  Visirlinie  unter  einem  Winkel  von  45^  geneigten 
ebenen  Spiegel  besteht  und  hiernach  gewiss  leicht  von  einem  Jeden 
selbst  construirt  werden  kann«  aber  allerdings  allgemeiner  als 
bisher  eingeführt  zu  werden  verdient «  da  er  die  Stelle  des 
Winkelkreuzes  oder  der  Kreuzscheibe  vertreten  kann«  und  vor 
letzterer  jedenfalls  den  Vortheil  der  weit  leichteren  Traosportabili- 
tät  besitzt«  da  man'  ihn  in  der  Tasche  bei  sich  tragen  kann.  Ge- 
wiss wird  übrigens  die  Genauigkeit  dieses  kleinen  sehr  zweckmäs- 
sigen. Instruments  erhöhet  werden «  wenn  man  es  mit  einem  kleinen 
Fernrohre  versieht  und  die  nöthige  Vorrichtung  zur  Correction  der 
Lage  des  Spiegels  gegen  die  Visirlinie  anzubringen  nicht  vwsäumt« 
Alles  natürlich  auf  die  einfachste  Weise. 

Die  harmonis'chen  Verhältnisse.  Ein  Beitrag  zur 
neueren  Geometrie  von  C.  Adams  (Lehrer  der  Mathe- 
matik an  der  Gewerbsschule  zu  Wi  nterthur).  Erster 
Theil.    Mit  4  Kupfertafeln.    Winterthur  1845.    8. 

Seiner  Lehre  von  den  Transversalen«  welche  die  Leser  des 
Archivs  aus  Nr.  XV.  des  Literarischen  Berichts.  S.  230.  Icennen« 
lässt  der  Herr  Vf.  jetzt  die  vorliegende  Schrift  über  die  harmoni- 
schen Verhältnisse  folgen«  deren  erster Theif  den  iolgenden  Inhalt 
hat:  Erster  Abschnitt.  Die  Verhältnisse  und  Strahlenbüschel; 
a)  das  harmonische  Verhälthiss;  b)  das  anharmonische  Verhältniss ; 
c)  die  Involution.  Zweiter  Abschnitt.  Anwendung  der  harmoni- 
schen Verhältnisse  auf  geometrische  Figuren  •:  a)  geradlinige  Figu- 
ren; b)*  der  Kreis.  —  Der  zweite  künftig  erscheinende  Theil  mrd 
die  harmonischen  Verhältnisse  des  körperlichen  Raumes«  und  eine 
ausführliche  Theorie  der  Kegelschnitte«  der  dritte  (vielleicht 
noch  erscheinende  Theil)  die  Theorie  der  Flächen  des  zweiten 
Grades  enthalten.    Der  Herr  Vf.  bezeichnet  in .  der  sehr  lesenswer- 
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tken  Vorrede,  in  welcher  er  das  V^kältoiss  der  Slteren  und  neue- 
req  Geometiie  zu  einaDder  auf  eine 5  wie  e»  uns  scheint,  sehr 
richtige.  Weise  würdigt,  dieses  Werk  im  Allgemeinen  a|s  einen 
Versuch,  in  einem  einzelnen  Zweite  die  neuere  Geometrie  so  mit 
der  alten  zu  verschmelzen,  dass  jene  ihren  Charakter  der  Alige- 
meinheit, diese  ihre  woblhegrfindete  Strenee  der  Form  beibehält, 
und  dennoch  beide  ein  eng  verbondenes,  abgeschlossenes  und  or- 
ganisches Ganze  bilden,  wobei  sich  von  selbst  verstehe,  dass  er 
die  vorhandenen  ihm  zugänglichen  Hülfsquellen  benutzt  habe,  dass 
aber  manche  Partieen,  wie  z.  B.  die  CoUineation,  in  ganz  neuer, 
rein  geometrischer,  Darstellung  erscheinen.  Wir  können  diesem 
Zwecke,  welchen  der  Herr  Vf.  sich  bei  dem  vorliegenden  Werke, 
und  auch  schon  früher  bei  seiner  Lehre  von  den  Transversalen- 
voi^esetzt  hat,  nicht  bloss  unsern  vollkommenen  Beifall  geben, 
sondern  haben  von  jeher  selbst  die  Ueberzeugung  gehabt,  dass 
eine  solche  Verschmelzung  der  sogenannten  neueren  Geometrie 
mit  der  alten  dringend  Notn  thue,  wenn  erstere  wahrhaft  frucht- 
bringend wirken  soll,  weshalb  wir  der  Meinung  sind^  dass  di^e 
vorliegende,  von  uns  freudig  begrüsste  Schrift,  einem  wahren  Be- 
durfnisse tbeiiweise  abhelfe,  und  der  Herr  Vf.  alle  Ermunterung 
verdiene,  auf  dem  betretenen  Wegt  rüstig  vorwärts  zu  schreiten. 
Zugleich  wird  er^dann  sehr  dankeoswerthe  Vorarbeiten  zu  einem 
das  ganze  Feld  der  Wissenschaft  umfassenden,  völlig  consequent 
durchgeführten  Lehrgebäude  der  Geometrie  liefern,  welches  frei- 
lich immer  noch  ein  sehr  fühlbares  Bedürfniss  bleibt,  wie  der 
Herr  Vf.  auch  selbst  in  der  Vorrede  angedeutet  hat.  Dass  die 
rechte  Zeit  zur  Herausgabe  eines  solchen  grossen  Werks  aber 
noch  nicht  gekommen  ist,  davon  sind  wir  ebenfalls  vollkommen 
überzeugt. 

Die  Darstellung  in  der  vorliegenden  Schrift  ist  sehr  deutlich, 
«infach  und  streng,  und  dass  dabei  überall  die  euklidiscl^e 
Methode,  welche  ihr  altes  wohlbegründetes  Ansehen,  so  viel  man 
dasselbe  ^uch  zu  schmälern  sich  von  manchen  Seiten  her  bemühen 
mag,  doch  gewiss  nieftials  verlieren  wird,  befolgt  worden  ist,  ver« 
dient  besondere  Anerkennuns,  und  wird  gewiss  zur  Erhöhung  des 
Nutzens,  welchen  der  Herr  Vf.  durch  diese  Schrift  zu  stiften  beab-r 
sichtigt  und  gewiss  auch  stiften  wird,  wesentlich  beitragen.  Eben 
so  war  es  der  Tendenz  derselben  völlig  angemessen,  dass  analyti- 
sche oder  vielmehr  sich  algebraischer  Hülfsmittel  bedienende  Be- 
trachtungen ganz  ausgeschlossen  worden  siQd,  und  die  Darstellung 
durch  Proportionen  nach  der  Weise  der  Alten  consequent  durch- 
geführt worden  ist.  Dass  endlich  auch  manches  Neue  in  dieser 
sieh  auch  durch  ihre  äussere  Ausstattung  sehr  empfehlenden  iSchrift 
enthalten  ist,  haben  wir  schon  oben  angedeutet. 

Wir  glauben  daher,  dass  diese  Schrift  in  jeder  Beziehung  den 
Liebhabern  der  feineren  Geometrie  empfohlen  zu  werden  verdient, 
und  auch  wegen  ihrer  grossen  DeutlichKeit  von  gründlich  vorberei- 
teten Schülern  zu  ihrer  weitem  geometrischen  Ausbildung  mit 
frossem  Vortheil  benutzt  Sverden  kann ,  eben  so  wie  des  Herrn 
^fs.  früher  erschienene  Lehre  von  den  Transversalen. 

Lentherie,  Cours  de  geometrie  theorique  et  pratique.  Mont- 
pellier 1845.    In  8,    Avec  9  planches.    4  fr. 

Demonstration  geomi^trique   de    la    fausset^  de    ce  principe: 
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Dans  toat  trfaiigle  les  angles  ^gßxxK  wmt  opposte  k  das  cdMs 
^ganx,  et  rMpromcineiit,  sur  leqael  vepiMeat  noimracc  th^ovtoias. 
A^ec  teires.  R^forme  de  la  g^kmiätrie.  Prämier  age.  In  8. 
Tonra  1644. 

IvMxes  reffuliere,  irri^aiiers  et  coqie  fonds  formaBt  eatre  eux  plus 
ae  120  poly^dres,  appnquea  a  fetade  de  la  c^omcHrie,  etc.  la  Jb^ 
avec  1-2  pl.    Paris  1814. 


G. P.  Daodelin,  ftUmoire  siir  quelqaee  points  de  metapbY» 
aiqae  geometrique  preaent^  ä  l'acad.  le  B.  Dec  Bcaxelles  184z. 
4^  mit  3  Taf.  ( Aocli  im  17.  Bande  der  , Jfoaveattx  m^moires  de 
l'acad.  de  Bmx.''  abgedruckt). 

Güiot,  Auguste^  Elemens  de  perspective  B»eaire»  compre- 
DUDt  la  tb^rie  et  les  procedes  pmtiqoee  de  cette  je^cieoce,  etc. 
In  8.  plus  UD  atlaa  io  4.  oblong  d'ua  quart  de  feuille  et  37  pL 
Paris  1845.    15  Fr. 

T  b  0  m  s  o  n ,  J.,  First  Six  and  tbe  Eleventb  and  Twelftb  Books 
of  Euclid*s  Elements ,  with  Nots  aod  Illustrations ,  the  Elements 
ef  Plane  Trigooometrv ,  and  an  Appendix;  in  Four  Books.  3d  edi- 
tiom  Part  1.  containmg  the  First  oix  Books  of  Euclid,  and  the 
Elements  of  Plane  Trigonometry.  12.  Loudon  1844.    3  s. 

The  Elements  of  Euctid ;  containing  the  First  Six  Books ,  and 
tbe  First  Twentv-one  Propositions  of  the  Eleventh' Books.  With 
the  Planes  Shad.ed.  From  the  Text  of  Dr.  Simson.  12.  Cambridge 
1845.    6  s. 

W.  Rutherford  &  S.  Fenwick,  elementary  Propositions  in 
the  geometry  of  -Coordinates,  beth  of  trro  and  tnree  diraensions. 
London.   1845.    2  sh.  6  d. 

Dietrich,  Carl,  ani^iscbe  Geometrie  a«f  der  Kugel,  gr.  8. 
mit  1  Figurentafel,  Berlin  1843.    8  ggr. 

A  Treatise  on  tbe  Application  of  Analysis  to  Solid  Geo- 
metry, by  D.  F.  Gregory  and  W.  Walton.  London  1845. 
doth.  10  s.  6  d. 

Lucas,  S.  P.  A.5  (auteur  de  la  „Quadrature  du  cercle^') 
traite  dapplication  des  trac^s  geometriques  aux  lignes  et  aux  sur- 
faces  du  aeuxieme  degre.    Tome  1.    4.    Paris  1844. 

Anger  de  la  Loriais,  Traitö  des  lignes  du  second  ordre. 
2  Bde.  Paris  1845.    Mit  47  Tafeln. 
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PrakUsche  Cteometrie» 


Ellloly  complete  treatise  on  praetieal  OeonM'tiy  asd  meiMa- 
ratton  with  nuraerous  exercicea.^  8.    Edinburgh  1845.    5.sh. 

Eitiol,  Key  to  it    6  «li. 

Bonajuto   Del-Vecchio,  Brevi  cenoi  geometrico •  pratici. 
flormz.    12.    Mit  12  Taf.    3^  I.     ' 


t  > 


Trfiponometrie« 


Runimety  F.,  Lehrbuch  der  ebenen  Trigonometrie  nebst  einer 
Sammlung  von  Auf&^aben.    Als  Anhang  zu  dessen  Lehrbuch  der   % 
Geometrie.    Mit  2  li'igurentafeln.    8.    Heidelberg  1845.    9  ggr. 

Mazure  et  ßellissant^  Table«  trigoiiometriques ,  donnant 
pour  touts  l^s  angles  de  quart  de  cercle  caicules  de  5  en  5  minutes 
centesimales  et  appliques- ä  tout^s  les  hypotenuses  possibles>  les 
sinus,  coslnus  ou  segmeots  des  basei^  avec  des  d^ciraales,  ainsi 

3ue  les  c'ompl^ments  de  toUts  les  anales;  servant  de  table  des  cor- 
es  et  propres  k  ramener  ä  Tborizont  les  Ugnes  et  surfaces  iqcK-/ 
n<^es,  etc.    Paris  1844.    Io.8.    6  f. 


•••«•**•• 


Mechanik. 


<■  I  I  I  «  I  .    I   II  ■  Uli 


Den  zier»  L.,  Theoretische  Abhandhing  über  cl.  Flugbahn  d. 
Gesschosse.  Nebst  einem  Anhang,  enth.  yerschiedene  dem  Artil- 
lerieo/Bcier  unentbehrliche  mathemat.  Notizen.  Mit  25  Figurep 
auf  2  Tafeln.    Zürich  1845,    10  ggr. 


Prafellsehe  Blecliaiiik« 


Gerstner,  Franz  Joseph,,  Ritter  von,  Handbuch  der  Me- 
chanik, mit  Beiträgen  von  neuern  englischen  Constrüctionen  ver- 
mehrt und  herausgegeben  von  F.  A.  Tlitter  von  Gerstner.,    gr.  4« 
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3  Bde.  (I.  Bd.  83  Bocken,  II.  Bd.  69  Boeen  u.  IIL  Bd.  72  Bogen). 
Mit  109  KupMafelo  in  gr.  2.    Wien  1844.    24  tiilr. 

Demme,  ^  der  praktische  Maschinenbauer.  Ein  Ehind- 
buch  für  MaschinenDauer,  Mechaniker,  Kjunstdrechsier  und 
Fabrikbesitzer.  Nach  den  besten  Werken  über  diesen  Gegenstand 
bearbeitet.    18.  Lief.    Mit  31  Taf.  Abbildungen.  8.    2  thlr.  16  ggr. 

Derome,  der  praktische  Maschinenbauer.  19.  Lieferung.  8. 
Mit  24  Tafeln  Abbildungen.    Quedlinburg  1845.    2  thlr.  12  ^r. 

Poncelet,  J.  V.,  Traite  de  mecanique  industrielle,  exposant 
ies  differeqtes  methodes  pour  deterrainer  et  m^surer  les  forces 
motrices  ainsi  que  le  travail  mecanique  des  forces.  Bruxelles. 
Avec  beaucoup  de  planches.    1844.    18  fr. 

De  Patnbour,  Theorie  des  machines  ä  vapeur,  suivi  du 
appendice,  contenant  etc.  2me  edition.  In  4.  a^ec  un  atlas  m  4L 
Paris  1844.    60  fr.  t 


Astronomie. 


Eichstrom,  F.,  graphische  Darstellung  des  Laufes  der  Pla- 
neten im  J.  1845.  Ein  Blatt  gr.  Imp.  Fol.  Mit  erläuterndem  Text 
in  8.    Stuttgart  1845.    12  ggr. 

Le  Hon,  Manuel  d'astronomie,  de  m^täorologie  et  de  geolo- 
gie,  ä  Tusage  des  gens  du  monde,  accompagn^  ae  planches  pour 
Fintelligence  du  texte  >  in  8.    Bruxelles  1844.    1  thlr.  12  ggr. 

Bluntj  C.  F.^  The  Beauty  of  the  Heavens/a  practical  Dis- 
play of  the  Astronomical  Phenomena  of  the  Universe  ^  exhibited 
m  104  SceneSy  accompanging  and  illustrating  a  familiär  Lecture  on 
Astronomy,  from  original  Dravpings,  Paintings  a«id  Observatory 
Studios.    New  edit.    London  1845.    2  sh..    colorirt  28  sh. 

Practical  Astronomy  and  Geodesy.  By  John  Narrien,  Pro- 
fessor of  Mathematics  in  the  Royal  Military  College^  SandhursL 
Being  the  Third  Volume  of  the  Sand  hurst  College  Text-Books.  8vo. 
Londoi^  1845.    14  sh. 

Connaissance  des  temps  ou  des  mouvemens  c^lestes^  ä  Tusase 
des  astronomes  et  des  navigateurs,  pour  l'an  1847;  publiee  par  le 
bureau  des  longitudes  (aTec  des  äddItioDs).  In  8.  Paris  1846. 
Avec  additions.    8  fr.  50  c;  sans  additions.    5  fr. 

.    F.  Kaiser^    De  Sterrenhemel^  verklaard.    Amsterdam  1845. 
3J  fl. 
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Pouillet,  Elemens'de  physique  experimeutale  et  de  m^t^o-, 
Tologte.    4  ^itioD.  J2vol.    8.    Paris  1844.    16  fr. 

Archives  de  la  Sociötö  magnetique  de  Cambrai*  Vol.  I.  Id  8. 
Carabrai  1845.    24  fr. 

Sabin e^  ObservatioDS  made  a  the  Magnetical  and  Metereolo- 
gical  Observatory  at  Torooto ,  in  Canada.  Printed .  by  Order  of 
Her  Majesty's  GovernenieDt^  under  tbe  superiDtendenco  of  Lieüt.- 
Col.  £dw.  Sabine.    Vol.  1.    London  1840.  41.  42.    4.    2  i.  2  sh. 

Hopkins,  T.,  On  the  Atmospheric  Changes  wbicb  produce 
Rain 9  Wind,  Storms,  and  the  Fluctuations  of  the'  Barometer. 
Manchester  1845.    8.    4  s. 


Termisclite  Schriften« 


The  Cambridge  Mathematical  Journal.  Nr.  XXI» 
Mai  1844.  I.  On  a  Lavr  existing  in  the  Successive  Approxima- 
tions  to  a  Continued  Fraction.  —  iL  Notes  on  Conic  Sections.  ^- 
III.  On  the  Theory  of  Algebraic  Curves.  —  IV.  The  Polar  Equa- 
tion  to  the  Tangents  to  a  Conic  Section.  —  V.  Demonstration  of 
a  Proposition  in  Physical  Optics.  —  VI.  On  a  Multiple  Definite  ' 
Integral.  —  VII.  Chapters  in  the  Analytical  Geometry  of  (n)  Di- 
roensions.  —  VIII.  On  a  Question  in  the  Theory  of  i  robabilities. 

—  IX.  On  the  Balance  of  the  Chronometer.  —  Ä.  On  a  Problem 
in  Precession  and  Nutation.  ^^    XL  Notes  on  Magnetism.  Nr.  IL 

—  XII.   Mathematical  Note. 

Nr.  XXIL  November  1844.  L  Memoir  of  the  late  P.  F. 
Gregory,  M.  A.,  Fellow  of  Trinity  College,  Cambridge.  —  IL  On 
the  Partial  Differential  Equations  to  a  Family  of  Envelops.  -^ 
HL  On  the  Axis  of  Spontaneous  Rotation.  —  IV.  On  Brianchon's 
Hexagon.  —  V.  Notes  oft  Linear  Tränsformations  — •  VI.  On  a 
Problem  in  Central  Forces.  — •  VII.  Note  on  the  Spontaneous  Axis 
of  Rotation.  —  VIII.  Applications  of  the  Symbolical  Form  of  Ma- 

claurin's  Theorem.  —  IX.  On  the  use  of  the  Symbol  e  ^  in 
certain  Transformations.  —  X.  Note :  on  Orthogonal  Isothermal 
Surfac^es.  —  XL  On  the  Solution  of  Equations  in  Finite  Differen- 
ces.  *-^  XII.  Note  on  Geometrical  Discontinuity.  ^-^  XIII.  Note 
OD  the  Law  of  Gravity  at  the  Surface  of  a  Revomne  Homogeneous 
Fluid.  --.  XIV.  Mathematical  Note. 

The  Mathematician.  Edided  by  Thomas  Stepbens 
Davies,  F.  R.  S.  L.  et  Ed.  F.  S.  A.;  William  Rutherford, 
F.  R.  A.  S.;  and  Stephen  Fenwick.    London  1844. 
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N amber  I.  Pro^ecttis.  —  On  Conditiopal  Coefficieots,  and 
OD  6ome  Elementary  ExpaDsions.  *-^  Od  the  letersection  oi*  two^ 
Cuires  of  the  Second  Degree.  —  Properties  of  the  AiSsociated 
iSpherical  Triangles.  —  Od  the  Determioation  of  the  Magnitude 
and  Position  of  a  8phere  Taogent  to  four  givoD  Spheres  Id  mutuai 
contact.  —  '  Od  the  same.  —  Od  the  Theory^  and  ApplicatioD  of 
Lagrange's  Method  of  Bfultipliers.  -nr  Od  Coolugate  Diameters  of 
Lines  and  Surfaces  of  the  second  order.  —  Mathematieal  £xerci- 
ces.  ^^  On  the  Algebraical  Analvsis  of  Porisms. 

Numberll.    On  the  Algebraical  Analysis  of  Porisms  Tcbn-' 
cluded).  —  Geometrical  Propositions.  —   Solutions  of  a  ProDlem 
relating  to  Attraction.  *—  Analyticai  Demonstration'  of  a  Geometri* 
cal  Theorem.    Interesting  Appficaton  of  the  preceding  Theorem.  — 
On  ,Homer  s  Synthetic  Division.    —    On    tne   Straigfat   Line    of 
Quiekest  Descent.   —    Properties  of  the  Parabola.    —     On   the 
Transformation  of  Algebraic  Eouations  "^  -^  Demonstration  of  the 
Four  Fundamental  Formulas  of  Trigonometry.  — -  Solutions  of  Ma- 
thematical  Exercices  (continued).  — -  A  Locus:  from  Lhuilier's  Po- 
lygonometrie.  ^-^  On  the  Conditions  of  Equilibrium  of  Forces  acting 
on  Four  Spheres  in  mutuai  contact.  -—  Mathematical  Notes.  — 
Homer  od  Algebraic  Traosformation  (to  be  continued). 

f  Preis  der  Nummer  3  s.  6  d.). 

Auch  von  dieser  neuen  englischen  mathematischen  Zeitschrift 
wird  das  Archiv  nicht  bloss  fortlaufend  den  Inhalt,  sondern  auch 
Auszüge,  insofern  diesell^en  für  das  betreffende  Publikum  vorzugs- 
weise von  besonderem  Interesse  sind,  liefern. 

Annnaire  pour  Fan  1845.  Pri^sentä  an  Roi  par  le  Imreau  des 
longitudes.    In  18.    Paris.    Sans  notices.    1  fr. 


Berlelitigiiiig^« 


In  dem  Ausdrucke  des  TO]|;letzten  JntegraU  auf  S.  191.  (Z*  6«  v.  a./) 
h»  2tiui  Hefte  des  sechsten  TheiU  setze  man  logB  (2/ji—l)  für  Iog2(2m)^ 


•  •     ♦ 


)')..•.  .14  .  \'  •  I 


lilt;erM*|«iclier  Berlelit;. 


Aritlim^tik. 


'  Guy»  M.  P.:  La  division  abre^ee,  oii  Methode  rigooreiise 
etfbciie  pour  simplifier  ce^te  qperation  de  rarithmötique.  In  8. 
1  pL    Pans  1845.    1  fr.  50  c.  ^ 

Lehrbucb  d^r  Mathematik  für  den  Schul-  und 
SeibstunterrFcht  von  Dn  W.  A.  Wilde,  Professor  am 
Gymnasium  zu  Stargard.  Erster  Band.  Auch  utiter 
dem  Titel:  Lehrbuch  der  Arithmocttk  für  den  Schul- 
und  Selbstunterricht.  Erster  Band.  Die  sechs  Grund- 
rechnungen,   lyeipzig  1845.    18  ggr. 

Dieses  neue  Lehrbuch  der  Mathematik  ist  auf  tief  Bände 
berechnet,  von  denen  die  beiden  ersten  der  Arithmetik,  die  bei- 
den andern  der  Geometrie  gewidmet  sein  werden.^  Es  soU  die 
ISlementar-Mathematik  mit  ]Sinschluss  der  Kegelschnitte,  enthalten, 
und  jedes  Bändchen  soll  ein /Ar  sich  abgeschlossenes  Gaoze  bil- 
den, auch  einzeln  ausgegeben  werded,  was  dem  zweckmässtgeo 
Gebrauche  des  Buchs  beim  Unterrichte  offenbar  nur  förderlich  sein 
kann.  Der  vorliegende  erste  arithmetische  Tb  eil  enthält  nach  einer 
Einleitung  in  die  Af  athemattk  überhaupt  in  neun  Abschnitten :  die 
Lehre  von  der  Zahlenbildung  im  Allgemeinen  (Anhang :  Von  Zah- 
lensystemen im  xlU^emeinen);  die  Addition  und  Subtraction;  die 
negative  Zahl ;  die  Muttiplicatlon'und  Division ;  unbestimmte  Divi- 
sioä  oder  von  der  Theilbarkeit  djer  Zahlen  im  Allgemeinen;-  die 
gebrochene  Zahl ;  den  Decimalbruch ;  Potenziation  und  Radication; 
die  irrationale  Zahl  (Anhang:    die  imaginäre  Zahl). 

Schon  in  dieser  Aufzählung  wi^d  man  ein  Streben  nach  syste^ 
matischer  Anordnung  bemerken.  ^  Die  Beweise  sind  überall  voll- 
ständig eegeben ,  da  der  Vf. ,  der'  Vorrede  zufolge,  es  ans  mehre-; 
ren  triftigen  Gründen ,  nicht  billigen  kanp ,  wenn  in  d<)ti  meisteil 
Lehrbüchern  die  leichtem  Beweise '  gaii&  ausgelassen  und  viele 
andere  nur  kurz  angedeutet  werden.  >  Die  Methode  der  Darstellutig 
itst  mit  Recht  die  euklidische,  und, überhaupt  haben  wir,  so  we» 
Mt  uns  bis  jetzt  mit  dem  Ruche  l>ekaant  g^emaoht  haben  >  Strenge 
und  Deutlichkeit  nirgendis  vermiest.  >    An  eraer  hinrelehendeti  An- 

Band  VI.  28 
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zahl  Ton  erläaternden  Beispieleo  fehlt  es  gleichfalls  Dicht,  und  die 
Arheit  kann  daher  fiberhaopt  als  eine  wohleelnDgeoe  bezeichnet 
werden.   Das  baldige  Erscheinen  der  fibrigen  Tbeile  ist  zu  wiinschen. 

EncyklopädischeDarstellung  der  Theorie  derZah- 
len  una  einiger  anderer  damit  In  Verbindung  stehen- 
der Gegenstände;  zur  Beförderung  nnd  allgemeineren 
Verbreitung  des  Studians  der  Zahlenlehre  durch  den 
öffentlichen  und  Scflbst-Ünterricht  elementar  und 
fasslich  Torgetragen  von  A.  L*  Crelle.  (Besonders  ab- 
gedrudci  aus  dessen  Journal  f(r  die.  reine  und  anfge- 
wandte  Mathematik,  Bd.  XXVlI,  XXVUI  und  XXIX.) 
Erster  Baqd.    Berlin  1845.    A.    A  thir. 

Nachdem  der  geehrte  Herr  Vf:  in  der  Vorrede  dieses  ausfuhr- 
lichen Werks  fiber  die  Zahlenlehre  oder  Theorie  der  Zahlen 
deren  Begriff  und  Verhältniss  zu  den  fibrigen  Theilen  der  Mathe- 
matik gehörig  fes^estelit,.  ddi  i^r  deb. Nutzen  dieser  grOssteo- 
.  theils  der  neueren  Zeit  angehörenden  Wissenschaft  ausgesprochen 
und  endlich  auch  darauf  hin  gewiesen  hat,  da.s8  dieselbe  noch 
weit  weniger  allgemein  bekannt  und  yerbreitet  sei  als  die  mei- 
sten Übrigen  Tbime  der  Mathematik^  spricht  er  sich  von  -S.  XI. 
an  fiber  den  eigentlichen  Z^freck  und  die  Einrichtung  seitaes  Werks 
bestimmter  auf  folgende  Art  aus. 

«,Aus  diesen  Erwägungen '^  sagt  er^  »geht  nun  hervor,  dass 
es  vielleicht  ein  nützliches  Bemuhen  sein  durfte»  zu  versucheo^ 
ob  sich  nicht  dazu  beitragen  lasse,  die  Theorie  der  Wahlen  mehr 
zum  Gemeingut  zu  machen;  und  von  diesem  Bemühen  gebt 
die  folgende  Sammlung  von  Sätzen  aus.  Ihrer  Einrichtung  und 
Anordnung  liegen  folgende  Betrachtungen  zum  Grunde.'* 

,, Damit  Wahrheiten,  deren  Erkenntniss  die  IMheilskraft  in 
Anspruch  nimmt,  recht  Vielen  von  verschiedener  f^ssungskraft, 
und  selbst  Personen  im  jugendlichen  Alter,  zugänglich  werden 
mögen ,  dfirfte  es  vor  Allem  nuthig  sein ,  sie  so  aus  einander  zq 
setzen,  dass  das  Crtheil  bei  den  Säüsen  und  Beweisen  nur 
Schritt  um  Schritt  dem  Vortrage  folgen  darf,  um  zum  Ziele 
zu  gelangen.  Alle  einfachen  Scblussfolgen  müssen,  scheint  es, 
angegeben,  keine  darf  übersprungen  werden;  denn  zu  sagen, 
welche  Schlussfolgen  und  wie  sie  an  einandeic  zu  Higen  sind, 
oder  fehlende  zu  ergänzen,  kann  nicht  eine  Aufgabe  für  den  Schü- 
ler seio ,  da  selbst  öfters  über  das  Erste  die  Lehrer  nicht  einig 
sind  und  das  Rechte  und  Beste  verfehlen  können,  wie  es  schon 
der  Umstand  zu  erkennen  giebt,  dass  gar  viele  Verschieden- 
heit in  der  Anordnung  und  Aufelnanderßlee  der  Sätze  und  in  der 
Art  und  Anordnung  der  Beweise  möglich  ist.^^ 

^, Sodann  wird  sich  das  vorliegende  Buch  der  äussersten 
Deutlichkeit,  nicht  bloss  durch  Vollständigkeit  der  Beweise 
und  Erörterungen,  sondern  auch  durch  die  Art  ihrer  Darlegung 
befleissigen.  *' 

,,$0  nun,  von  der  Ansicht  ausgehend,  dass  einmal  alles  nur 
Mögliche  geschehen  soflle^  um  den  JLernenden  mit  der  möglichsten 
lieichti^keit.auf  den  Standpunkt  d^r  vollendeten  Deutlrchkeit 
und  Einsicht  zu  führen,  hat  sich  der  Vf.  es  hier  zur  Regel 
gemacht,   nie  einen  SeUuss  zu  fiberspringen»    während  er  gleich*. 
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wöhl   sldi   bemAhte/  Alles   so'  agasammefDäidrfingea  loid  mit  so 
wenigen  Worten  zu  sagen,  als  es  Um  mOgUch  war.'^ 

,5 Der  Vf.  wird  ferner  überall  bemflfat  sein;  nicfat  sowohl  dem 
Lemetideb  recht  Tieie  Resultate  und  pikante  Sätze  mitEU- 
theileri,  delreo  viele  in  der  Zahlenlefare  wirklich,  wenigstens  dem 
Scheine  nach,  aü  sich  selbst  fast  nur  Cnriosa  sind,  während  sie 
freifich  «n  der  TKat  kostbare  Samenkörner  ffir  die  wettere  Ent* 
Wickelung  darbieten':  ,  er  wird  vielmehr  trachten,  ihm  die  Sätze 
als  Gegenstände  aufzustellen,  an  welchen  das  Urtheil  zu  ilben 
sei;  denn  das  ist,  wie  oben  liemerkt,  gerade  von  der  Z^ahlentheorie 
insbesondere  der  Nutzen.^ 

„Die  äussere  Form,  welche  der  VC  seiner  Schrift  gegeben 
hat,  nemlich  die  Form  einer  blossen  Sammlung  von  Sätzen, 
ebne  bestimmte  Theilung  in  grossere  und  ideinere  Abschnitte, 
kann  sonderbar  zu  sein  scheinea.  Allein  der  Vf.  hatte  sie  zu 
wMlen  mehrere  Gründe/^ 

„Zuerst  nemfich  ist  <^s  nach  seiner  Ueberzeugung  bei  dem 
gegenwärtigen  Zustande  der  Zahlentheorie  noch  gar  nicht  mOglicIb, 
ein  consequentes  System  davon  aufzustellen. '^ 

„Sodann  hat  der  Vf.  gar  nicht  die  Absicht,  jeden  Lernen- 
den, der  sich  seines  Buches  bedienen  will,  zu  einem  Kenner  der 
fesammten  Zahlentheorie  zu  machen,  sondern  er  wollte  nur  ins- 
esöndore  Jedem  Material  zur  Uebung  seines  UrtheilsvermOgens 
darbieten.  *' 

„Endlich  hatte  der  Vf.  zu  der  Wahl  der  Form  seiner  Schrift 
anch  einen  persönlichen  Grund.  Er  ist  nemlich  in  einem  jetzt 
schon  vorgerückten  Alter  und  mit  einer  gänzlich  zerrütteten- 
Gesundheit,  der  Beendigung  keiner  Arbeit,  die.  er  unternimmt, 
mehr  sicher.  Begann  er  nun  eine  Schrift  nach  irgend  einem  weit 
aue^pwifenden  System,  so  würde  jede  Unterbrechung  das,  was 
fertig  wurde,  zum  Stückwerk  von  geringem  Nutzen  machen.  So, 
wie  die  Schrift  jetzt  sein  wird,  schadet  ihr  eine  Uaterbrechuttg'^ 
nicfats  weiter,  als  dasd  das,  was  noch  kommen  sollte,-  wenn  es 
überhaupt  etwas  werth  war,  fehlt.  Was  da  ist,  behält  immer 
seinen,  verhältntssmässigen  Antheil  am  Zweck.  Auch  kann  man,! 
wenn  man  eti^^a  insbesondere  irgend  etv^as  ausheben  wiU,  dies 
recht  gut  thun.  Man  darf  nur  die  vorausgehenden  Sätze ,  welche 
sich  angegeben  finden,  aufsuchen  und  durchgehen;  die  übrigen 
bleiben  dann  zur  Seite  liegen.^' 

.  Indem  ich  hiermit  diese  Auszüee  aus  der  in  mehreren  Bezier 
hungen  lesenswerthen  Vertede  sohfiesse,  bemerke  ich  nur/  daas 
mit  gerade  in  dem  von  dem  Herrn  Vf.  selbst  zuletzt  angegebenen  ^ 
Umstnndi»,.  nämlich  in  der  äussern  Form  des.  Werks,  eine  beson- 
dere Eigetithümlichkeit  in  Bezug  .auf  dessen  ailsemeine  Gestaltung 
zu  liegen  scheint,  weshalb  ich  auch  auf  denselben  die  Leser  des 
Archivs  besonders  hinweise.  Bei  den  Bezeichnungen  hat  sich  der 
Herr  Vf.  an  seine  Vorgäujger  nicht  sdavisch  gebunden ,  und  auch 
nicht  selten  neue,  so  viel  als  möglich,  deutsche  Benennungen« 
gebildet.  Eine  ausfülirUche  Angabe  de«!"  Inhalts  des  vorliegenden 
ersten  Bandes  erlaubt  hier  leider  der  Raum  nicht,  und  ich 
bemerke  daher  in  dieser  Beziehung,  ohne  zu  glauben,  damit  ganz 
das  Richtige  getroffen  zu  haben,  ganz  in  der  Kü^pze  und  bloss  im 
Allffemeinen  nur  so  vid,  d^ss  in  diesem. ersten  Bande  haupt- 
säcnlich'  «diejenigen    Lehren    der  Zahlentheorie   enthalten    sind, 
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veiche  weniggteDR  nicht  unmittelbax  und  ftnbedio^t  dk 
eigentliche  Auflösirog  der  ittibeMiiilinta»  Aiifgabeo>  oder  die  söse- 
nannte  unbestmimte  Analytik  in  Anaproch  nähmen ,  womit  ich 
«tes  Gesens^ndes  kundieen  Lesern  genug,  weotf  auch  freUicfa  in 
ffl«nlich  unbeßtimmter  Weisa,  gesagt  eu^  haben.  gUmbe,  dessen- 
ungeachtet  aber  noch  bini^ufäge,  dass  natfiiüch  die' Theübarkect 
dnr  Zahlen,  die  Reste,  das  Fermafsche  und  VTilsonWhe  Tfceo- 
rem  m  ihren  verschiedenen  Gestalten,  das  Reciprocitäts- Gebets 
^*  *"i?r*  V®    ®  Hauptrolle  in  diesem  ersten  Bande  spielen. 

H^n  bestimmtes  ürthrfl  über  das  vorliegende  Werfe  zu  fallen, 
^«  ich  mich  gäozlich  enthalten ,  weil  jedes  Urtheil  ujber  ein 
Werk  des  von  mir  hochverehrten  Herrn  Vfs.,  ivie  es  auch 
beschaffen  sein  machte,  von  meiner  Seite  nur  btfangen  erschein 
nen  mdsste.    Wie  inele  Andere  fühle  auch  Ich  mich  demselben  in 

■^  l.T!"!^®".*®^'t''""8^  persönlich  zu  dem  innigsten  DaD^e 
veroflichtet,    ein  Gefühl,    welches,   wenn  Ich  tfuch  selbst  nicht 
mehr  2«  den  Jüncbngen  zu  zählen  bin,  da  ich  im  nächsten  Jahre 
bdroita  auf  eine  fänf  und  zwanagjährige  ämt^fae  Wirksamkeit  als 
Juehrer  im  Staatsdienste  zuröckWicken  kann ,  doch  nichts  von  s«- 
ner  trüberen  Wärme  verlören   hat  und  die   etwas  verJiewm  wird. 
UAnedas    geringste;    in  jetziger  Zeit  nidbt  seilen  Kervortretendö 
Haschen  nach  sogenannten  glänzenden  Erfolgen  hat  der  Herr^f. 
eine  Iwige  Reihe  von  Jahren  mit  den  reinsten  .UDd/«i«igenniM»g^. 
sten  ganzlichen  Hmgebung  dem  Dienste  der  Wissenschaft  geweiht, 
und  mit  AufopfernngeB  mancherlei  Axt  zu  deren  w'eitern  und  all- 
gemeinera  Verbreitung  nnd  zur  grclsseren  Ausbildung  und  besseren 
Begründung  mehrerer  einzelner  Dinctplinen  nicht  wenig  beigetra- 
s^°Au^"  Reichem  Bestreben  auch  das  vorliegende  Werk  sowoM 
mi  Aligemeinen  als  auch  in  seiner  ausfährliohen  Vorrede  der  reinste 
öpieeel.  ist,  welche  letztere  wir  daher  auch  insbesendere  jfii^eren 
jw      wi"  Beherzigungp    empfehlen  niöchten.      Jedeiffalß  ist 
r^^  V®^>   ^  ^e>*  es  in  seinem  ersten  Banfle  vorliegt,  £e 
^ständigste    Sammtang,    wenn    auch  der  Herr  Vf.  seihst    den 
^«men   eines  conseqnent  durchgeföhrten  Systems  ablehpti,  doch 
•?*?^*x^''°?  sy«*«*;a*ischeirai8ämmenhanc  an  einander  ge- 
feiheter  Satze  d«-.ZahlenlehBe,  welches  wir  bis  j^t  b«s?it«w, 
und  wird  daher  hinföro  in  keiner  matiwrtatischen  BiWfetbek  fehlen 
dÄrfen,  von  keinem,  der  sich  für  die  Fevtschritte  dieses  so  höchst 
mteressanten  Theils  der  Mathematik,    desseri  Wichtigkeit  för  die 
SI?^^*'**^***^.  »ich  bis  jirtzt  noch  gar  nicht  absehen  fösst, 
«tbehrt    werden    können.       Ihh    sdhliesse    n^%    dem    innigsten 
Wunsche,    dass  die  Vorsehung,  dehi  Hdrrn   \U  Kraft  scjienken 
möge,  dieses  ange&ngene  Werk  in  möglichst  kurzer  Fri^  au  voll- 
enusnw  :  ■■^  •  ■      •  •     ■  ti-    ^     .»• 
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,  Ci^oiiietri««ho  Aufgahen..  nach  der  Meibode  der 
Alten»  (ÜT  Schulen  bearbeitet  ve^n  Dr.  F.<  Luke>  O'hei* 
lebrer  am« Gymnasium  zu  Culm.  Erster  Tbeii.  Plani- 
metrische  Aufgaben.    Thorn  1845.    8.     t  thir.  4  ggr. 

Der  vorliegende  erste  Theil  dieser  Sammlung  enthält  llX)  pla- 
nimetriscbe  Aufgaben.  Jeder  Aujigabe.i^t  die  Analysis^  die  Con- 
struction ,  die  Determination  und  der  Beweis  beigegeben^  ganz  der 
Methode  der  alten  Geometer  gemftss.  Ein  Verzeichniss  der  behan- 
delleo  Au^^ben  i^t  vora^^riiw.  Ween  auch,  gleich  an  Sibnlfehen 
Büchern  kern  sehr  fühlbarer  Mangel  ist»  sa  miMS  doch  der  gek>- 
metrische  Xlnterricht  nach  euklidischer  Methode  nach  unserer 
festen  Ueberzeugung  immer  die  Hauptgrundlage  des  ganzen  mathe- 
matischen Unterrichts  bleiben ,  und  jedes  Beiorderungsmittel  des- 
selben nach  dieser  RIcktuDg  ftin  muss,  wenn  es  nur  seinen  Zweck 
richtig  erkannt  hat^  dankbar  aufgenommen  werden.     Wir  sind  da- 

Ser  überzeugt ,  dass  auch  die  vorliegende  Aufeabensammlung  man- 
tieni;i  Lebrer  der  Mathematik  bei  seinem  unterrichte  ein  gutes 
Hülfdmittei  setn  wird;  Dass  die  Anzahl  der  neuen  Aufgaben  nicht 
^oss.  ifieiQ  kann^  ist  bei]  einem  schon  soi  vielfadi  behandelten 
JGrfiget/staode  nidrt  ander»  zu:  erwarten.  Indess  kommt  es  hierbei 
hauptsächlich  auf  die  Methode  an,  .tind  ctie^e^  scheint  unft^  hat  det 
Hejr  Vf.  ineist  richtig,  getroffen^. in  welcher  Beziehung  daher  auch 
.  dfe  Sbhrift  vorzügi^weise  v^p  uns  der.  Beachtung  der  Lehrer;  ap 
höheren.  Unterricntjs-Anstaltep  empfohlen  wird* 

<  M'ayr,.  DhiA.^  Die  tan^ireaden  Flächen  erster  und  zweiter 
Ordnung.    4   .W^zbmgiB^i»  16  ggn«      •  .    .  .        i 
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Trigonometrie. 
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Delatouche^  Gustave^  Trigonometrie  rectiligne  k  Tusage 
des  <^l^ves  qui  se  destinent  aux  äcoles  du  gouvernement.  Avec 
8  pUnches.    Paris  1845.       . 

'Simimarium  der  Goniometrie^  en  der  re^tlijnige  en spbaerische 
Trigonometrie^  dienende  als  handloiduig;;  bij  n^et  volgen  van  Aca- 
demische  Lesslin  over  dbze  deelen  der  Meetkünde;  gr.  8vo.  Te 
Leiden  1845.    f  1,00. 


Eerste  ß^flf|poe|(M'^MSi^tktiBif|^^  en  Drie- 

hoeksmeting,  ten  gebruike  voor  het  middelbaar  en  privaat  Onder- 
wijs;    kl.  8vo.    Te  Rotterdam ,  bij  H.  A.  Kram  er  s.  J  l><iO. 
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.  u  SichU^hi^tiy  W.  B.  Ai^   VoUstiMligdaiibnd*'  uftd  Lekjrbaoh 
der  gesammten  niedeit» MeliridBwte.  'Ste^s&üzBalicitBg^aiiMstotto 
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am}  stark  vermehrte  AuV. ,  Tram  Selbdtunterriebte  bearbeitet  Von 
J.  B.  Montag.  Mit  48  Figurentafehi.  8.  Qaedlitiburg  1845.  1  thlr«  8  ggr. 
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Langsdorf»    6.  W.  von,  Lehrbuch  der  Elementai'« Mecha- 
nik,   gr.  &    Stattgart  1845.    21  ggr. 


Astronomie» 


Arago.,  Legons  d*astronomie  professöes  ä  Fobservatoire  royaL 
Recueillies  par  un  de  ses  öi^ves.    4eme  edit.    Paris  1845.    3^  fr. 

Jeans,  H.  W. ,  Rates  £Dr  finding  the  names  and  positions  of 
all   the    8tars   of  the  First  and  Second  Magnitude.    Koyal  8fo. 
London  1845.    cioth.    3  s.  6  d. 

Der  Merkurdurchgang  durch  die  Sonnenscheibe  am  8.  Mai  1845 
und  die  Sonnenfinsterniss  d.  6.  Mai  1845  in  ihren  verschiedenen 
Umständen  beschrieben.  Nebst  einer  kurzen  Erklärung  der  Mer- 
kars* und  Venusdurchgänge  9  sowie  der  Sonoenfiosternisse  über- 
haupt.   Mit  1  Tafei  AbbiidangeD*    8.    Leipzig  1846.    6  Ngr. 

Hansen,  Memoire  sur  la  dötennination  des  pertarbations 
absoiues  dans  ies  eilipses  d'une  excentricitä '  et  d*ane  inclinaisoD 

Jiueiconques.    Tradait  de  l'aiiemand  par  M.  Victor  Maavais. 
n  8. .  Paris  1845. 


P  H  y  s  I  fc:. 
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Baumgartner^  A.,  die  Naturlehre  in  ihrem  gegenwSrtigeti 
Zustande ,  mit  Rücksicht  auf  mathematisqheBegrfindang*  &  yerm. 
und  umgearb.  Aufl.  2.  Abthi.  gr.  8.  Wien  1S45.  Preis  beider 
Abtheilungen  4  thir.    (Vergl.  laterär.  ßer.  Nr.  XXI.  S.  325.). 

p I 

•       ."— •••       . 

The  Cambridge  Mathematical  Journa^.  Nr«  XXIIL 
February  1845.  I.  On  the  Tbeory  of  Linear  Transformations 
(A.  Cayiev).  —  ü.  On.  M^ic  Squares  (R.  Moon).  — ■  IIL  Od  the 
Theory  oi  Developments.  Part.  £  (6.  Boole).  —  IV.  Demonstra- 
tion of  a  Fundamental  pA)pt)sttidii  %  the  Mechanical  Theory  of 
Eiectricity  (W.  Thomson).  —  V.  On  the  Reduction  of  the  Ge- 
neral Eöuation  of  Surfaces  of  the  Second  Order  (W.  Thomsoo).  — 
>VIv  On  Certain  Intijtral  Transförmation«  (B.  BtowAn).  ^'  ^.  Op 

CeHain  C^ntinäed  irraidioDs  (Piatekal  iFroslX  '  '' 
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BKlIetia  cle  la  clasae  phyenco^aMütMnafiaDe  de  l^aoad»  imper- 
des  Sciences  de  St.  PetesMoi^.  Tome  IV4.3>ir«  l-^3«  gn  4.  iSt 
PiSIcardMNirg  1840.    Cempl.  2  tblf . 

'   Anzeige  eüies  herausÄug^beriden ;  Wcir^^ 

Def  Zweck»  :d^8sen  Enreiehuog.  def  UntenejeliDete  bei  dieser 
^rbi^it  im  Ange. gehabt,  war  im  AilgeneiEiea  erstens;  die  Stei^ 
-nejr'scke  Methode. als  ^che  iln  ^ino^  »hAes  Erfinders  weiter  aius* 
zubilden;  zweitens:  den  Umfang  ibrei$  Gebietes«  .sowohl  Ton  Sei- 
ten der  ^Jlgem^inhelt  als  auch  der  Individualität  und  nsbesepdere 
der  qDiaiititattven  Form,  der  ^eoro^trisehen  JdeeD  ^  ^^eigeD»  wd 
drittei^i:  durdb  beides  zugleich  die  Ueberfeetigung  z|i  versefaaiffee» 
dass  die  neuere  Geometrie «  in  i^teiner's  W^ise  behandelt^  nicbll9 
xnelu!  und  nichts  iwenigek"  als  die  eomsequentev  durch  die  Erweiter 
ruqg  der  Wissenschaft  äberhavpt  nothwendig  gewordene  Fortbilr 
dung  dar  (^otnetrie  der  Alten  ist. 

leb  habe  daher  .nur  solche  Eigenschaften  behandelt  y  welche 
rein  aus  depi  Wesen  der  Projektivität  hervorgehep,  und  kaum 
unmittelbare  Folgerungen  aus  der  Congrt^nz  der  Dreiecke  und 
dem  pythagoriscli^n  Lehrsätze  mir  erlaubt;  das  Princip  der  Invo- 
lutionee  ist  als  besonderer  Fall  projektivischer  GeUlde,  und  zwar« 
um  den  Gegenstand  in  seinen  altgemeinsten  und  besondersten  Be- 
ziehungen zu  umfassen,  nach  allen  den  Seiten  und  Fällen,  welche' 
jdurch  Meiner's  uBisichtsvoUe  Diskussion  des  allgemeineren  Prin- 
eips  gegeben  WAren,  dargestellt,  --r  Während  aber  die  Entwicke? 
lung  des  Princips  vom  Allgemeinen  zum  Besopder^n  fortschreitet» 
nimmt  die  Anwendung  auf  die  Eigenschaften  der  Figuren  den  ^m^. 

fekebrten  Gapg^  80  dass  im  letzten  Kapitel  über  die  doppelte 
lerührung  der  Kegelschnitte  fast  alle  verhergehenden  Sätze  upd 
Aufgaben  ihren  allgemeinsten  und  meistens  auch,  ihren  'Ein- 
fachsten Ausdruck  erhalten.  Andererseits  aber  sind  gerade  dicge- 
eigen  Eigensehaften ,  welche»  wie  die  der  zug.  Durchmesser^  der 
Brennpunkte,,  der  Oj^kulation  und  der  doppelten  Berührung,  nach 
Steiners  Ausdrucke  bisher  als  etwas  Eigentbömliehes  und  l^WnU"» 
derberes'*  dastanden,  mit  Vorliebe  behandelt  upd  ihr  2lusami|ien- 
hane  mit  allgemeineren  Eigenschaften  nachgewiesen  worden.  — ^ 
In  der  äusseren  Darstellung  habp,  ich,  so  viel  als  das  W^en  der 
neueren  Geometrie  verstattete,  in  den  Grundsätzen  der  Betrach* 
tung  selbst  aber  durchaus  mir  die  Alten  zum  Muster  genommen. 
Daher  ist  jeder  Aufgabe  ihr  vollständiger  Beweis  und  den  schwie- 
rigeren auch  die  Analysis  beigefügt,  und  die  Begrüpdung  der  Lehrt 
Sätze  untecst^beidet  sich  nur  ipsotern  von  des  gewöhnlichen  Weise^ 
al^  sie  denselben  voran-  statt  nacbgeschi.ckt.ist  Die  Betraehtupg 
bewegt  sich:  fpütwährepd.  in  reeUen,  d.  h.  dureh  Konstruktion 'gege-t 
benen  Yorst^Jihing^;  das  sog.  Gesetz  der  Contiouität -wird  nir- 
gends in  Anspruch  gepopimen,  und  es  werden  die  g^aieiasehaftK 
lidben  Eigenschaftep  <^r  als  reelle  und  id^e  unterscbiedeneo 
Linien  und  Punkte  weder  dur<:h  Uebertragung  von  der  j)rjn)ittvep 
auf  die  cprrelative  Figur,  noch  d^rch  besendere. Betrachtung  bei* 
der  für  sich ,  send^^n  in  Einem  zugleich  aus  ihrer.  gemeinschaA- 
liehen  Definition  entwickelt.  Vor  Allem  aber  habe,  ich  mich, 
worin  ein  eigenthümlicher  Vorzug  der  neueren  Geometrie  vor  der 
der  Alten  besteht,  eines  einfachep«  ungekünstelten,  bloss  der  Natur 


Jfts  Garn»  wiederholenftBeh  mtigeariMlst 

Den  Inhalt  betreffend,  hoffe  ieh  ntaadies  Neae  duariMton, 
wohin  ich  unter  Anderem  die  Sätze  über  die  zugeordneten  Ach- 
aenpunkte  und  Brennaehnen,  mehrere'  über  O^fimlatioik  und  dop- 

Eme  Berührung  und  sSmmtliche  Konatruiction^n  der  Keeelachnitte 
ittela  iflu^inkrer'BeiHngdngen  oderiaittela  aoifche»  tial  tu  oaku- 
ttretoder  oder  demeft  zuMrtUiFenderKegekclinitte -rechne, .  abge- 
aehen  ron  den  «fitaen ,  weldbe  dui«k  ViorallgenieiDerung  bcftanater 
CigeoMihalften  aich  ergeben  haben« 

Der  ToHatiMdige  Titel  des  Wetk»  iat  „Das  Weaen  der  Invo- 
IvÜonen  ▼««  Ihinkten  und  Strdilen,  ala  gemeinacbaftllches  Princip 
hidlf  idu«H^  Eigenaehaften  der  Piguret»,  Mabentlicii  der  ^a  -  und 
der  ttmgeaehriebenen  Vielecke,  der  harmoaiachen  Pale  und  Polaren^ 
der  ziigemrdneten  Durditneaaer  und  Acbaenpunkte,  ^er  Bremi- 
pubkte'iifld  Brenttaehnen ,  der  semelnachaftlieheB  Sekanten-  und 
Tangentendurchachnitte,  der  Oakulatloto,  def  doppelten  Beruhnmg 
^d  sämmtficher  Konaliiiktionen  der  Kegelachmtte  ntttela  soge- 
nannter reeller  und  imaginärer  Bediogungen  —  im  ZuaMiroenhange 
Mt  JaLSteinera  Geometrie  -^  dargeateilt/' 

Franz  Seydewitz, 

Lehrer  der  Mathematik'  und'Pbjsik  am  Kdn^chen 

Gymnasium  zu  Heiligenstadt. 

»  *  •  • 

Der  Herr  Verfaaaer  des  Torher  angekünd^en  Wetka  hat 
durch  mehrere  in  dem  Arehiv  abgedruckte  umrangrefchere  Abhand- 
lungen aich  nicht  bloaa  ala  einen  auageceichneten  Keaner  der  so- 
genaanten  neueren '  Geometrie  gezeigt,  aond^m  auöh  den  hinrei- 
chenden Beweis  geliefert,  daas  er  nicht  nur  das  bereits  Bekannte 
auf  eine  anaprecbende  Weise  wieder  zu  geben,  sondern  i^ielmebr 
e(ich  auch  neue  Wege  zu  bahnen  und  den.  bei^H)»  gewonnenen 
Umkreia  der  Wisaenacbaft  nicht  unwesentlich  M  erweitern  vei^ 
stehe«  Daher  Usat  sich  Ton  dem  vorher  angei)ei|^eti  Werke  ifi 
wiaaenachaftlicher  Hinsich't  nur  etwas  Vorztgtich^ii)  efwavtl^tiy  und 
dass  das  ^mathematische  Publikum  überhaupt. 'nameDtlicb  aber 
auch  die- Lehrer  der  Mathematik  an  höheren  Ünterrichts-Anstalten^ 
lebhaften  Aath<m  an^  demselben  nebmen  werden,  datf •  eben  so 
wenig  bezfveifelt  wehien,  weil  di6  sogenannte  neuere^  Geometrie, 
Worauf  schon  mehrmals  in  dem-  Arcliiv  •  fahigewiesen  worden  ist, 
jedenfalls  ein  für  die  immer  grossere  Beförderung  des  Gedeiheos 
des  mathematisißhe^  Unterrichts  sehr  wesentliches  und  H!?ichtiges 
Hülfsmittel  nicht  bloss  zu  werden  verspricht.^  aondi^rn  schon  viel* 
lach  geworden  ist;  wofür  die  in  d«m  Archive'  a%^drttckt«n  Ab- 
handlungen meiirereribochst  sichtbarer  Lehrer  dfer  Mathematik  und 
einige  neuerlich  erschienene ,' in  den  literarischen  Berichten  ange- 
zeigte Schriften  das  '  vollgültigste  •;Zeugniss  ablegen.  Sowohl  in 
dieser  Rücksicht,  als  aucn  wegen  der  Neuheit  seines,'  die  Wis- 
senschaft erweltemden  Gegenstandes 'ist' es  daher  sehr  zu  wün- 
schen/dass  dem  Heirn  Verfasser  recht  bald  eine  geeigneite  GMe- 
genheit  zur  Herausgabe  seines  verdienstlidien  Werk<efs -in  einer 
em  Gegenstande  würdigen  Ausstattung  geboten  werden  mc^e.     ' 

Greifswald,  im  Mai  1845.  Grunert. 
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